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Vorwort. 

Nach unfreiwilliger, durch den Krieg und seine verhangnisvollen 
Folgen hervorgerufener Pause von nahezu ftinf Jahren erscheint nun 
endlich diese dritte und letzte Abteilung meiner Vorlesungen tiber 
Zahlenlehre. Sie beginnt mit der Einftlhrung der komplexen Zahlen. 
Abweichend von der in den Lehrbiichem zumeist iiblich gewordenen 
Metbode, diese letzteren von vornherein als Zablenpaare mit tiberaus 
willkiirlich erscheinenden Rechnungsgesetzen zu definieren, wird im An- 
schluB an die Gleichung a ; 8 —— a® (wo a jede beliebige reelle Zahl 
vorstellt) zunachst das System der (rein) imaginaren Zahlen als ein dem 
System der reellen Zahlen in seiner Struktur vollkommen kongruentes 
und duroh die Briloke der Multiplikation mit jenem verbundenes ein- 
gefUhrt, wahrend sodann die UnmSglichkeit, die Addition innerhalb des so 
geschaffenen gemeinsameu Gebietes auszuffihren, mit angemessener Modi* 
fikation der bisher bei der Ausgestaltung des Zablenvorrats durohweg be- 
folgten Methode die Neuschbpfung der komplexen Zahlen nach sich zieht. 
Nach Festsetzung der hieraus entspringenden Rechnungsregeln, dem Nach- 
weise der Aquivalenz gewisser komplexer und reeller Zahlenmengen und 
der Ausdehnung des Grenzbegriifes auf komplexe Zahlen folgt als zweites 
Kapitel die entspreohende Vervollstandigung der m der zweiten Ab¬ 
teilung auf reelle Zahlen beschr&nkten Reihenlehre, insbesondere eine 
ftlr die Anwendung auf Reihen mit komplexen Gliedem zweckm&fiige 
Umgestaltung der Knterien zweiter Art, sowie die Verwertung der so- 
genannten HiJlderschen und Cesii.roschen Mittelwerte zur Reduktion 
(,, Summation") uneigentlioh divergenter Reihen. Das Sohluflkapitel 
dieses (dritten) Abschnittes enthSlt die elementare Theorie der unend- 
lichen Produkte, insbesondere den exakten Nachweis ftlr das Zusammen- 
fallen von absolute! und unbedingter Konvergenz und eine Anwendung 
der Lehre yon den unendlichen Produkten auf die Versoh&rfung und 
Vervollstandigung gewisser Eonvergenzkriterien ftlr unendliohe Reihen 

Den Inhalt des vierten und letzten Abschnittes dieses ganzen Ban- 
des bildet eine ausfdhrliohe Theorie der Kettenbrtlche, vorwiegend der 
unendlichen, jedocb auch der endlichen, soweit dies fUr den Aufbau 
der Theorie erforderlioh schien. Er zerfallt in drei Kapitel, deren erstes 
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die Gfrundlagen der Theorie enthalt, wahrend die beiden anderen die 
besonderen Eigenschaften der Kettenbriiche aus reellen bzw. derjenigen 
aus komplexen Zahlen behandeln und zumal in bezng anf Konvergenz- 
untersuchungen em annahernd vollstandigefl Bild unserer derzeitigen 
Kenntnisse darbieten dtirffcen. Die Darstellung ist merklich elementarer 
gehalten als in den entsprechenden Partien des in seiner Art aus- 
gezeicbneten Perronschen Lebrbncbes und konnte vielleicht geeignet 
sein, dem Stndium dieses lehrreichen, nach meinem Dafftrhalten bei 
weitem nicht nach Grebtihr gewurdigten Stoffgebietes auch unter An- 
fangern neue Frennde zu gewinnen. 

Den SchluB dieser Abteilung bildet ein auf den ganzen ersten Band 
sich beziehender Anhang, der aus Literatumachweisen, Anmerkungen 
und Erg&nzungen, sowie einem ausftihrlichen alphabetischen Sachregister 
besteht. 

In der Zwischenzeit seit dem Erschemen der beiden ersten Ab- 
teilungen sind diese zum Gregenstande verschiedener Besprechungen 
gemacht worden, die neben Worten der Anerkennung naturgemaB auch 
mancherlei Einwendungen — berechtigte und unberechtigte — enthalten. 
Obschon sonst kein Freund antikritischer Erorterungen, so glaubte ich 
immerhin lm Hinblick darauf, daB dieses Buch gewissermaBen das 
KristaBisationsprodukt ernes mir ganz besonders am Herzen liegenden 
Toils meiner mehr als vierzigjahrigen LehrtStigkeit darstellt, auf einige 
dieser Einwendungen, zumal solche, die mir auf Flttchtigkeit oder 
TJnverstandnie zu beruhen scheinen, in dem obigen Anhange etwas aus- 
ftlhrlicher eingehen zu sollen. 

Bei der Korrekturhaben'mioh die Herren Dr. Hartogs, Dr. v.Pidoll, 
Dr. Rosenthal, Fraulem Dr. Schbll und Herr Dr. Sz£sz in liebens- 
wiirdigster Weise unterstiitzt. Es gereioht mir zur Freude, ihnen alien 
an dieser Stelle memen aufrichtigen Dank fUr ihre Bemtlhungen aus- 
sprechen zu konnen, ganz besonders auch nooh Herrn Hartogs f(lr 
seine scharfsinnigen kntischen Randbemerkungen, die mich zu mannig- 
fachen Yerbesserungen wahrend des Druckes yeranlaBt haben, und Frau¬ 
lem Scholl fOr die Vorarbeiten zum Sachregister. 


Mhnchen, im April 1921. 
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Abschnitt IH. 


Komplexe Zahlen, unendliche Reihen mad Produkte 
ans komplexen Zahlen. 

Eapitel I. 

Komplexe Zahlen, Zahlenfolgen und Grenzwerte, 

§ 68. Die imagin&ren Zahlen. 

1. Die Erledigung des Radizierungsproblems, d. h. die Auflosung 
dec Gleichung x n = a, welche unB den ersten Anlafi zur Einftlhxung 
der Irrationalzahlen gegeben hatte, bietet im Falle ernes geradgaMigen 
Exponenten n noch eine weitere Sohwierigkeit ; welcbe eelbst mit 
nnserem nunmehr bo wesentlich erweiterten und fiber den ursprttnglich 
ins Auge gefaBten Zweck weit hinausreiobenden Zahlenvorrate sick 
nicbt bewaltigen laBt. 

Bedeutet n&mlich a lrgendeine positive oder negative reelle Zahl, 
also a* eine m jedem Falle positive Zahl, so besitzt offenbar scbon die 
der einfachsten Annabme « = 2 entsprecbende Gleichung 

(A) = ~ a 1 

unter den reetten Zahlen kerne Losung. 1 ) Um Abhilfe zu schaffen, 
ffibren wir, analog wie frtiher bei ahnliohen Gelegenheiten, eine passende 
Gattung neuer „Zahlen" ein, d. b. wiederum Zeichen f welohe dieselben 
Grundeigenschaffcen besitzen, wie wir sie in der Einleitung zu Ab- 
schnitt I von den als reelle Zahlen benannten gefordert haben. Diese 
Neusch5pfimg gesohieht in der Weiee, dafi wir jeder reellen Zahl 
a, P, y, • • je eine neue, sogenannte imaginhre*) Zahl zuordnen, die wir 


1) Dagegen hat eine Gleichung von der Form 

+ 1 — — | a | 

offenbar stats die reelle LOsnng. . 

° t» + i/i—i 

- yW\- 

2) fiber das Unsutreffende dieser Beseiohnnng s. { 70, Nr. 1, S. 552. 

Prlnaahelm. VodMnnaan LI Ait 
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vorlaufig beziehungBweise mit a f /J, y, • • • bezeiohnen wollen und deren 
definierende Qrundeigenschaft in der Festsetzung bestehen soil: 

(la) 

Wir defim&ren also das ProduTct der Zablen a und d. b. die Bedeutung 
der rem formalen Zeichenverbindung a • /3 durcb die bereits vorhandene 
reelle Zabl — (a/3). Dabei dient der zwischen a nnd ft gesetzte Punkt 
(das „Operationszeichen" der Multiplication, das wir spaterbin, geradeso 
wie im Falle von Produkten aus reellen Faktoren, haufig weglassen 
werden) zunachst lediglicb dazu, die fragliche Zeichenverbindung von 
anderen noob zu bildenden zu imterscheidm Alle spateren Definitionen 
sollen dann so eingericbtet werden, daft jener Punkt die Bedeutung 
des Mheren Multipbkationszeicbens erlangt, wenn infolge irgend- 
welcber weiteren Operationen reelle Zablen an die Stelle von a und /3 
treten sollten. 

2 Die Suktiession unserer neuen Zablen a, /3, • • setzen wir in der 
Weise fest, dafi: 

^ j a = ft, wenn: a = fi und umgekebrt, 

je nachdem: a ^ § und umgekebrt. 

Der absolute Betrag | a j von a und (— a) soil aucb absoluter Betrag 
von a und (— a) heiflen, m Zeichen: 

(2) l«l= [(-«)[= l«l- 

Ordnet man der Vollstandigkeit und Gleickformigkeit balber aucb dem 
Zeichen 0 das Zeicben 0 zu, so hatte man nach (la): 

0 • 0 = — (0 ■ 0), d. h. =0-0, 

sodaB also kein Grund vorliegt, unter dem Zeichen 0 eine neue Zabl 
zu versteben und daher 0 als gleicbbedeutend mit 0 zu gelten hat. Ab- 
geseben von diesem einen Falle 

(3) 0 = 0 

kann aber, wegen: a • a = — a 8 , niemals eine imaginare Zabl einer reellen 
gleiob sein. Im flbrigen bilden die nuAmehr durcb das Zeichen 0 
vervollst&ndigten, imaginaren Zablen eine geordnete einfacb unendlicbe 
Manmgfaltigkeit, deren Individuen umkehrb&r eindeutig denjenigen der 
reellen Zahlenmenge entspreoben und die geradezn als ein vollst&ndig 
kongruentes Abbild dieser letzteren erscbeint. 

Da diese nen eingefOhrten (imaginaren) Zablen mit den bereits 
vorhandenen (reellen) zu einer einzigen Menge vereinigt werden sollen, 
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so miiBsen wir, um die allgememen, an den Begriff „ Zahlen 11 von unB 
geBtellten Fordemngen vollstandig zn erftlllen, noch zeigen, dafi bzw. 
wie diese zuBammengeB etzte Menge zn emer geordneten gemaoht werden 
kann. 1 ) Dies mag (mit Riicksicht anf eine Bpaterhin noch vorznnehmende 
weitere Bereicherang unBereB ZahlenvorratB) in der Weise geachehen, 
daB wir die tmaginaren Zahlen in der bereits festgesetzten Anordnung 
(also inBbesondere einBchlieBlich der Nidi) ewischen die negaitven und 
positwen redlen emBcbieben. Bedentet also s eme beliebig Tdeine, at eine 
beliebig grofie positive reelle Zahl, bo hat man: 

— CD < — S " (— 03 J < (— fi)<0<fi<G3<£<03. 

Durch die Einfflhrung der lmaginaren Zahlen wird offenbar, falls 
wir statt a a , analog wie im Falle reeller Faktoren, a* Bchreiben, die 
Gleichung (A) losbar, nnd zwar beBitzt sie jetzt zwei Losungen, nam- 
lich x = a und x = (— a), da ja auf Grand yon GL (la) nioht nur: 

a • a = — a 8 , 

sondem auch: 

(- a) ■ {- a) = - ((- a) (- a)) = - a 8 . 

3. Da daB Gebiet der imagmiiren Zahlen, wie oben bemerkt, ein 
vollBtandig kongraenteB Abbild deajenigen der reellen Zahlen darBtellt, 
bo lafit sich mnerhalb dieBes ZahlengebieteB eine der Addition reeller 
Zahlen vollig konforme und daher gleichfalls alB Addition (imaginarer 
Zahlen) zu bezeichnende Operation durch ftthren. Man braucht hierzn 
nur als Summe zweier imaginarer Zahlen a und j3 die zur redlen Swnme 
a + zugeordnete imaginare Zahl zu definieren, in Zeichen: 

(11) a + /S = a + /3 

und hierauB allgemein: 

(4) + «* 4- •• + a y =<*! + «* H-1- a v . 

DarauB folgt aber, daB die Summe beliebig yieler imaginarer Zahlen 
a a» • ■ • in letzter Linie nur von der redlen Summe (a t + a 8 + • • + a v ) 

abhangt, und da diese bei Vornahine beliebiger Kommutationen und 
AsBoziationen stets ungeandert bleibt, so erkennt man unmittelbar, daB 
auch die Addition imagindrer Zahlen uribesckrtinlet Tcommutativ und asso- 
ziativ ist. 

Whiter ergibt Bich durch dieBelbe SchluBweise, daB im Gebiete 
der imaginaren Zahlen die Addition auch emdeutig umjeehrbar , also die 


1 ) VgL im flbngen g 60 S. 626 Fuflnote 2). 
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Subtrdktion eindeutig ausfuhrbar ist. Denn, bedeutet £ eine vorlaufig un- 
bekannte imaginare Zabl, welcbe der Gleicbung genUgen soli: 

( 5 ) « + 

und vrird deren Loaung analog nnseren frtiheren Bezeichnungen als 

(6) f=/3-a 

angeachrieben, so geht zunacbat GL (5) durcb Beniltznng der Defimtiona- 

gleicbung (II) in _ _ 

« + l — P 

fiber, und man findet daber: 

« + ! = £» £ = P — a 
und admit ala emeige Losnng yon Gl. (5) 1 ): 

I = P - *, 

d. h. Bcbliefilicb als Definition ffir die SuitrakUdn zweier imagmarer Zablen 
(III) p — cc = p ~ a. 

Setzt man bier apeziell p —> 0, bo folgt zunacbst: 

(7) 0 - a = (-a). 

Statt 0 — a acbreiben wir dann (nacb Analogic von 0 — a = — a) nur: 
— a, sodafi die letzte Gleiobung die Form annimmt: 

( 8 ) - « = (- a). 

Man bat femer: 

P + (- a) = p + (- a) = p - a, 
also mit Benfitzung von (HI): 

(9) 'p - a = p + (- a), 

d. b. man kann, analog wie bei reellen Zablen, die Subtrahtion von ct er- 
aetzen durcb die Addition von (— a) (wofiir man nacb GL (8) aucb — a 
acbreiben kann). 

Schliefilich folgt nooh aus GL (9), wenn man p = a aetzt und die 
beiden Seiten der Gleicbung yertauaobt: 

(10) a -1- (— a) = 0, 


1) Ana. 

folgt also ateta 
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d. h. zu jeder Zahl a existiert eine „ entgegengesetzte 11 Zahl (— a) (oder 
nach Gl (8) auch: — a) mit dem gleichen abBoluten Betrage | a |, welohe 
zu a addiert die Summe Nutt liefert. 

4 Die Muttiplikation meier imagmarer Zahlen ist durch die grund- 
legende Festsetzung (la) bereitB definiert. Da die rechte Seite von 
Gl. (Ia) bei Vertauschung von a und p ungeandert bleibt, bo folgt, daB: 

( 11 ) a • ft ~ • a, 

ein BolcheB Produkt bIbo Icommutativ ist. Ferner zeigt die rechte Seite 
von Gl. (I a), daB das Produkt a • p im Gebiete der imagmaren Z&hlen 
auch emdeuMg umkehrbar ist, d. h. 

(12) aus: a • ft = a' P folgt: a = a 

vorausgesetzt, daB p von Null verschieden ist. 

Urn eine passende Definition ftlr das Produkt einer reellen und 
einer imagmaren Zahl zu gewinnen, gehen wir von der Forderung sub, 
daB dasselbe zunachst in dem zur Gmndlage der Definition dienenden 
besonderen Falle assoziativ Bern soil Danach ergibt Bich: 

(13) (#-js).£=«.(jr$=«.(-00)=-(«/i) 


und daher, um mit (12) in Einklang zu bleiben: 
(lb) a • = aft. 


Die bo definierte Multiplikation ist dann auch Bchon Icommutativ , 
deun man findet analog: 

'p-(p. a )=(p.J). a ~-p.p.a~-p. ( U fi) ~fi.ifi, 
also wieder: 

P ■ cc =s ap 

und daher: 


(14) a • p = p ■ cc. 

Da fibngens auch: 

a • P = p • a = cep, 


so erkennt man, daB hier noch analog wie bei der Multiplikation posi- 
tiver und negativer Zahlen eine besondere Art won Kommutationsgesetz 
besteht, 'welches sich mit dem gewBhnlichen in die Formel zusammen- 
fassen l&Bt 1 ): _ 


(15) 


a * p) a •P 
P ■ a) \p • a. 


1) Entsprechend den Beziehungen: 
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Auf Grand der Defmitionsgleichungen (la) und (lb) lafit sich das 
Produkt bdiebig vider reeller und imaginarer Faktoren rekursonsch 
definieren und mit dem Nachweis yersehen, daB es uribeschrdnkt asso- 
ziabw*' und kommutativ ist. 

Defmiert man zunachat das Produkt dreier Zahlen a t b } c, yon 
denen mindestens eine imagindr sein soil, in vollkommener tTber- 
emstimmung mit der entsprechenden Definition fflx natilrliche Zahlen 
(§ 4, Nr. 6, S. 29) durch die Formel: 

(16) a • b • c = (a • b) ■ c, 

so ISfit sich zeigen, daB dasselbe assotsudiv ist. Dabei hat man vor- 
1 an fig zu untersoheiden, ob dieses Produkt einen, awei oder drei imagi- 
ndre Faktoren enthalt und, in den beidan letztgenannten Fallen, an 
welcher Stette dieselben auftreten. Bedeuten dann a, fi, y wieder reelle 
Zahlen, so smd alle sich ergebenden Moglichkeiten in den folgenden, 
ausschlieBlich auf der Bentitzung der Definitionsgleichungen (la) und 
(lb) beruhenden Beziehungen enthalten: 



(a fi)-r = a fi r 

II 

r I 

(17) 

(a ~fi)-y= afi -r 

= a fir 1 — « fir = «■ (fi r) 


(a/3) • y 

l = a • fiy = a - (fi • y) 


(it-fi) y = (-afi)-r 

| = a • fiy = a • (fi • y) 

(18) 

(«■ fi) • r = *fi -r 

= — ccfiy | = a • fiy = a • {fi • y) 


{a-j)-y= afi ■ y 

1 = a‘(-fiy)*= a-(fi-y) 


(19) (a • fi) ■ y - (— <*fi) • y = <*fir) — (*■(“ fir)) — * ■ (“ fir) 

= «• (fi • r\ 


Die Yergleichung des leteten Gliedes jeder Zeile bzw. des letzten 
Gliedes der Gleichungen (19) mit dem entsprechenden erstm zeigt, daB 
bei der oben festgesetzten Bedeutung der Zeichen a, b , c ohne jede Ein- 
schrankung die Beziehung gilt: 


( 20 ) 


ab -c 


1 


(a ■ 6) • c 
a - (&*c), 


das fragliohe Produkt ist also assoziativ. 

Wegen a-b — b^a und b • c =* c • b findet man hieraus zunaohst nooh 

a - b • c = b • a - c — a • c - b f 


d. h. das Produkt a ■ b • c bleibt ungeandert, wenn man den ersten und 
zweiten oder den zweiten und dritien Faktor rertauscht Wendet man 
die Mweite dieser Yertauschungen auf b ■ a ■ c, die erste auf a • c-b, so- 
dann nochmals die zweite an, so ergibt sich schlieBlich: 
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( 21 ) 


r = & . a . c = 6 • c a 
a ■ & • c { , 7 , 

l = fl“C-o — c-a-6 =c ■ & * a, 


also alle moglichen (namlich 6) Permutationen. Das Produkt a • b c 
lit also unbeschrankt kommutativ und auf Grand dea unmittelbar zuvor 
gefnndenen Ergebnisses (a. Gl. (20)) dann auch unbeschrankt assoeiatw. 

Wird jetzt das Produkt yon beliebig vielen, etwa (y + 1) reellen 
und imaginaren Faktoren durch. die Formel defmiert: 

(22) % ■ <h ‘ • % * <*,+!= K * ‘ «,) ’ », +1 i 

ao ergibt sich leicht durch vollst&ndige Induktion — namlich ganz 
analog, wie in § 3, Nr. 6, S. 21, das entsprechende Eeaultat fiir die 
Summe beliebig vieler natiirlicher Zahlen abgeleitet wurde —, dafi daa Pro¬ 
dukt beliebig vieler reeller und imaginarer Faktoren unbeschrankt asso¬ 
eiatw und kommutativ iat. Man bat nur, unter der Vorauaaetzung, dafi 
ftlr ein Produkt von v oder weniger Faktoren die fraglichen Eigen- 
acbaften acbon ervrieaen aind, zu aetzen: 


Of ■■ a, = (a„ 




J 


*i *• V v ‘n+i 
(wo Jc lr • • k v eme beliebige Permutation der Zahlen 1, 2, • • v be- 
deutet und 1 ^ p < v) und aodann auf die nunmehr aus GL (22) her- 
'Vorgehende Beziehung: 

«i • <4 • ■ % ■«.+, - (\' ■ ■ \) ■ (% +1 ''' \)' «, +1 

daa fiir den Fall dreier Faktoren bereita featgeatellte Resultat an- 
zuwenden, wonach man den letzten Faktor a y+1 mit dem einen oder 
anderen der beiden Klamm erprodnkte aaaoziieren und ibm aodann auf 
Grand der gemachten Verauaaetzung einen ganz beliebigen Platz inner- 
halb der betreffenden Klammer anweisen, aucb jede beliebige Aaaozia- 
tion darin vornehmen kann. 

Ana der Gliltigkeit dea fraglichen Satzes fiir v = 3 folgt dann 
seine Allgemeingtlltigkeit fiir jedeB beliebige v. 

Hiernach iat also daa Produkt beliebig vieler reeller und imagi- 
n&rer Zahlen eine von der Reihenfolge der Faktoren und der Anord- 
nung der ankzeaaive vorgenommenen Aasoziationen unabh&ngige, em> 
deutig definierte reelle oder imaginare ZahL 

Insbeaondere aei nooh hervorgehoben, dafi: 

(28) at, • a, • «, • a 4 

und daher, wenn man wieder ein Prodnkt von v gleichen Faktoren a 

ala v* Potene : a aohreibt: 

—* 4 

a = a 
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nud ailgemein: 

(24) 8* = o'*, S*' 1+1 = W*), -« ¥+ ’> “ 4 ' ,+! = - 

Sohliefilich bemerke man noch, dafi mit Riioksicht anf das be- 
sondere durch die Gleichungen (IB) dargestellte Kommutationsgesetz 
der Ausfall eines Produktes atm reellen nnd imaginajen Zahlen bis zu 
einem gewissen Grade (vgl. die Beziehungen (17) nnd (18)) nicht da- 
yon abhSngt, toelche Faktoren, sondern wievide davon imaginar sind, 
namlicb: Brsetzt man beliebig viele imagindre Faktoren durch die zu- 
geordneten reeUen Zahlen, bo bleibt das Produkt ungeandert, wenn man 
nur densovieU reelle Faktoren durch die zugeordneten imaginaren 
eraetzt. 

B. Eb bleibt noch zu zeigen, dafi die durch die Grundformeln (la) 
und (lb) definierte Multiplikation auch distributiv ist, und zwar kommen in 
dieser Hinsicht zunlichst die folgenden drei Produktformen in Betracht: 

(« + 0) y (a + B-y, (*+/*)•)' 

Mit Benfitzung der Additionsformel (II) ergibt sich: 

(a + /3)*y = (tf + /3)-y= ay+Py = «y+ /ty =a-y+p-y 

(25 ) (a + p)-y=a + p-y = ccy + Py = «y+ Pv *=a*y+0*y 

(i + /j).y = C + /3 ■y = — (a-\-p)-y = — ay+(—Py)=ccy + p-y, 

womit das distributive Verhalten aller drei Produkte. erwieBen ist. Aub 
der ersten dieser Formeln folgt speziell, wenn v eine nattirliche Zahl 
]> 2 bedeutet und cc = v — 1, P — 1 gesetzt wird: 

v .ys=(v — 1) • y + y 

und durch fortgesetzte Anwendung dieser Formel sohliefilich: 

(26) v • y = y + y H-H V 

v mal, 

d. L wie das Produkt einer naturlichen Zahl v in eine reette Zahl, so 
Vatin auch dasjenige von v in eine imagindre Zahl durch eine Summe 
von v gleichen Snmmanden ersetzt werden. 

6. Bei der Definition der Division als Umkehnmg der Multiplika¬ 
tion hat man die beidm Definitionsgleiohungen (la) und (lb) zu be- 
rficksichtigen, deren zweite wegen der Yersohiedenartigkeit der beiden 
Faktoren wiederum noch eine ewiefache Umkehrung zulaflt. Bezeiohnet 
man wieder mit x eine vorl&ufig unbekannte Zahl, so handelt es sich 
also urn die Bestimmung von * auB je einer der drei Gleiohungen: 

U’X = P t U*X*=>Pj Ct'X=Pj 
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oder anch, wenn man beachtet, dafi auf Grand der DefinitionBgleichnngen 
(la), (lb) der ersten dieser Gleichnngen nor eine reeUe Zahl g, den 
beiden anderen nor eine imaginare Zahl g geniigen kann, nm die Be> 
stimmung yon g bzw. g anB einer der folgenden Gleichnngen: 

(27) a-g = /S, a-g = /J, a ■ I = j3> (wo|a|>0), 

deren Losungen wir nach Analogic der bisher bentitzten Schreibweiae 
beziehentlich mit __ __ 

(28) {=1. l-£, 1=1 

a a 

bezeichnen wollen. Dnrch Anwendung \on (la), (lb) gehen non die 
Gleichnngen (27) in die folgenden fiber: 

a£ = /3, — ag = 0, ag = j§, 


anB denen als in jedem Falle emzige LoBung Bioh ergibt: 


£- P, £ = P 

a a cc 

and somit Bchliefilich: 



Ans der zweiten dieser Gleichnngen folgt speziell: 


—e> 


§ 69. Die komplexen Zahlen. 

1. Wir haben fttr die imaginaren Zahlen folgende RecimnngB- 
operationen definiert: 

1. Midtiplikaiion zweier imaginarer Zahlen, 

2 MultijglikaUon einer reellen nnd einer imaginaren Zahl, 

3. Addition zweier imaginttrer Zahlen 
nnd deren UmTcehrungen. 

Dagegen ist von der Addition einer reellen nnd einer imaginaren 
Zahl bisher nicht die Bede gewesen. Der Grand hiervon ist leioht 
ersichtlich. Wahrend namlich die genannten Operationen mit voll- 
standiger Beibehaltung der fttr den Fall anBschliefilich reeller Elements 
geltenden charakteristischen EigenBchafben aich bo definieren liefien, 
dafi sie innerhalb des kombinierten GebieteB der reellen nnd imaginaren 
Zahlen stets ausfiihrlar Bind, bo erscheint etwaa Analogea bezfiglioh 
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der Addition einer reeUen Zahl a und einer imagindren p vollig ana- 
geschlossen, sofem man outer der Addition zweier Zahlen eine Opera¬ 
tion versteht, die innerhalb dee vorhandenen Zahlengebietea nicht nur 
eindeutig awfuhrbar, aondem auoh eindeutig umkehrbar iat, dergestalt, 
daB also aus: 


allemal folgt: 


o + 6 = c, o + 6' = c 


6 = 6 ', 


wie dies bei der Addition zweier reedier oder zweier imaginarer Zahlen 
tats&cblioh der Fall ist. Wenn wir nSmlich an der Forderang der ein- 
deutigm UmMvrbarkeit der Addition ausdnicJdich festhdtten, so kann, 
abgesehen von den Sonderfallen /3 = 0 , a = 0 , tceder : a + p = y (d. h. 
reell), noch: a + p = y (imaginar ) sein, da ja bereita 


« + (y — a) = y, (y- p) + p = y 


und iveder p = y — ct, noch cc = (y — P) ist. 

Wollen wir also ilberhaupt Zeichenverbindungen von der Form 
a + p als }) Zdhlen u zulassen (was doch zunachst durohaus dem logisohen 
Bedtirfnisse nach VoUstandigleeit entspraohe und sich flberdies sp&terhin 
als auBerordentlidh ndtzlioh erweisen wird), so mQssen wir versuchen, 
sie geradezu als eine ganz neue Kategorie von Zahlen einzuftthren, also 
jene Zeichenverbindungen durch geeignete Festsetzungeu mit Eigen- 
sohaften auszustatten, welohe es ermoglichen, sie writer sich und mit 
den bereits vorhandenen reellen und imagin&ren Zahlen in eine bestimmte 
Beihenfolge zu bringen und durch passende Erweiterung der bisherigeu 
Rechmngsregeln zu verknflpfen. 

Diese neu einzufQhrenden Zahlen von der Form a + p werden als 
hompleax > Zahlen bezeiohnet; a heiBt der recite, p der imagina/re Bestand- 
teil oder Tefl der komplexen Zahl a + p. 1 ) Das Zeichen + spielt hier- 
bei zunaqhet wieder lediglich die Rolle eines Unterscheidungseeichens , 
es dient dazu, die Vereinigung der beiden Zahlen a + peu einer Tcom- 


plexen Zahl gegenttber anderen Yerbindungen (wie a- p,*> kennt- 

lich zu madden. Wir wollen aber (analog trie frflher bezflglmh des Multi- 
plikationszeidhens, s. § 68, Nr. 1, S. 516) daran festhalten, daB flberall da, 


wo es der Zusammehhang rnltipt, jenes Zeichen die frtlhere Bedeutung 
des Pluszeiohens behalten solL Dieser Fall tritt tats&chlioh ein, wenn 
einer der Bestandteile yon a + p Nutt ist Anf Grand der eben ge- 


1) Man beaeiohnet euwtflen anoh die komplexen Zahlen lohleohthin ala 
inlagmdre Z a h le n and nennt dann die Ton nna biaher ala ietagtnSr hezeiohneten: 
rein imagMr. 
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machten Feataetzung and der Beziehung 0 = 0 
Paragraphen) ergibt sich alsdann: 
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X 

(GW. (3) des vorigen 


a+0=«+0=a 

o + ^ = o + ? = oT7 = ^, 


d. h. unsere bisherigen reellen and imaginareri' Zahlen erscheinen nun- 
mehr als spezielle Falle der komplexen. 1 ) 

Da man in dem Ausdrucke a + fi Bowohl fflr a alle moglichen 
reellen, ale auch fflr § alle moglichen imaginaren Zahlen setzen kann, 
insbesondere also zn jedem einzelnen tt nooh nnendlich yiele, lediglich 
in bezug auf den Beatandteil /? versohiedene komplexe Zahlen existieren 
nnd nmgekehrt, bo bilden die komplexen Zahlen (anf Grand emer un- 
mittelbar einlenchtenden BezeichnungsweiBe) eine eweifach uncndliche 
Mannigfaltigkeit. Nichtsdeatoweniger lassen sie sich auch nach Art 
einer einfaoh nnendlichen Folge ordnen , d. b. es lasaen sich Featsetzungen 
treffen, vermoge deren mit eindeutiger Beatimmtheit entBchieden war¬ 
den kann, ob zwei komplexe Zahlen a + /3, a’ + /?' als gleich zu be- 
trachten sind, bzw. welohe von beiden die „Tdemere“ oder „grd^ere ft 
heiBen soil, d. h. der anderen vorcmgeht oder nachfolgt*) 

Diese Featsetzungen werden bo zu wahlen Bern, d&B daduroh die 
ftlr die reellen nnd imaginaren Zahlen bereita bestehende Ordnung 
nicht gestdrt wird. Hiemaoh wird man zunachst mit Bilcksicht darauf, 
daB a + /3 nnd a’ + ftir /3 = /S 7 = 0 in die reellen Zahlen a und a ' 
iibergehen, allgemein defmerm : 



| a + /3 < a 1 + /F, wenn: a < a’ 

l (also: a + /3 > « f + wenn: a > a')- 


1) Diea gilt offanbar auch Ton der NuU, d. h. man hat: 

o+o-o+o-o 

2) Duroh die folgende Betrachtung aoll nur die Mdglichkeit einer solcben 
Ordnung der komplexen Zahlen dargetan werden. Wir werden indeesen, abgeaehen 
von dem auf die Oleichheit iweier komplexer Zahlen beadgliohen Ergebmaae, von 
dem obigen Ordnungaprinzip keinen weiteren Gebrauoh machen. 

Im ilbrigen erkeant man leioht, daB daa im Texte angegebene Ordnunga¬ 
prinzip der ftLr reelle Zahlen aufgestellten Grundforderung entaprioht, daB aua 

folgt: _ _ 

und zwar auch dawn noch, wenn in einer der Vorauaaetzungen daa Gleichheits- 
aeichen ateht 

Dagegen hat man wiederum: 


wenn: 
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Fill den durch diese Definition nicht erledigten Fall: a = a 9 
wird man 1 m Hinblick auf die spezielle Moglichkeit a = d = 0 un- 
mittelbar dazn gefuhrt, zu definicren: 

a + /J < a -f /3', wenn: /3 < /3 f , d. h. § < /3 f 
(also: a -f p > a -f /3', wenn: fi > /3 f , d. b.. /3 > 0'). 

In dem einzig nocb iibrig bleibenden Falle, namlich- 
(3a) a= a', |3 = §’ (also aucb: /S = /S') 

bleibt dann keine andere MQglichkeit, als dafi man setzt: 

(3 b) a-f 0 = a'+ 0', 

nnd zwar, wie ein Bliok auf die Defimtionen (2) nnd (2') zeigt, in 
dem Sinne, dafi die Beziebungen (3 a) nnd (3 b) ancb umkehrbar sind, 
sodafi aho der folgende (sehr haufig angewendete Satz) gilt: 

Erne Grleichung eurischen ewei komplexen Zahlen , etwa: 

(3 b) a + /3 = d + /3', 

lafit sich „durch Trmnung der reetten und imaginaren BestandteUe (t 
dwrch swei Gleichimgen ewischen reetten Zahlen erseteen f ndmhch 
(3 a) a — d, ft = ft 

(die letztere als Folgerung aus: |3 = (i 1 ). 

Insbesondere folgt also aus einer Beziehnng Ton der Form* 

(4 b) « + 0 = 0, 

dafi: 

(4a) a = 0, /3 = 0. 

Da wir zur Darstellung von Ungleichheiten zwischen nichireellen 
Zahlen yon den Zeichen < und > im Sinne der oben durch die Be- 
ziehungen (2) und (2') gegebenen Definitionen aus Zweckmfifiig- 
keitsgriinden keinen Gebrauch. machen werden, so erscheint es not- 
wendig zur Bezeichnung der Ungleichiheit zweier komplexer Zahlen (die 
sich dann selbstrerstandlich auch auf reelle reduzieren konnen) ein 
neues Zeichen einzufiihren *Wir schreiben hiemach: 

(5) « + j3 =(= a f + /3 r 

in dem Sinne: a -j- /3 ist nicht gleich d + /S'. 

2. Es handelt sich jetzt nooh darum, die Addition und die MuLti- 
plikaMon in der Weise auf komplexe Zahlen auszudehnen, dafi die ftlr 
reette und imaginare Zahlen bereits geltenden Regeln als spezielle F&lle 
erhalten bleiben. Die hierzu erforderlichen Definitionen ergeben sich 
nut zwingender Notwendigkeit, wenn man daran festhalt, dafi man 
unter der Addition zweier hdiebiger Zahlen eine kommutaiive und asso- 


( 2 ') 
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snatwe Yerbindung versteht nnd daB fdr die MtdUpltkation zu den 
beiden genannten Eigenschaften nocb diejenige der Distributivitai hin- 
zuzutreten bat. 

Durch. Anwendnng des kommutativen Prinzips ergibt sicb zunachst: 

(6) jS + a = a + 0 

und sodann: _ __ _ 

a d -{■ ft = a d + § + {S, 

Hieraus folgt dnrcb Association, mit Benfitzung der Additions- 
regel ftir imagm&re Zahlen (Nr. 3 des yorigen Paragrapben, Formel (II)), 
als Definition ftir die Summe zweier komplexer Zahlen: 

(i) («+® + («' + ?) = («+« , ) + ?+T' 1 ) 

nnd dnrch sukzessive Anwendnng dieser Formel: 

(7) («i + fit) + (aj + ?*) H-b («„+ £„) = («i + a* H-b «„) 

Da hiernacb die Summe bdiebig vider komplexer Zahlen + (i u 
a, "b • • • a n + § n m letzter Linie nur von den beiden reellen Summen 
(« t + «g + • ■ • + a n ) nnd (/3 X + )3 fl -f • —b abhangt, so ergibt sich 
wiedemm obne weiteres, daB anch die Addition bdiebig vielet kom¬ 
plexer Zahlen unbeschrankt kommutatw und assoeiativ ist 

Ans der Definition (1) ergibt sich femer, daB die Addition zweier 
komplexer Zahlen auch eine eindeutige Umkehrung besitzt, mit anderen 
Worten, daB anch die Subtrdktion im Gebiete der komplexen Zahlen 
etndeuitg ausfuhrhar ist.*) YerBteht man nnter £ + tj eine vorlanfig 
nnbekannte komplexe Zahl, welche der Forderung genfigen soil: 

(8) (l -b v) + (d + fi') = « -b fi 

und bezeichnet naoh friiberen Analogien die L5sung dieser Gleichnng 
als Different von a -b nnd d -f §>, die hierzn dienliche Operation 
als Subtrdktion, in Zeichen: 

(9) g + »? = (« + J) — (d + J), 

so findet man zunachst durch Anwendnng der Additionsformel (1) anf 

1) Ea bedarf wohl kaum der Bemerkung, daB dieie Formel fdr 0« p' = 0 
bz-w. ct"*ce'=*0 in die Mr reelle bzw. imaginBxe Zahlen bereita geltenden Additiona- 
formeln ttbergeht. 

S) Nocb andera ansgeaproohen: Ans 

(«+?)+(«’+F)-(«+?)+(«"+P0 


folgt ateta: 


a> + (r-c/’ + p' 
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und hieraus mit eindeutiger Besti/mmthezt 

l-\-d = u f rj + 0'= 0, 
also 1 = a — a', y = 0 — 0', 

und daher alB Defimtionsgleichung filr die Subtraktion: 

(II) (« + 0) - (o' + P) = (« “ «') + I~J'- 
Setzt man hier speziell 0 = 0, o' = 0, bo folgt: 

(10) «-?' = « + F?) = “ + (-?)') 

sodaB also aucli eine Zeiehenverbindung von der Form a — nun- 
mehr eine bestimmte komplexe Zabl vorstellt. _ Man pflegt zwei kom- 
plexe Zablen von der Form a + 0 und a — 0 als konjugiert zu be- 
zeichnen s ) Fiir Summe und DLfferenz solclier konjugierter Zablen 
ergeben sicb die Beziebungen: 

((«+? I + (a — |8) = 2 u (also reell ) 

(11) | (« + 5) — («— 5) = (« + 0 )—(« + (— 0 )) 

( = 20 (also imaginar). 

8. Benfltzt man fiir die Definition der Multiplikation zunachst das 
oben geforderte distributive Verbal ten, bo findet man zunachst: 

und daber mit Anwendung der fdr die Multiplikation und Addition imagi- 
narer Zahlen geltenden Regeln) (Formel (la), (lb), (Q) des vorigen Para- 
grapben) als Definition ffir die Multiplikation zweier komplexer Zablen: 

(III) (a + jj) (o' + (?) = («,<! - 0/3') + B0' + tip. 

DaB ein solcbes Produkt kommutativ ist, gebt obne weiteres dar- 
aus bervor, dafi die rechte Seite von Gib (111) unge&ndert bleibt, wenn 
man gleicbzeitlg « mit 0 mit 0 r vertausobt. Dafi es bei dem Hin- 
zutreten eines weiteren Faktors auob assoniativ ist, ergibt sicb durcb 
direkte Ausrecbnung auf found der Formel (111). Und es bietet 
keinerlei Schwiengkeit, die unbeschrankte Erbaltung dieser Eigen- 
schaften bei Produkten bdiebig mder Faktoren gailz analog wie m 
frtiher behandelten Fallen ahnlicber Art durob vollstandige Induktion 
zu best&tigen. 


1) S. GL (8) dea rorigen Poragrapben 

2) Da ei ja freiateken mu£, auoh 0 » 0 zu setzen, bo lit also jede TcelU Zahl 
nch selbst Jcor\jugiert. 
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Reduziert siob einer der beiden Faktoren des Produktes (111) auf 
eine natfirliohe Zahl, qfcwa a + P = v (also a = v f /5 = 0), so resultiert 
wieder aus dem distributiven Cbarakter der Multiplikati oniformel, dafi 
das betreffende Produkt durch die Somme von v gleichen Sommanden 
a' jP ersetzt werden kanti. Aucb erkennt man unmittelbar, dafi 
die Definitionsgleichung (111) alle bisherigen Multiplikationsregeln als 
spezielle Falle enthalt, also keinerlei Widersprnch mit sich bringt 
Durch Anwendnng der Formel (III) aof zwei konjugierte Zahlen 
« + P t « — ~P ergibt sicb als Erg&nzung zu den Bezieihongen (11) die 
folgende: _ 

da) («+p)-(«-d=(«+?)(«+(-j))=« a +F, 

em solcbes Produkt ist also stets redl nnd posiviv. Dieses Ergebms 
bleibt offenbar besteben^ wenn man einen der beiden Faktoren von 
vomberem nocb mit einer beliebigen positdven Zahl multipliziert, und 
mit Berficksichtigung dieses Zosatzes ist dasselbe aucb unikehrbar, d b. 
es gilt der Satz: 

Ist das Produkt (a + p)-(a 1 +p 0 redl und positw, so kann 
sich oc’ + ft' von a — fl nur um einen posiiiven Faktor 1 ) unter- 
scheiden . 

Die Voraussetzung besagt nftmliob nacb Formel ()II), dafi 

(13) «a'-/5/5'>0, «/5'+a'/3 = 0. 


Ist a von Null verscbieden und setzt man «' = !*, so gebt die 
zweite Bedingung in die folgende fiber: 

(14) «P' + A«jS = 0, also: (P = — 1/5. 

Die erste Bedingung nimmt somit die Form an: 

(15) !•(«*+ £*) > 0, d. b. 1 > 0, 
und man findet, wie bebauptet: 

(16) «' + ^ = l« + (=l® = !•(<«-?) (iro 1>0). 

In dem besonderen Falle « = 0 bat man nacb (13): 

(18a) /5/3'< 0, a’(i = 0. 

Doraus folgt aber, dafi /5 und p 1 beide von Null verschieden und mit 
entgegengesetztem Vorzeichen bebaftet sind und dafi oc r = 0, somit 
schlieSlich: j, -j . ^ (w0 x > 0 ). 

Die vorstebende Betracbtung ffibrt aucb znr Beantwortung der 
Frage, outer welcben Bedingungen die Beziebung 


(17) (« + rt-(«' + ?0-O 

1) Dieeer Faktor wird— 1, d. h. a' + jj 7 i«t dana Jcoryugiert *n a+j*, wenn w 
der genannten Voraugietanng noob die folgende hinzukommt: «'*+/?'* — «'+/J*. 
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moglich ist An die Stelle der t/wgleichuug in (18) tritt dann die 
Gleichung: 

(18) tea '— PP' — 0 

(wahrend die zweite der Bedmgungen (13) ungeandert bleibt) und dem- 
entsprechend treten, unter der Voraussetzung ; a | > 0, auch an die Stelle 
der tfagleichungen (15) die Gleichungen: 

X («* + fi 1 ) = 0, d. h. 1 = 0 

Danach wird a' = Xa = 0 und mit Beniitzung der Gleichung (13) auch 
P' = 0, also schlieBlich: 

(19) a'+ jiF = 0. 

Im Falle « = 0 hat man zunachBt (s. GL (13) und (18)): 

. a 1 P = 0, 0/3' = 0, 

d. h. entweder, falls | ft | > 0, gerade so wie zuvor a 1 = 0, 0' = 0, oder 
aber 0 = 0, also: 

(20) a + 0 = 0 


Somit ergibt sich, dap etn Produkt von der Form (ce + 0) (a f -f 0*), 
gerade so wie ein Produkt meter reeUer Zahlen, nwr dann Null sem 
Jtann, tvenn mindestens einer der Faktoren Null tst. Durch vollstandige 
Induktion erkennt man ohne weiteres, daB dieses Resultat auch fiir 
Produkte beliebig yieler komplexer Faktoren gilltig bleibt 

SchheBlich laBt sich wiederum noch zeigeD, daB jedes yon Null 
yerschiedene Produkt (a + p) (a 1 + ft') auch eindeutig umkekrhar v ), mit 
anderen Worten, daB auch die Division (abgesehen yon der Diyision 
durch Null) im Gebiete der komplexen Zahlen stets eindeutig ausfuhr- 
bar ist. 

Denn yersteht man wieder unter | + tj eine vorlSufig unbekannte 
komplexe Zahl, welohe der Forderung genii gen soil: 

(21) (£ + (« f + P') = a + P } 

und bedient man sich fiir die Losung dieser Gleichung, also fiir das 
Resultat der Division oder den Quotienten von a + 0 durch &’ + /P, 
der Sohreibweise: 


( 22 ) 

so ergibt sich wegen: 


I + r\ = 


« +g_ , 
«' + 0 ' 


(6 4 - y) («' + 0*) = (o'! — p' rj) - 4 - p 1 \ n, 


dafi 


1) Danach folgt auB 

(«+?)(«■+?)=(«+f) («"+ n, 

«'+F“«"+r- 
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durch Trennung des Reellen und Imaginaren: 

/ 9a \ j a'£ — p' V = cc 

( ’ |0'6 + «'ij = l>- 

Nimmt man zunachBt a ', ft' lwide als Ton Null verschieden an, so 
folgt dnroh Multiplikation der ersten Gleichung mit der zweiten mit 
p r nnd Addition: 


% 


xa'+JP' 


Sodann durch Multiplikation der ersten Gleichung mit /3', der zweiten 
mit a r und Subtraktion: 


V 


und daher: 
(IV; 




a + 0 _cca' + pp' fa'p-ap'K 

a / + 0-' = V*+0'*‘ 1 “U' , +/3'V 


Diese SchluBweise bleibt zwar zulassig, wenn «' = 0 Oder ($' = 0. 
In diesen Fallen treten jedoch an die Stellen der Gleichungen (23) die 
einfacheren: 

^ 23 a ) f—/3'i? = a bzw. 


l 

sodafi sich ktlrzer unmittelbar ergibt: 

i=f v 

und daher: 


*’y = P, 


-f tzw - «=£> 


ava) ^-S+G)- 


Wie aus dem Gesagten herrorgeht, konnen diese Beziehungen auoh 
durch die Spezialisierung a r = 0 bzw. /3' = 0 aus der Eduptformel (IV) 
gewonnen werden, Bodafi diese letztere also schliefilioh in jedem Falle 
(selbstverstandlich mit AusBchlufi von a' + ^ = 0) die Definition der 
Division bzw. des QuoUentm zweier komplexer Zahlen liefert. 

Setzt man in (IV): a + 0 = 1, so folgt nooh: 


(IVb) 


( 8pezieU: T> 



Der als regvproker Wert von a' + W bezeichnete Ausdruck — 

a'+p 

stglit aido - (abgesehen von dem Falle o' + /3' = 0) eine bestimmte kom- 
plexe Zahl vor, (Da diese letztere mit a' + §' multipliziert das Produkt 1, 
also ein reeUes positives Produkt liefert, so kann sie sioh nach dem oben 
bewiesenen Satze von a r —/Fnur um einen posiiiven Faktor unter- 
soheiden: nach Gl. (IVb) ist dieser Faktor: 
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Wie die vorstehenden Betrachtrmgen zeigen, sind die yier Spezies 
im Gebiete der komplexen Zahlen nunmehr stets (mit Ausnahme der 
Division dnrch Ntitt) eindeutig ausfilkrbar and (mit Ausnahme der 
Multiplikation mit Nutt) auoh eindeutig umkehrbcvr Auch besitzt jede 
der betreffenden Beohnungsoperationen dieselben eharakteristisehen 
Eigenschaffcen wie die entsprechende mit reellen Zahlen. InBbesondere 
Tru-nn ein Produkt, das komplexe Faktoren enthalt, niemals Nutt sein, 
wenn nioht mindestenB ein Faktor Nutt ist. 


§ 70. None Bezeichnungen fiir die imagin&ren bzw. komplexen 
Zahlen. — Die Quadratwurzel ans elner komplexen Zahl. 

1 Ehe wir duroh EinfUhrtwg anderer Bezeichnungen fCLr die 
imaginaren und somit auch fttr die komplexen Zahlen das Bechnen mit 
solchen Zahlen fast 1 ) vollstandig auf dasjenige mit reetten Zahlen zurttck- 
ftlhren, also gewissermaBen „ mechanisieren ersoheint es uns zweck- 
maBig, nochmals diejenigen Gesichtspunkte flberBichtlioh zusammen- 
zufassen, welche uns bei der Definition jener neuen Zahlen und der 
mit ihnen auszufQhrenden Beohnungsoperationen geleitet haben. 

Urn die durch irgendwelche reelle Zahlen nicht zu befriedigende 
Gleiohung 

x • x — — («• ci) (wo reell, positiv oder negativ) 

losbar zu machen, ordneten wir jeder positiven oder negativen redlen 
Zahl a, fij • ■ • eine sogenannte imagindre a, /?, • • • zu, mit der defi- 
nierenden Grundeigenschafi: 

(la) a • = ( a P)‘ 

Das von uns gewahlte Auskunftsmittel der Schdpfung einer neuen 
Kategorie von Zahlen, falls der vorhandene Zahlenvorrat zur Ldsung 
einer bestimmten „UmkehrungB "-Aufgabe nicht ausreicht, entsprioht ge- 
nau demjenigen Yerfahren, dps wir bei der Umkehrung der Multiplika¬ 
tion, Addition und der Potenz mit positivem Zahlenwert eingesohlagen 
haben. Yon diesem Gesichtspunkte aus paBt also die Bezeichnung 
}} imagintir u auf die jetzt eingeftLhrten Zahlen nioht besser und nioht 
schlechter als auf die gebrochenen, negativen und irrationalen, ja 
sohlieBlich sogar auf die natilrlichen Zahlen, da diese doch auch ledig- 
lich SchSpfungen der mensohliohen „ Imagination" sind. Aber selbst 
wenn span den letzteren als Anzahlen reciter Dinge, auch den positiven 

i 

l)'d. h. abgeiehen von einer einsdgen Modiflkation, die rich anf die Behand- 
lnng des (all Brsate ftir l) nocb einsufthrenden Zablzeiobeni » beiieht. 
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Briichen als Anzahlen von aliquoten Teilen realer Binge besondere 
Rechte einraumen will, ja selbst wenn man, einer nach unserem Daffir- 
halten wenig empfehlenswerten Gepflogenheit folgend, die negativen 
ganzen Zahlen als Anzahlen yon Dingen einfflhrt, die zn den dnrch die 
naturlichen (bzw. in diesem Zusammehhange positiven) Zahlen gezahlten 
in einer gewissen gegensatdichen Beziehnng stehen (wie Verlnst zn Ge- 
winn, Sohulden zn Yermfigen, Kaltegrade zn Warmegraden), so maehi 
man sie schliefilioh reeht eigentlich zu „imagina/ren u Gebilden, wenn 
man yon einer Multiplikation solcher Zahlen spricht nnd hiprffir, wie 
man wohl zu sagen pflegt, krafb eigener Maohtyollkommenheit dee 
menschlichen Geistes bestimmtlp Regeln aufstellt. Andererseits konnen 
unBere imagina/ren bzw. komplexen Zahlen sehr wohl zur Darstellung 
yon Beziehnngen zwisohen reden Objekten, insbesondere yon geometrischen 
Beziehungen dienen x ), sodafi also anoh yon diesem GeBichtspunkte ans ein 
prinzipieller Gegensatz zn den als redl bezeichneten Zahlen nioht besteht. 

Eine Notwendigkeit, das bei der Einfflhrung der eigentlichen 
BrUohe, der negatiyen nnd der irrationalen Zahlen konseqnent beob- 
achtete Verfahren in gewisser Weise zn modifizieren, zeigt sioh je- 
doch, sobald es sich darnm handelt, die Definition der Tier Spezies 
auf die neu eingeffihrten Zahlen nnd ihre Yerbindungen mit den be- 
reits yorhandenen zn fibertragen. Jenes Yerfahren bestand darin, dafi 
wir jedesmal zunfichst eme attgemeinere Kategorie nener Zahlzeichen 
(namlich die eigentlichen nnd nneigentlichen Brfiche, allgemeinen Dif- 
ferenzensymbole, konvergenten Zahlenfolgen) einffihrten, welche aufier 
den nen zn schaffenden Zahlen anoh die bereits vorhandenen enthielt: 
die tTbertragnng der fUr diese letzteren schon bestehenden Reohnungs- 
regeln in die nenen Bezeichnungen lieferte dann die Defmtwn t und 
zwar, zur Yermeidung yon Widersprfichen, die einstig mogliche Defini¬ 
tion der betreffenden Operationen ffir das erweiterte Zahlengebiet. Es 
lage nahe, diese Methods in der Weise nachzubilden, dafi man statt 
der (rein) imagindren yon yomherein die komplexen Zahlen einfflhrt, 
da diese letzteren ja die redlen als Teilmenge enthalten. Indessen 
bilden die redlen Zahlen einen so speeidlen Typus der komplexen (§ 69, 
S. 526, GL (1): a = a + 0), dafi die ffir Bie bestehenden Rechnungsregeln 
keinen ansreiohenden Anhalt fflr deren ftbertragung anf beliebige kom- 
plexe Zahlen liefem. Ans diesem Grande schien es zweckmafliger, zun'richst 
die fraglicben Gesetze ffir deren anderen Spezialtypus, die imaginUren 
Zahlen anfznstellen, znmal das Bedfirfiois zn ihrer Einffihrang ans einem 
Umkehrproblem niohstliegender nnd einfachster Art nnmittelbarherrorgeht. 


1) N&herei hierttber in Bd.II dieier Yorleanngen. 
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Aus der vollkommenen Analogic der Struktur dieses neuen Zahlen- 
gebietes mit derjenigen des redUn erwuchs dann unmittelbar die Mog- 
lichkeit, eine als Addition der imagintiren Zahlen zn bezeicbnende 
Operation in der Weise zn definieren, dafi sie mit der Addition der 
redden Zahlen alle charakteristisohen EigenBchaften gemein hat. Das 
gleiohe ergab sich Mr die Multiplication ans der definierenden Grund- 
eigensohaft (la) lediglich mit Einznnahme der Festsetzung, dafi das 
Prodtikt dreier Faktoren zunaohst in einem zur Griindlage der Defini¬ 
tion dienenden besonderen Falle (§ 68, Gl. (13), S. 619) assoeiativ sem 
und dafi im iibrigen die Definition genan nacb dem Mr natilrliche 
Zahlen geltenden Yorbilde erfolgen sollte (a. a. 0. GL (16)). 

Die tJhmfiglichkeit, auch die Addition einer reellen und einer imagi- 
naren Zahl mit Hilfe des vorhandenen Zahlenvorrates zu definieren, 
gab Yeranlassnng, Zahlenverbind ungen von der Form a + fi als neue 
— Jcomplexe" — Zahlen einznftthren, welche auf Grand der (zweckB 
Yermeidung von Widerspriicheri geradezu selbstverstfindlichen) Fest- 
setzung, dafi das Zeichen + iiberall da, wo der Zusammenhang es ge- 
stattet, die friihere Bedeutnng behalten soli, die reellen und imaginaren 
Zahlen als Teilmenge enthielten. Der naturgemafie Weg, zu einer 
widerspruchsfreien Definition der wiederum als Addition und Multiplir 
Icaiion zu bezeichnenden Verbindungen der komplezen Zahlen zu ge- 
laDgen, bestand dann darin, dafi wir ein gewisses Mmdestmafi charak- 
tenstisoher Eigenschaften, die sich bei der ursprtinglichen Definition 
der betreffenden Operationen fttr die natfirlichen Zahlen als Folge- 
nmgen ergeben hatten, nunmehr zu gnvndlegenden Forderungen der 
Definition machten, und zwar die folgenden: Es sollen die ausdriicklich 
als Stmmmden eingefllhrten Bestandteile einer komplezen Zahl in be- 
zng auf die Addition einer weiteren komplezen Zahl sich Tcommutatw 
und assofsiativ, in bezug auf die Multiplication sich distributiv ver- 
halten. 

2. Auf Grand der Multiplikationsformel (lb) des § 68 (S. 619) hat man: 

(1) fi.l~J7t = fi, 

sodafi sich also umgekehrt jede tmagindre Zahl fi auch ersettsm lfifit 
durch das „ProduJct u der zugeordneten reellen Zahl fi in die spezielle 
imaginare Zahl 1, die sogenannte imaginare Einheit, d. h. die der reellen 
Zahl 1 eugeordnetc, also der Gleiohung 

00 1*1 = — 1 (oder auch: I s = — 1) 

gentigende imaginare Zahl. Dabei sei aber ausdriicklich daran erinnert, 
dafi der Ausdruck „Produkt“ hier lediglich die rein formale Zeichen- 
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verbindnng /3 • 1 bezeicbnet trad daB diese letztere erBt eine bestimmte 
Bedeutung gewinnt, wenn die Mange der imagin&ren Zablen bereita 
geschaffen ist und sodann dnroh die oben zitierte Formel (lb) das Pro¬ 
duct einer reellen Zabl P in eine imaginare y als die m jener Menge 
allemal vorbandene imaginare Zabl Py definiert wird. 

Ffihrt man naob dem Yorgange von GauB fflj die znvor von uns 
mit 1 bezeichnete Zabl die schon Ton Enler gelegentlicb bendtzte Be- 
zeicbnung i ein, sodafi also i definiert ist dnrcb die Beziebung 1 ): 

(3) »■-1, 

so neb men jetzt die Tcomplexen Zablen allgemein die Form a + pi oder 
aucb a —pi 2 * * S) ) an, wo a, /S reelle Zablen (einscblieBlich der NuU) 
bedeuten. Die von nns aufgestellten Regeln (I)—(IY) des vorigen 
Paragraphen fiir die Ansfdbmng der vier Spezies lanten in dieser 
neuen Scbreibweise: 

(I) (« + pi) + (a f + PH) - (« + «') + {p + P') i 

(II) (a + /3 i) — (a r + p'i) = (a — a f ) + (p — p') i 

(III) (a + pi) • (a' + P’i) = (««' — PP') + («/3 # + a’p)i 

(speziell: (a -f pi) (a — pt) = a 1 + P *) 


(IY) 


a + aa' + 


a' + P't a '* + j3'" a'* + /3'* 

T-')■ 

Bemerkt man nocb, daB die letzte Formel anob zustandekommt, 
wenn man znnacbst setzt: 


w 


g + P* + § *) ( a' — P'i) 


d. b. indem man Zabler nnd Nenner deB vorhegenden Bruches mit der 
Tconyugierten Zabl des Nenners multipliziert, so lassen sieb die in den 
Formeln (I)—(IY) entbaltenen Regeln ftlr die AusfQbrung der vier 
Spezies mit komplexen Zablen in folgender Weise zusammenfassen: 
Man rechnet mit Tcomplexen Zahlen (a + pi), (a f + P'i), • • • geradeso 
wie mit reellen Aggregaien von der Form {a + pX), (a' + p’X), ■ • • mit 
dem evneigen TJnterschied t daP mm schliefilich i* = — 1 und lei toeileren 


1) Eb ist also * eine der beiden LBsungen der Gleichnng: 

a* — — 1, 

deren andexe dann mit — * zu bezeichnen ut, sodaB also an oh: 

(-i) 1 — I- 

S) S. § 69, Gl. (10), B. 518. Danaoh ist also a—/ii—et+ (—(!) i, nnda-f/S*, a —fit 
heiflen konjugiert. 
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MidHplikatumen i* = — %, i l = + 1# aUgemem i 4,,+f = i Q (p = 0, 1, 
2, 3; v = 1, 2, 3, • ■ •) m setzen hat 

Ea h&tte nichts im Wege gestanden, die EinfQhmng der kom- 
pleien Zahlen in der Weise zu bewerkstelligen, dafi man ohne weiterea 
Zeiohenverbindnngen von der Form a + (ii ala neue Zahlen znlafit, 
ihnen die Rechnungsregel (I)—(IV) einfaoh vorschreibt and Bodann 
den ohne besondere Schwierigkeit zn ffLhrenden Beweia dafftr nach- 
liefert, dafi die anf Grand jener Regeln vorgenommenen Operationen 
die charakteristiaohen Eigenaohaften der vier Spezies mit reellen Zahlen 
beaitzen and dafi daher die Anwendung der betreffenden Operationa- 
zeichen bzw. die Bezeiohnung jener Operationen ala Addition, Sub- 
tiaktion, Multiplikation and Division komplexer Zahlen nachtraglich 
gereehtfertigt erscheint. 1 ) Bei dem von nna dnrohweg featgehaltenen 
Entwieklnngagange echien es nna indeaaen nioht angemesaen, ex abrwpto 
aneojieinend vollig willkilrlich konatrnierte Zeiohenverbindnngen gewisaer- 
mafien „auf Vorrat" ala nene Zahlen einzuftthren, weahalb wir vor- 
zogen, die Schopfong der komplexen Zahlen und der fdr sie geltenden 
Beohnungsregeln auf dem etwaB umstaudlicheren, in den beiden vorigen 
Paragraphen eingeschlagenen Wege auBftlhrlicher zn motivieren nnd das 
Mafi der dabei tvitthirlich drscheinenden Featsetznngen naeh M&glich- 
keit einznechranken. 

3 Ana der distribntiven Bildungsweise des ProdukteB zweier kom¬ 
plexer Zahlen folgt anoh die Gflltigkeit des binomisohen Satzea (§ 14) 
'fdr die n~ Potenz von a + §i f wenn man darunter wieder das Pro- 
dokt von n gleichen Faktoren a + fit versteht, also zun&chat: 

(a 4" /3i)" = «" 4- (w)j a 1 fli 4- (») s a" 1 4- • • ■ 4" fi n i* 

oder wenn man die Falle » = 2 v nnd n — 2 v 4- 1 trennt nnd die 
Potenzen von i angemesaen rednziert: 

'(« + (3i)” = o”- (2v\ «*’-* /J* + (2i/) t «*’-y (_ l)y’ 

+ ((2»X • a”- 1 f> — (3v)s • a */|P+. 

W (cl + (3i)"' +1 = «"+' -(2 v + 1), #” -1 f? + (2v+1) 4 b’’ - V- 

+ (-l)’0+l) 1 «/)*' 

+ ((2v +— (2v + 1) B a" */!*+••■+(—1)’ 

1) Die in viele Lehzbfloher ttbergegaagene Methode, atatt der komplexen 
Zahlen sun&ohst „Zahlenpaare u einznfOhren, bietet, falla diea nioht anadrtlokHoh 
enm Zwecke der Untertnohung allgemeinerer MOgliohkeiten geaobiebt, naoh 
unaerem Dafflrhalten nioht den geringeten Yorteil, dient vielmehr nnr dazu, daa 
im Text aoeben erw&hnte Yerfahren in verdunkeln nnd demselben in nooh 
hOherera MaBe ale notwendig den Stempel der WiUkOrttchkeit aufzndrtloken. 
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Anoh bleiben offenbar die in § 13 anfgestellten Rechnnngsregeln 
fdr Potenzen mit ganzzahligen Exponenten in Geltnng, wenn als Bason 
an die Stelle der reellen Zablen komplexe treten. 

Bedeutet ferner R (a + fli, cc r + j8'i, • ■ •) einen ans einer beliebigen 
Anzabl komplexer Zablen (nnter den$n selbstverst&ndliob anoh beliebig 
viele reelle Oder rein imaginare vorkommen konnen) znsammengesetzten 
rationalen Ansdrnck, bo lafit sicb derselbe dnrch Anwendung der 
Begeln (I)—(IV) stets anf die Form einer einzigen komplexen Zahl 
brmgen, etwa: 

(6) R(a + 0t, a'+fl'i, •■.) = A + B®, 

wo A, B reelle, ans den reellen Zablen a, /3, u\ ■ • • rational zn- 
sammengesetzte Zablen bedeuten. Dabei kann man sicb die zn dieser 
uniform nng erforderlicben Operationen bo vorgenommen denken, dafi 
man zunScbst alle etwa vorkommenden Nenner dnrob Anwendung der 
Formel (4) redl macbt nnd die Potenzen yon i, welobe infolge der 
bierzu erforderlicben nnd der Bonstigen yorgescbriebenen Multiplika- 
tionen in den ZahHem auftreten, mit ibren yollen Exponenten an- 
scbreibt. Werden diese dann schliefilicb anf ibre ^infacbeten Werte 
± 1 nnd ± * rednziert, so gehen offenbar alle geraden Potenzen yon 
i m den reellen Teil A ein, wahrend die ungeraden den gesamten 
imaginaren Teil B i liefem. Ersetzt man nnn in dem Anfldmck R jede 
,der Zablen a •+- a' + fi'i f • ■ ■ dnreb ibre konjngierte a — fii, 
a' — fi'i- ■ ■ (wobei also jede reeUe Zabl sicb selbst, jede imaginare 
l der entgegengesetzten konjngiert ist), ktlrzer ansgesprooben, ersetzt 
man dnrobweg i dnrob — i nnd beacbtet, dafi: 

(- = (- (-i)*' +1 -(-!)’■»-(i” +l ), 

bo folgt, dafi der reelle Teil bierdurob keinedei Veritaderung erleidet, 
wlbrend der imaginare in den entgegengesetzten Wert fibergeht, 
d. b man findet: 

(7) JR (a — /3®, a’ — §H } • • •) = A — Bi. 

4. Eb erflobeint fdr spatere Anwendnngen niltzliob, nocb zn zeigen, 
dafi ancb die „ Quadratumrzd (t ans einer komplexen Zabl a + /3* als 
komplexe Zabl darstellbar ist, genaner gesagt, dafi die Gleicbung 

(8) rc*«=a + j9» 

im Gebiete der komplexen Zablen zwei LOsnngen besitzt, deren jede 
mit Hilfe yon Qnadratwnrzeln ans poBitiyen reellen Zablen sicb als 
komplexe Zabl darotellen lafit. 

In dem besonderen Falle /J = 0, a >0 findet man obne weiteres, 
dafi die Gleiohnng as* «= a anfier der Lfisnng x = y^a auob die LSsung 
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ce = — Yu besitzt, wenn man unter Ya die frilher definierte positive 
Quadratwurzel ans der positiven Zahl a versteht. 

1st dagegen 0=0, a < 0, so geht die Gleichung ( 8 ) durch die 
Substitution x iji und Multiplikation mit (— 1) in die folgende fiber 

sodafi sioh wiederum rj = ± Y[u\ und daher sohlieBlich x = ± |/|«| • i 
ergibt. Wir brauohen uns daber des weiteren nur mit dem Falle 
1 0 1 > 0 zu beschBftigen (wakrend zugleich | a | > 0 sein kann). Setzt 

maD ' x = ^-\-rji, also:a; J =| 9 — 

so zerfallt die Gleichung ( 8 ) durch Trennung des Reellen und Ima- 
ginaren in die folgenden zwei: 

(9) = 2 ^ = 0 , 

wobei jetzt | und ij reelle Zahlen bedeuten. Um sie zu bestimmen, 
bilden wir, indem wir die beiden letzten Gleichungen ms Quadrat er- 
heben und addieren: 

V+ilW+f-J + P 

und finden hieraus: 

s*+ v'= V*+7', 

wo die Qnadratwurzel, wegen |* + ij a > 0, durchaus nur im jpostiiven 
Sinne zu verstehen ist. Durch Kombination mit der ersten Gleichung ( 0 ) 
folgt weiter: 

und daher: 

(10) !=±]/j(i4 r +jp+#>, i?=±y|7y?+7 , -«). 

Es ergeben sich also sowohl fflr als ftir 17 je ftwei, und zwar, wegen 
■j/a*+ 0 * > | a|, stets reelle Werte, aus denen sich offenbar im ganzen 
vier verschiedene Verbindungen von der Form g + qi bilden lassen. 
Allein, nicht jede derselben ware eine Losung unserer Gleichung ( 8 ). 
Aus der zweiten der Gleichungen (9): 2£ y = P ergibt sich nBmlioh, 
daB zu jedem Werte von § nur ein bestimmter Wert rj gehSren kann. 
Um denielben zu fixieren, mogen mit £], g, die beiden vorhandenen 
Werte von £ bezeiohnet warden, und zwar sei: 

(U») fc «]/5 (/«■ + 0* +""«) (alio Quadratwurzeln positiv verstanden), 

also £, *=* — £ r Wird der zu ^ gehSrige Wert von t] mit bezeiohnet, 
so kann gesetzt warden: 
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(lib) i] t = a (/a*+ /!*-«), 

wo tf einen der beiden Werte + 1 oder — 1 haben mufi, der aus der 
Beziehung 

^ = 21!% = 2« • (}/«’ + j3‘ + a) . ]/J(ya 8 + /5 1 — 

zu bestimmen ist. Daraus ergibt siob aber: 


( 12 ) 


6 = 


TJi 


d. h. 6 = + 1, wenn /3 > 0, dagegen tf = — 1, wenn /3 < 0 (mit anderen 
Worten, der Faktor 6 ist gleiobbedeutend mit der Hinzuftlgung dei 
Vorzeichens yon (3). Somit findet man scblieBlioh, wenn man die 
beiden LSsungen der Gleiebnng (8) unter die Bezeichnung j/a + P* zu- 
sammenfafit: 

(IS) y^+Ji = ± (Vt(yZ r +J' + l)+^- [ • l/i(y?+J. _ «). <).*> 


Dabei pflegt man den Wurzelwert mit positivem reellen Teil oder, 
wenn der reelle Teil Null sein sollte (d. b. un Falle /3 = 0 ; a < 0), 
den positiy imaginaren Wert naoh dem Yorgang von Canoby als den 
Hauptwert zn bezeiobnen. 

Mit Hilfe dieses Ergebnisses l&fit siob noob zeigen, dafi die all- 
gemeinere Gleiobnng 

(14) + (1-2,8,-v) 

2* komplexe LSsungen besitzt, deren reelle nnd imaginare Teile sich 
dnroh wiederbolte Quadratwtirzelausziehungen aiis reellen Zablen dar- 
stellen lassen. Denn bringt man Gl. (14) znnaobst anf die Form 

(14a) (s'* -1 )* = a + pi 

und bezeiobnet wieder mit die eine, also mit — ^ — vj x i die 

andere LSsung der Gleiobnng a; 1 = a + /9», so zerfdllt die Gleiobnng 
(14a) in die beiden folgenden: 

(14b) + x.' 1 -' - 


1) In dem beaonderen Falle o =■ 0 hat man* 

■*) 

and daher apeiiell fttr /J — 1: 

vT_ ± (yl+v1-.)- 
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deren jede wieder in analoger Weise je zwei Werte fttr x* x * liefert. 
Mnn erhalt auf diese Weise Tier Gleichungen fttr x* x ~ a nnd so fort- 
fahrend acht Gleichungen ftir x* l ~ s , schlieBlich 2 i_1 Gleichungen fttr 
x? und somit 2* Werte fttr x, und zwar immer nnter aussohliefilicher 
Anwendung von Quadratwurzeln aus positiven reellen Zahlen. 

Dagegen l&Bt sich ]/a + 0i (wo | a | > 0, | p \ > 0), d. h eine Losung 
der Gleiohnng x* = a + fii, abgesehen von dem betrachteten Falle 
v = 2 l , bei ganzzahligen v ^ 3 nichi in abnlioher Weise berecbnen. 
Versucht man z. B. den Fall v = 3 in abnlioher Weise wie oben den 
Fall v — 2 zu behandeln, so findet man zunachst ans 

(15) (S + i?»)* = « + / 5i 

dnrob Trermung des Reellen und Imaginaren die beiden Gleichungen: 

(16) g 8 -3gi7* = «, 31*17 -t? 8 = /3. 

Erbebt man dieselben ins Quadrat, so folgt: 

5® - 3 1 4 17 s + 91*17* = a*, 9 £V - 6gV +17 8 = / 3 * 

und bieraus durch Addition: 

I 8 + 31*17* + 3|V + *7 6 - «* + F, 

d h. 

(17) V + if-W + P 

(die Wurzel reell und positiy verstanden). Durch Einsetzen des aus 
GL (17) resultierenden Wertes fttr 17 * in die erste der Gleichungen (16) 
ergibt aich, wenn man noch y'cc* + /9* = y setzt, zur Bestimmung yon 
g die Gleiohnng: 

4£* — 3yjj — a = 0 

oder auoh: 

(18) ( 2 J)’ — 3}> * (26) — 2 «t = 0 (wo y = y'a‘ + 0 »). 

Diese kubisobe Gleiobung bat in der Tat drei redle Ldsungen £, 
wie siob mit den Hilfsmitteln der Funktionenlebre leiobt zeigen l&Bt. 
Auob ergibt sicb zu jedem dieser | ein und nur ein zugeboriger reeller 
Wert fttr 17. Man findet nttmlich aus Gl. (17) zun&ohst: 17* «=y —|* 
und aus der zweiten der Gleichungen (16) durch Einsetzen dieses Wertes: 

( 19 ) 

Daraus wttrde dann folgen, daft die Gleiohnng (£ + 171 )* = a + 0 i 
drei Ldsungen besitzt, dug also das zun&chst rein formale Symbol 
y'a + pi .wirkliob eine Bedeutung bat, n&mlioh drei yersobiedene kom¬ 
plexe Zahlen yorstellt. 
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Allein es ist nicht moglich, jene drei LSsungen der Gleiohnng (18) 
reell-algebraisoh d. h. lediglioh duroh Wurzelausdrtioke in redler 
Form darzustellen, yielmehr sind hierzn sog. „analytische" Hilfemittel 
(Reihenentwicklungen) erforderlioh. Den Beweis fdr dieses Yerhalten 
kubisoher Gleichungen yon der Form der Gleichung(18) (des sog casus ir- 
reducibilis ) liefert die Algebra. Sier soli nur gezeigt warden, daB der 
Versuch, g aus der Gleichung (18) durch ein direktes Auf 15sungsyerfahren*) 
zu bestimmen, anf einen circukts vitiosus ftlhrt. Bedentet g f eine ganz 
beliebige Zahl, so hat man identisoh: 

( 26 )'-(« + !')+ («-«'))• 

= (6 -H 6')* + (S — i') a + 3 - • (g + i') (i — !') 

and kann daher GL (18) in die folgende Form setzen: 

(6 + i')* + (i-i')*-2« + 8.2i (({ + !') (6-i')-y)=0, 

and diese Gleichang wird offenbar befriedigt, wenn: 

( 20 ) (g + g')“ + (I - S 7 = 2 «, (I + S') (S - S') = y. 

Erhebt man die erste dieser Gleichungen ins Quadrat, die zweite 
in den Kubus and multipliziert sie mit 4, so folgt duroh Sabtraktion: 

(I + S ') 6 - 2 (S + S ') 8 (6 - SO 8 + (S - SO 6 « 4 («■-/)- - 40 s 

und daher: « + S') 1 - (? - = ± 2fii, 

also durch Kombination mit der ersten der Gleichungen (20): 

(S + 6 , ) 8 = «±/ 3 ^ (g-S') 8 -**/^ 

Hieraus wiirde wieder nur folgen: 


l + 6' = ± Ph S — S' =ya T /3r, 


sofem diese Symbole uberhau/pt einen Sinn hdben, d. h. bestimmte kom- 
pleze Zablen yorstellen. Ist dies aber der Fall (was, wie bemerkt, auf 
diesem und tiberhaupt auf „rein algebraischem" Wege nicht zu ersehen 
ist), so lliBt sioh aus der zweiten der Gleichungen (20) und den beiden 
letzten Gleichungen ersohlieBen, daB g-f-g' und g — g' konjugierie Zahlen 
sind 1 ), also g dann wirklich reett ausfallt. 

5. Aus der zuyor erwiesenen M5glicbkeit, die Gleichung %* = cc-{- fit 
wirklich aufzulSsen, d. h. durch zwei bestimmte (nur durch das Vor- 


1) Daaaelbe beatebt in der Anwendnng derjenigen Metbode aaf den vor- 
liegenden speziellen Fall, welche in der Algebra ala AnflOanng mittols der Carda- 
nischen Formel bezeiohnet wird. 

S) Vgl. § 69, 8. 629, Foflnote 1). 



542 Abachnitt III, Kap. I. Komplexe Zahlen, Zahlenfolgen nnd Grenzwerte. Nr. 1. 


zeichen verschiedene) komplexe Zahlen zn befriedigen, laBt sich das 
entsprechende Ergebnis fdr jede beliebige quadratisohe Gleichnng 

( 21 ) ax 9 + 26a; + e = 0 

herleiten, unter a } b, c beliebige komplexe Zablen (insbeaondere a <4° 0) 
rerstanden. Man hat namlicb identiBch: 

ax 1 + 26a; + c = ^ (a*x* + 2 <x 6 o; 4 - ae) 

= ±((ax + b)* — (b* ~ ac)) 

oder auch, wenn man nnter yV — ac irgendeinen bestimmten Wert, 
etwa den Hauptwert dieser Qnadratwurzel vereteht: 

( 22 ) ax * + 26a: + c => ^ (ax -f- 6 — Yb 9 — ac) (ax + 6 + y' 6 *— ac) 

— 6 + V6 1 —flc j ^ __ — 5—y& 7 —qe ^ 

aodafi also die Gleichnng (21) die beiden Losungen beBitzt: 

(23) «,_Z±trEEi! nnd: x, = ~ i ~ VV= ^- 1 ) 

Der Ausdruck ( 6 * — ac) heiBt die Dishriminante der quadratischen 
Gleichnng. 1st 6 * — ac = 0 , so fallen jene beiden sonet verschiedenen 
Losungen in eine einzige (sog. Doppelwurzel) zusammen. 

Sind a, 6 , c reeli and ist 6 * — ac > 0, so sind die beiden Losungen 
offenbar reett, dagegen konjugiert komplex , wenn 6 * — ac < 0 . 


= <x fa 


§ 71. Die bisher betrachteten komplexen Zahlen als aUgemeinste 
Zahlen nnserer gewohnlichen Arithmetlk. — Iqnlyalenz dor 
Z&hlenmengen 5 + rji nnd x, wo: 0 < | < 1, 0<^<1 nnd: 

0 <^ 1 . " = 

1 , Den Anlafl, unseren Zahlen^orrat allmfthlioh immer mehr zn 
erweitem, gab die TJnmogliohkeit, die ana der Addition Tmd Multipli- 
kation (einsohlieBlich der Potenz mit ganzzahligem Exponenten) hervor- 
gehenden Umkehrungsanfgaben mit den yorhandenen Zahlen zn be¬ 


ll Man bat also: 


nnd,. 


ax* + S lx + c — a («—«,) («—<r # ) 


«, +*,- 


a 




e 

~a 
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waltigen, also gewisse Gleicbungen eehr einfaoher Art aufzuloBen. 1 ) Es 
liegt daher die Vermutung nabe, dafi abnlicbe Aufgaben und zumal 
solohe yon zuBammengesetzterer Beschaffenbeit uns zn weiteren Zablen- 
Bchopfdngen nStigen konnten, ja es w&re BOgar denkbar, dafi die Not- 
wendigkeit soloher Neuschopfangen niemals ein Ende nahme Gliiok- 
licherweise ist nicht einmal das erstere der Fall. Es wird sioh nam- 
licb — allerdingB erst sebr riel spater (im zweiten Bande dieser Vor- 
lesungen) — zeigen, dafi nnsere komplexen Zablen ausreichen, nm jede 
beliebige w algebraisobe" Gleiobung, d. b jede yon der Form: 

a n x n + a^as""' 1 H-1- a x x + a 0 — 0 

(wo n eine natttrliobe Zabl, a 0 , • • • a n beliebige komplexe Zablen) 

mit Losungen zn yerseben. Ja, das gleiobe gilt sogar, yon gewiBsen 
ganz besonderen AusnabmefSUen abgeseben, in bezttg anf Gleiobnngen 
noob komplizierterer Art (,,transzendente“ Gleiobnngen), und Belbst 
jene AusnabmefUlle konnen uns niobt zn emer nenen Erweiterung 
unseres Zablengebietes yeranlasaen, weil dieses letztere in einem bo- 
gleiob noob genaner anzugebenden Sinne tlberbaupt keine solcbe mebr 
znlafit, yielmebr mit der Scbfipfnng unserer bisberigen komplexen Zablen 
vollst&ndig abgesoblossen ersobeint. Um diese Aussage zn prazisieren, 
ist yor allem notwendig, dafi wir ein beshmmtes Mafi derjenigen Eigen- 
schaften, welobe den redlm Zablen zukommen, yon alien denjemgen 
Zablen ausdrtioklioh fordern, welobe wir znm Gegenetande , } unserer“ 
Zablenlebre oder, wie man zn sagen pflegt, der )} allgememen u oder „ge- 
wohnLichen" Arithmetic macben wollen. Es Bind dies die folgenden: 

1. Die vier Speaks (anfier der DiyiBion dnrob NuU) aollen im Ge- 
biete der yon uns zngelaseenen Zablen stets eindeutig ausfiihrbar, 
die Addition and Multiplication hommutativ und assoaiativ, die letz¬ 
tere aucb distributiv sein. 

2. Ein ProduTct soli dann und nur dann NuU sein, wenn mindestens 
einer der Faktoren gleich NuU ist. 


1 ) Dies gilt berttglioh der Einfflhrung der gebroehenen, negativen, irrationcUen 
and imagindren Zablen: die Yertuilaanmg zur Einfthrnng der komplexen Zablen 
ergab slob dann lobon nnmittelbar am der Forderung, die Addition innerhalb 
dea anB den redlen und imagindren Zablen bestebenden Zablengebietei aoBfflhrbar 
zn maoben. Im flbrigen btLtten wir diesen Sohritt ancb, Bbnliob wie die Einffli- 
rong der unagin&ren Zahlen, mit der UnmCgliebkeit motiyieren kOnnen, die 
Gleiohnng: .. 

«* eb («*) a «*i 

dnrob reelle oder imaginBre Zablen zn befriedigen. Man flndet: 



ygl, 8 , 689, Fnfinote. 



544 Abschnitt in. Kap. 1 Komplexe Zahlen, Z&hlenfolgen und Grenzwerte. Ni. 2. 

Alsdann laBt sicli zeigen, daB unBere bisherigen komplexen Zahlen, 
welohe nbtigenfalls znm Unterschiede yon auderen Bildungen auBdriick- 
lich als gewohnliche Oder gemeine komplexe Zahlen bezeichnet werden, 
die emeigen Bind, welche der Geaamtheit der obigen Forderungen ge- 
nligen. Die hierzu dienlioben Untersuckungen erfordern mdesBen ge- 
wisse algebraiscbe Hilfsmittel, die wir weder als bekannt vorauBsetzen, 
noch aaoh, als zu. weit abfiihrend, hier entwickeln wollen. Wir wollen 
uns vielmehr damit begnllgen, an dem nachstliegenden Einzelfalle das 
Eintreten der oben angedenteten Eventualitaten, und zwar das Yer- 
sagen der Forderung 2., falls die Forderungen 1. erffiUt Bind, deutliob 
zu machen. 

2. Wir ordnen jeder reellen Zahl a aufier der bisbengen imagi- 
n&ren Zahl ai noch erne zweite, davon qualitativ yersohiedene zu, 
der wir auf Grand ganz analoger Betraohtungen wie diejenigen, die 
uns zu der Schreibweise at gefdhrt baben, die Form aj geben kSnnen, 
wenn j die neue „ imaginare JEmheit ", d. h. die der reellen Zahl 1 zu- 
geordnete neue imaginSre Zahl bedentet. Sodann bilden wir komplexe 
Zahlen von der Form: 

(1) a = a 0 +u 1 i+a t j, 

unter « 0 , 04 reelle Zahlen verstanden. Dabei iBt dann und nur 

dann: 

«o + a x i + aj = 0, 

wenn: 

cc o =0, «i = 0, ctj = 0. 

Zunachst findet man namlich a % = 0 (da anderenfalls: j = — — i, 

CCf CC t 

d. h, eine gewohnliche komplexe Zahl) und sodann, wie frflher, ct y = 0, 
a, = 0. Des weiteren folgt daraus, daB: 

«o + “i * + «s j = «o + + a 'J 

dann und nur dann, wenn: 

Oo=ttJ, 

Soil nun die Multiplikation im Gebiete der Zahlen a aUBftthrbar sein, 
so mufi eine Beziehung Yon der Form bestehen: 

( 2 ) = 

wo fl 0 , e 1; s, bestimmte reelle Zahlen bedeuten. Sind dieselben samt- 
lioh = 0, so h&tte man: j • j = 0 , sodafi also die Zahl j selbst (welohe 
ja yon Null yerschieden sein muB, da sich anderenfalls die Zahlen a 
auf gewohnliche komplexe reduzieren wtlrden) der Forderung 2. nicht 
gentlgen wflrde. 
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Sind fl 0 , mindestens zum Teil you Nutt verschieden, so 

brmge man Gl. (2) anf die Form: 

(3) J s -«>J-(«o+«iO = 0, 

was gestattet ist, da ja Addition nnd Subtraktion anf Grand der 
Fordenmg 1. nach den gewShnlichen Eegeln ausgefflhrt werden dtlrfen. 
Non hat man aber nach Gl (22) des vorigen Paragraphen (S. 542) * 

(4) — s^x — (f 0 + s t i) 

= (x + fio + «i») (* -^ +Yt + fi o + «!»)■ 

Diese Beziehung wurde a. a. 0 . zwar zunachst unter der dort 
selbstyerstandliohen Yoranssetznng abgeleitet, dafi x irgendeine gewohn- 
liche komplexe Zahl bedentet. Sie ist aber, wie man dnrch direkte Aus- 
reohnnng leicht verifizieren kann, eine vollkommene Identitdt in dem Sinne, 
dafi sie giiltig bleibt fdr jedes beliebige x t welches eine Anwendnng 
der gewohnlichen Multiplikationsregeln auf die reohte Seite gestattet 
Da diese Bedingong aber anf Grand der Yoranssetznng 1. erfiillt ist, 
wenn x=j gesetzt wird, so, findet man mit Berilcksichtigimg yon 
Gl. ( 6 ): _ _ 

(6) (? - V -V?+ '<,+ v){i-'i+y‘l+h+hi) = 0 , 

also ein Produkt, welches gleich Nutt ist, ohne dafi ein Faktor diese 
Eigdnsohaffc besitzt: letzteres ware ja nur der Fall, wenn: J = ^ 
±j/^ + e 0 + also j eine gewdknttche Tcomplexe Zahl,, was der 
Yoranssetzung widerspricht. 

Die Zahlen von der Form «<,-{- c^i + atf gentigen also unter Yor¬ 
anssetznng der Forderang 1. nickt der Forderung 2. 1 ) 

3. Es soli hier noch die aufierst merkwtlrdige Tatsache fest- 
gestellt werden, dafi die Menge der gewShnlichen Tcomplexen Zahlen 

1) Will man nicht geiade diesen, aondern irgendeinen andeien Widerapmob 
deduzieren, bo kann man etwaa kflrzer folgendermaBen verfahren. Analog mit 
Gl. (2) muB auoh eine Beziehung von der Form beatehen: 

*j = d 0 + dj t + 

also, wenn man mit t multipliziert: 

—j«d # *—d^d,*; 

- (d 0 d t - d»)+*d 0 + *A) *+ 

woraua duroh Vergleiohung der Koeffizienten von j\ 

dj-1 

reBultieren wflrde, im Widerapruoh mit der Vorauasetzung, wonadh d, redl Bern 
•ollte. 
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X —g + iji des „ etoeidmensimdlen u Bereiches: 0 < £ < 1, 0 < 77 < 1 
nur diesdbe Mdchtigkeit (vgl. g 25, Nr. 2 , S. 150) besitzt wie die Menge 
der reellen Zahlen des Intervals {„ eindimensionalen “ Bereiches ): 
0 <®< 1 . 

Um dies zu erkennen, denke man. sioh alle Zahlen g, rj nnd x, 
die > 0 nnd < 1 sind, als unendliche dyadisohe Brttohe dargestellt, 
also insbesondere die anoh als endliche dyadisohe Brhche darstellbaren 
(d. h. diejenigen, welohe in der gewohnlichen Bruohform nnr eine 
Potenz von 2 zum Nenner haben), als unendliche mit der Periode 1 
(vgl. § 20, Nr. 2, S. 120). Dabei wollen wir nns einer der Dezimal- 
brnch-Bezeiobnnng naohgebildeten Schreibweiee bedienen, sodaJB also 
ein Zeichen yon der Form: 


die Bedeutnng yon: 


0 ,^ 0 , 


“l I , I “v , 


a ' a 1 2 i 

haben soli, wo die a v nur eine der beiden Zahlen 0 nnd 1 vorstellen, 
mit der ansdrtlcklichen Festsetzung, dafi die Beziehung a y = 1 fiir 
nnendlioh viele v stattzuflnden hat nnd daher keiner der fragliohen 
Brfiohe jemals abbricht. 

Hat man sodann fUr irgendein.X = g + ip, wo Bowohl g > 0, 
als 17 > 0 : 

g = 0, (IjPi • ■ • . 

y = YiYi ‘ ■• 7 ,., 

so ordne man dieser Tcompleocen Zahl X die reelle Zahl: 

« ■= Aft A ft • ■ ■ Aft. 

zn, femer, falls g = 0 oder 17 = 0 sein sollte, die fomjdexe Zahl X sioh 
also auf eine rein imagmUre oder reelle Zahl reduziert, 

jeder Zahl: X = iji die Zahl: x = 0, O^Oy, • • • 0 y v . 

jeder Zahl: X ** g die Zahl: * « 0, jSjO 0,0 ■ • • 0 r O., 

sohliefilich noch 

der Zahl: X =* 0 die Zahl; x=*Q. 

Auf Grand dieser Zuordnung entspricht jedem X «= g + yi ein 
nnd nur ein bestimmtes x, nnd zwar entsprebhen verschiedenen X auoh 
dnrohweg verschiedene x. Dabei zeigt sioh aber, dafi bei diesem 
Yerfahren zwar aUe X, aber hemeswegs ode mQgliohen x zum 
Yorschein kommen: es fehlen diejenigen Yon Null yersohiedenen 
« =* 0 , 0,0, • • • ., bei welohen ron einerloestimmten Stelle 
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v>w> 1 ab dwchweg a 2y _ 1 = 0 bzw. 0 ^ = 0 ist 1 ), da ja weder die 

nocb die y v yon irgendeinem beBtimmten v ab bestandig Nvtt 
sein konnen. Hiemacb erweist sicb also die Menge der Zahlen X oder, 
wie wir kfirzer sagen wollen, die Menge (X) zunSobst aIb equivalent 
einer Teiltnenge der Menge (x). 

Hiermit ware so gar noob mehr bewiesen, als bebauptet wnrde: 
man braucbt gar molit einmal die grnee reelle Menge (x) in An- 
spruoli zn nebmen, um jedem Elemente der komplexen Menge (X) 
ein reelles Element x zuzuordnen. Und man dfirfte geneigt sein, 
bieraus obne weiteres zu scbliefien, dafi die MdcktigTceit von (X) jeden- 
falls nicht grower sein kSnne als diejenige yon (#). 

Andererseits ist ja aber die Menge (x) identisch , aIbo aucb equi¬ 
valent mit der in (X) entbaltenen Teilmenge (£), woraus auf Grund 
der eben bemitzten ScblnBweise folgen wfirde, daB die Machttglceit yon 
X aucb nicht Iclemer sein kSnnte als diejenige yon ( x ). Und es lage 
dann weiterbin nabe, nacb dem Vorbilde eines fiir endhche Mengen 
giiltigen und sogar noob ffir Grenzwerte abzahlbarer Zablmengen als 
zulassig erwiesenen 8 ) SobluByerfabrens zu folgem, dafi die MdchtigTeeiten 
yon (X) und (|) einander gledch sein miifiten. 

Nicbtsdestoweniger entbebit jede dieser Scblufifolgerungen ffir 
unseren jetzigen Standpunkt der notigen Grundlage. Denn erstens 
wurde bisber nur der Begriff der Gleichheit*) zweier Macbtigkeiten all- 
gemein definiert (§ 25, Nr. 2, S. 160), und es zeigt sicb andererseits, dafi 
der Versuob, auoh die Begriffe n grofler u und „fcZeiner“ widersprucbslos zu 
definieren, auf erbebliobe Scbwierigkeiten stofit, solange das bier m 
Frage stebende Ergebnis (namlicb die Aguivaleng zweier Mengen, die 
in einer gegenseitigen Beziehung steben wie die bier mit (X) und (x) 
bezeiobneten) nicbt bereits ohne Benfitzung der Begriffe $rdfier tl und 
1 Jdem&r tt ledigliob auf Grund der Defimtion der Gleichhett zweier 
Macbtigkeiten erwiesen ist Zweitens ware es, selbst wenn es gelonge, 
eine ausreiobende Definition ffir die Begriffe ,$rbfier <{ und }y Idemer“ 
auf anderem Wege zu gewinnen, noob nicbt erlaubt, aus dem Um- 
stande, dafi die Machtigkeit yon (X) weder grower noch Jcleiner sein 
sollte als diejenige yon ( x ), ohne weiteres die Gleichhett der beide\ 


1) FElr n = 1 Bind die Zahlen co dieser Gattung als zageordnete zu den 
Zahlen Z»t|i und X= £ vorhanden. 

S) YgL § 28, GL (26), S 172 und g 87, Gl. (21b), S. 288. 

8) Nur in einem beeonderen Falle, n&mlioh bei der Gegenfiberstellung der 
Menge der Irrationalzahlen als einer mcht abeShTbaren und einer beliebigen ab- 
f&Mbaren Menge, wurde mit gan* ausdrOoklioher Motivierung die M&ohtigkeit 
der ersteren ala die hffhere bezeichnet (§ 26, Nr 7, S. 160). 

PvluHihalm, yorlainjtKcnI.A ha 
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Machtigkeiten zu folgeriL Vielmehr bestande ja dann noob die Mog- 
lichkeit, dafi die letzteren uberhaupt nickt vergleichbar sein konnten: 
tatsachlich erscbeint bei dem heutigen Stande der Mengenlebre das 
Vorhandensein einer soloben Moglichkeit nur mit Znhilfenabme ernes 
Axioms, des sogenannten AuswaM-Axioms endgflltig ausgeschlossen. 

Nacb alledem wtirde es sicb also zur Erledigung der vorliegenden 
Frage um den direkten Beweis eines Satzes handeln, der folgender- 
maBen zu lauten hatte: „l8t eme Menge A Equivalent einer Teil- 
menge b der Menge B, die letztere Equivalent einer Teilmenge a von 
A, so Bind A und B Equivalent" 

In der Tat kann der Beweis dieBes fdr die Begrtindung der Mengen¬ 
lebre ttberaus wiohtigen Satzes (des sog. j^guwcdentsatzes i( ) in voll- 
kommen befriedigender Weise gefflbrt werden, d. b. indem gerade- 
za festgestellt wird, daB unter den gemacbten Yoranssetzungen eine 
eindeutig umkebrbare gegenseitige Zuordnnng der Elemente von A 
und B stets mSgbcb ist. Wenn to indessen davon abseben, diesen 
(selbstverstandliob in jeder zusammenhangenden DarBtellnng der Grund- 
ztlge der Mengenlehre leicbt aufzufindenden) Beweis an dieser Stelle zu 
reproduzieren, so gescbiebt dies, weil wir keine weitere Gelegenbeit 
baben warden, von jenem allgemeinen Satze Gebrauob zu macben, 
dagegen in der Lage aind, den besonderen Fall, um den es sicb bier 
bandelt, durcb eine unerbeblicbe Modifikation des zuvor eingescblagenen 
Weges vollstandig zu erledigen — anscbaulicber sogpx als durob blofie 
Berufung auf den obigen Aquivalenzsatz, welcbe ja nur die Existent 
einer Zuordnung der fraglicben Art aufier Zweifel setzen w&rde, wah- 
rend durob das bier anzugebende Yerfakren, wie ja scbon deasen erste 
nocb nicbt ganz vollkommene Form vermuten lafit, eine solcbe Zuord¬ 
nung wirklicb hergestettt wird. Im flbrigen sollte jener erste Yersucb 
gerade dadurcb, dafi er noob niobt zur vollkommenen Erreicbung 
des gewflnschten Zielea ftthrte, dazu dienen, dem Leser die Notwendig- 
keit der daran vorzunebmenden Abandoning deutliob zu maoben und 
zugleicb ibn darauf hinzuweisen, welobe Yorsicbt bei der tTbertragung 
sonst gewobnter Soblufiweisen auf tmendliche Mengen beobacbtet war¬ 
den mufl. 

4. Der Grand, warum die am Anfange der vorigen Nummer vor- 
genommene Zuordnung der komplexen Zahlen X *= g + yi zu den 
reellen Zahlen x kein vollig befriedigendes Besultat ergab, liegt in 
dem Umstande, dafi die Beziehung zwisohen den reellen Zahlen und 

1) Ein analoger Fall tritt z. B. bei den sog. infirutdren Bcztehungen ein (vgl. 

§ 87, £(r. 6, 8. 887). 1st feeder; noch: so folgt ja darans keines- 

wegs, dafi* a,^ b, Oder anob nur a r nu& r flein mtifite. 
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den Systembrticben irgendeiner Basis, insbesondere also den hier 
benlltzten dyadischen Brtichen, keine yollkommen eindeutige ist, dafi 
vielmehr gewissen reellen Zahlen zwei versobiedene dyadisobe Brtiche 
entspreoben, ein cndlicher oder, wie wir in dem yorbegenden Zu- 
sammenbange zweokmaBiger sagen wollen, ein unendhch&r mit der 
Periode 0 und ein ebensolcber mit der Periode 1. Ans der N otwendig- 
keit, eine dieser beiden Darstellnngsformen auszuscblieBen — wobei 
wir nns ftlr die AusschlieBung der Brttcbe mit der Periode 0 ent- 
scbieden —, ergab sicb der tJbelstand, daB den Zablen der Menge (a;) 
von der Form: 0, Oj • • ■ • i • ■ • {y > 1) heme innerbalb der 

nun einmal gew&blten Darstellungsform vorbandenen Wertepaare (£, ij) 
entspraoben, da ja die zur Herstellung eines solcben Wertepaares er- 
forderliobe Zerlegung jenes dyadischen IBruobes x in ewei solobe cinen 
Brucb mit der Periode 0 liefem muB. Um diese Moglicbkeit aus- 
zusobalten, kommt es offenbar ledigliob darauf an, die Nutt daran zu 
verhmdem, bei dem betreffenden Zerlegungsverfahren eine Periode zu 
bilden, und dieses Ziel kann mit Sicberbeit erreicbt werden, wenn man 
jede oinedn auftretende Nutt bzw. jeae vorbandene Folge von mehreren 
Nidlen mit der unmittelbar darauffolgenden j Ems zu einem untrenn- 
baren Ziffernkomplex vereinigt und sodann diesen Ziffernkomplexen die- 
selbe Rolle zuteilt, welobe bisber die emeebien Ziffern spielten. 

Die Ausfiihrung dieses einfacben Grundgedankens fQhrt nun zu 
der folgenden Abandoning des ursprbnglicb eingesoblagenen Verfahrens. 
Es sei: 

| = 0, und zwar: 0 < £ < 1. 


Unter den j9 f kommt unendlicb oft der Wert 0 v = 1 vor, und 
zwar seien: 

«i» ■ ■ • m v tn l+1 , . 

die Nummem aller deijenigen Stellen, fUr welcbe /3 = 1 (i=> 1,2,3.). 

Es mogen sodann 

(^). OW > ■ ■ ■ ay > (L l+J ) . 

diejenigen Zvffemkomplexe bzw. Einssdeiffem 1 bedeuten, welcbe zum 
VorsBhein kommen, wenn man mit /J mi die etwa vorangehenden, binter 
dem Komma befindlicben Nuitten vereinigt, und allgemein mit 
diejenigen Niitten, welcbe etwa ewisehen 0^ und P m vorbanden sind. 1 ) 


1 ) Eb bedeutet also dasaelbe wie ft, wenn — 1, wenn abo der 

dyadiaohe Bruch unmittelbar hinter dem Komma mit 1 beginnt; and bt 

ldentiaoh mit , wenn zwisohen and , kerne Nutt iteht, mit anderen 
rm l+i m i rB U+i 

Worten, wenn: 
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Alsdann laBt sich der obige dyadische Brucli in der Form anschreiben: 

8 “ °>(ft*,) (A» a ) * ‘ * (A"i).’ 

und in analoger Bedeutung werde gesetzt: 

n = 0, (jg (?.,) ■ ■ ■ (rj .-™ 0< ^ 1 

Die ana diesen Wertepaaren g, y gebildeten homplexen Zahlen 
X' = £ + yi umfassen dann die gesamte frilher mit (X) bezeichnete 
Menge mit Ausschlufi der reeUen und der rein imagmaren. Jeder dieser 
komplexen Zablen X’ ordnen wir nun die reette Zahl: 

zu. 1 ) Jedrn X' entspricht dann ein bestimmtes x, und z-tfar ver- 
schiedenen X 1 stets aucb verschiedene x. Umgelcekrt entBpricbt jedem x, 
das binter dem Komma mit 1 beginnt, bIbo jedem x yon der Form: 

(wo jetzt: i < X < 1 und die ( a pj ) analoge Bedeutung besitzen, wie 
zuvor die em bestimmtes X r = I + yi f das definiert ist durch 

die Beziehungen: 

i = °> («„)(«*)• -(“vu-i). 

i=°> («g (*g • • • .’ 

und zwar verschiedenen x stets auoh wieder verschiedene X'. Hiernach 
ist zun&chst die Gesamtheit >der frilher mit (X) bezeichneten Menge 
mit Ausschdufi der reellen und rein imaginaren Zahlen den reellen 
Zahlen x des Intervalls 4<«< 1 umkebrbar eindeutig zugebrdnet. 

2 i 

Um das Entsprechende aucb. noeh fiir jene vorlaufig noob aus- 
gesoblossenen Zahlen X zu bewerkstelligen, setzen wir: 

im Falle X = | (wo: 0 < g < 1): x = jl (also: 

im Falle X = yi(wo: Q < y^ 1): x = 4 + 4^ ( a ^ so: x ^2i) 

oder auoh, in dyadischer Sohreibweise: 

fto Z = | = .: . . . .. 

fttr Z = iwo ii = 0, y,}>j ■■•y r .: » = 0,01 ftjv • -y v . 


1) Der Grand, warum wir bei der Definition yon co eine 1 nnmittelbax binter 
dem Komma einschieben, "wird dnrob das Folgende ersicbtlioh werden. 

X) Mit dem Zueatze - 


as— 0 ffir 0. 










Nr. 1. § 72. Absoluter Betrag und Einheitsfaktor komplexer Zahlem. 551 


Damit ist aber jetzt die gesamte Menge (2) eindeutig umkehrbar der 
Menge (x) zugeordnet, also die AgwivctUtye der beiden Mengen bewiesen x ) 
Wir werden tibrigens bei spaterer Gfelegenheit nooh zeigen, wie 
man statt der Darstellung der reellen Zahlen duroh Systenibruche aucb 
diejenige der Irrationalzablen dnrch sog. regelmaBige nnendlicbe Ketten- 
brdche fflr den gleicben Zweck bendtzen kann. 


§ 72. Absolnter Betrag und Einheitsfaktor komplexer Zahlen. 

1. Auf Ghmnd der lm vorigen Paragraphen gemacbten Ausernander- 
Betznngen werden wir tins m diesen Vorlesungen ausschlieBlich mit 
„gewohnlichen" komplexen Zahlen besoh&ftigen tmd demgemaB nnter 
komplexen Zahlen sohleohthin immer nur solohe verstehen. Ala Zeichen 
fiir solche komplexe Zahlen (die sich natfirlich eventuell aucb auf 
redle reduzieren konnen) werden wir im allgemeinen Tdeine lateinische, 
als Zeichen ftlr wesentlich redle Zahlen Tdeine grieehische Buchstaben 
verwenden, mit dem Vorbehalt, fdr naturltche Zahlen als Induses oder 
JExponenten nach Bedarf gewisse lateinische Buchstaben, wie m, n, p usw, 
zu bentitzen. 

Den reellen Ted einer komplexen Zahl a bezeichnet man nach dem 
Vorgange von WeierstraB mit (a), also: 

(1) 9ft (a) = a, wenn a = a + 

Fdr den vmagmb/rm Ted bedarf man keiner besonderen Bezeich- 
nnng, da 4 = § — ui und daher: 

( 2 ) _ 


1 ) Betraohtet man statt der komplexen Zahl g + das Zahlenpaar (g, tj) 
bIb eme „ etoeidimensioncUe u Zahl nnd bezeichnet dejmentsprechend einen Komplex 
▼on n reellen Zahlen (g t1 g,, ••• g B ) als „n-dimenstondk“ Zahl, so l&Bt sioh ganz 
analog wie im Text zeigen, daB anch die n-dtmensumale Zahlenmenge (g t , g,, • • • g n ), 
wo. 0<£g r <£l (v — 1, 2, • • ■ n) nnx genan dieselbeM&cMigkeit besitzt wie die reelle 
Zahlenmenge (x) dei Interralls 

Ferner sei nooh erglnzend bemerkt, daB mit Hilfe ernes sehr einfaohen 
funktionen- bzw. mengentheoretiechen sog. Abbildungspnnzipa das im Text ge- 
gebene Aqnivalenzresultat anch anf die gesamte Menge der komplexen Zahlen 
einerseits nnd diejenige der reellen Zahlen andererseits ansgedehnt werden kann. 
(Fdr die rationalen komplexen Zahlen, d.h. die Zahlen g + »jt mit rationale™ g 
nnd f], folgt die Aqniyalenz mit der Menge der rationalen reellen Zahlen ohne 
weiteres aus dem Umstand^, daB die fragliche Zahlenmenge nach § 89, Nr. 2, S. 261, 
als eine eveifaeh abttihlbare anch schlechthin dbe&hlbar ist) 

2 ) Immerhin wird gelegentlich fflr den Koeffizienten von t auch die besondere 
Bezeiohnnng 3 (a) gebrauoht, sodaB also in dem yorliegenden Falle 


w&re. 
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Die reellen Zahlen a, (5 faesen wir erforderliohenfalls nnter der 
Bezeichnung Komponenten der komplexen Zahl a = a -f- fii zusammen. 1 2 * * * * * ) 

Unter dem absoluten Betrage od er Absol utwert Ton a = a -f- (Ji 
versteht man den positives Wert von yV + 0 *, in Zeichen: 

(3) | a | = \a + pi\ = l/a a + /3 8 . 

Man erkennt umnittelbar, dafi diese Definition mit den frflher ge~ 
gebenen iibereinstimmt, falls a sicb anf eine reelle oder rein imaginare 
Zahl reduziert, also /3 = 0 oder a = 0 1st. Ans der Definition folgt 
aufierdem, dafi die vier Zahlen: ± a und die beiden dazra Jcotyugierten , 
also ± (« 4- /S 1 ) und ± (a — /Si) den namlichen abBoluten Betrag 
haben. 

Setzt man a (nnter der Voraussetzung | a | > 0) in die Form: 


a = | a | * t-^-t = | a | * (-]=== 

'Mai 11 \y^*+ 


**} 


'+? ' V«'+F 

so ist der zweite Faktor offenbar eine komplexe Zahl mit dem ab¬ 
Boluten Betrage 1, welche wir den Einhettsfaldor von a nennen und 
mit e fl bezeiohnen wollen.*) Jede komplexe Zahl lafit sich also stets 
in die Form Betzen: 

(4) o=|a|.e o , 


wo | a | eine wesenthch positive , t a eine komplexe Zahl mit dem absoluten 
Betrage 1 ist. Es ist leicht ersichtlich, daB eine derartige Zerlegung 
stets nnx anf eine einzige WeiBe moglich ist. Denn, hatte man gleich- 
zeitig: 

a = P (y + di), wo P > 0 ; | y + Si | = 1 

und: 

o = wo p'>0 ; | y f +d f t | — 1 , 

so wiirde darans znnaohst folgen: 

py + pdi = p f y f + p'd'i, 

also: 

py^pV* pd = p'd' 


1 ) Man bezeiobnet a, § mit Btiokriobt anf geometxieohe Beziehungen h&ufig 
auch ala die Koordinatcn von a. 

2 ) Die Zabl t a vrird mit Rfiokaiobt aof die zuvor bereits erwUmten geo- 

metriiohen Beziehnngen aucb ale Richtungskoeffisimt von a bezeiobnet. Ioh babe 

mieh in frflberen Arbeiten der Bezeiobnnng (JharakterisUk von a bedient, dooh 

■obeint mix die im Text gebxauohte Bezeiobnnng weaentlibh prBgnanter, fiber dies 

aobon wegen mebxfaoher andexweitiger Yerwendnng dee Ansdxucke Gharaktensiik 

anob Eweckmftfiiger. 
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und wenn man diese beiden Gleicbun^en ins Quadrat erbebt und addiert 
— mit Berflcksichtigung von y 1 2 + o = y'* + d ' 1 = 1: 

q* = also: Q = (>' 
und daher scbliefiliob aucb: 


y + d* = y' + d'»- 

2. Wir entwiokeln zunaobst einige einfacbe, haufig anzuwendende 
Satze, die sicb auf den absoluten Betrag der Summe und Differenz, 
des Produktes und Quotienten zweier komplexer Zablen bezieben. 

Satz I. 


(6a) 

(6b) 


Der Absohdtoert der Summe Oder Differed zweier komplexer 
Zahlen ist im aUgemeinen kleiner aU die Summe der Absolut ■ 
werte, nur in einem lesonderen Falle gleich dieser Summe . Man 
hat also im aUgemeinen: 

|o±o'|< | a | + |a'| 
und t bei | a | > 0 , | a' | > 0 1 ), nur damn: 


{ 


a + a' | = | a | + | a' |, wenn: a’= Xa 1 
a —a'| = |a| + |a'j, wenn: a' = — Xal 


wo: X reed und 


> 0 .*) 


Beweis Ist: 


(6) a=a + /3t, o' = a' + fi’i, also: a -f- o' = (« + a')-!- (0 + /3 r )i. 
bo folgt zunftciist: 

| a + o' |* = (a + a')* + (fi + 0') 1 

« + fi* + a'* + fi 1 * + 2(aa' + j9/3 f ). 

Andererseits bat man: 

(| a | + | o' |)’ = 0 / ?+? + Vd' + F')' _ 

= a' + ? + «'* + j5'* + 2 V(#‘ + jj’) («" + /*'*) 

und daber: 

| o + o' |’—(|o| +1 o' |)* - 2 (««/ + /J/J'-VoV* + + *P'‘ + o'V’) 

(7) = 2(efl' + WY(aa' + W)' + {«?' - «' §)'). 

Daraus folgt, wegen (a/S' — a'/S ) 1 > 0, daB durobweg: 

( 8 a) | a + o' |* — (| a | + | o' |)* < 0 » 

aufier wenn: 

(9) afi 1 — a'fl =» 0 und zugleicb: aa f + 0/3' > 0, 


1) lit: a«0 bsw. a' = 0 odor aaoh: a=a'~ 0, bo rednzieren iioh die Glei- 
obangen (5 b) aaf blofle Identit&ten. 

2) lit a'eila bzw. a' = — la (wo l >0), bo haben a and a' offenbar gletchm 
brer, entgcgengesetrtm Einhatsfaktor — vice vena. 
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(da ja die Quadratwurzel positiv, d. h. Y (««' + /J/J')* = | aa f + /3j9 f | 
zu hehmen ist), in welchem Falle dann: 

( 8 b) |« + <*' |* — (|o| + |o'|)’ = 0 

wird. 


Mit BerfLcksichtigung yon (8 a), (8 b) und (9) findet man somit, 
daB in der Tat im allgemeinen: 

|a + a*\ < | a| + |a'| 
uhd nur in dem einen FaUe: 


| a + a' | ■= | a | + | a' |, wenn: a/ V — a 1 0 = 0, act’ + 1 3 / 3 ' > 0 

Nimmt man zunachst an, daB a und 0 von Nidi verschieden Bind, 
bo ist die erste dieser Nebenbedingungen gleichbedeutend mit der 
folgenden: , Rl 

— = ^r=X, also: a' — Xa, 0' = X0, 


wo X eine im flbrigen beliebige reelle Zabl bedeutet, die auf Grand 
der zweiten Nebenbedingung nur der Beechrankung unterliegt: 

Xa * + X0* > 0, d. b. X > 0. 

Man findet also, wie behauptet, in diesem Falle: 

a 1 + 0’i — X (a + /3i), wo X > 0. 
let a = 0, so folgt aus der zweiten Bedingong: 

00' > 0, also: 0' = 10, wo wieder X > 0, 


und sodann aus der ersten Bedingung: a' = 0. Man hat also in diesem 
Falle. a _ pi, a' = X • 0i = Xa (X> 0). 


1 st eudlich 0 = 0, so hat man analog: 

act 1 > 0, also: a' *= Xa, wo X > 0, 
ferner 0 1 = 0 und schliefilioh: 

a = a, a 1 — X • a = Xa (A > 0). 

Da ferner: 


\a — a'\ = \a+ (— o') I, |—o' | — |a'|, 
so folgt aus dem bisherigen Ergebnis, daB auoh: 

\a — a' | <; \a | + | o' | 

und daB hierbei das Gtetchheifczeiohen nur gilt, wenn: 
_ — a 1 = Xa, also: a’ = — Xa (wo l > 0). 1 ) 


1 ) Da die bei.de n Beriehungen: 

| a ± a' | - | a | + | a* \ 

is eine Identit&t tlbergehen, wenn o' ■=■ 0, bo •m q .n aagen, dafi aie auoh 

gdtttmremi: „'_i« ml, x_ 0 . 
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Zusatz Durch wiederbolte Anwendung dee eben bewiesenen 
Satzes findet man: 

(10) I a o "b °i + * * * "1" | ^ | a o I + I °i | "b * * • “b | & n | 

Dabei gilt das GUidiheitszeichQn nur dann, wenn durchweg: 

(11) a y = X y a 0J wo X v >0 (v = 1, 2, • • • n ). 

Der Beweis wild am einfacbsten duroh vollst&ndige Induktion ge- 
ffibrt. Aus Satz I folgt ja unmittelbar, da£: 

I °0 + a \ H-H «*_! + a n I ^ I °0 + «1 H-1- a n -i I + I 0 B \) 

nud es gilt daher -die Beziebung (10), falls die entsprecbende Beziebung 

filr | a 0 + % -1-b a M _ t | bestebt, was ja in der Tat ffir n = 2 er- 

wiesen ist. 

Was den beBonderen Fall der Gleichheit betrifffc, so erkennt man 
unmittelbar, dafi die Bedingung (11) eine daffir hmreichende ist. Denn 
aus dereelben folgt: 

I a 0 + #1 H-H a n I = I (1 + li H-b y % | 

= (i + A 1 + ...+A fl ).kl 1 ) 

= l a ol + l*i a ol H-!■ 

= | a o I + | o>i | + • —b | a n |. 

Dafi jene Bedingung aucb notwendig ist, ergibt sicb folgender- 
mafien. Angenommen, sie sei fflr irgendein a y , als welobes man wegen 
des kommutativen Yerbaltens der Addition obne Bescbrankung der 
Allgemeinbeit w&hlen kann, nicht erfQllt, so bat man: 

I a o + <h I < I ®o I + I °i I ( m ^ Ausscblufi der Gleiobbeit). 
Andererseits: 

l®i H-H | < |a* | H-b |a fl | 

und daber: 

I a 0 + a n I = I °0 a l I + I a t 4" * * * + | 

< | a 0 I + I a i I + I a > | + ‘ * * + | a n I* 

3. Der rorige Satz gab eine obere Sobranke fflr | a ± a 1 1. Zur Ge- 
winnung einer unteren Sohranke bat man auf Grand des Satzes I: 

(12) | o | = | (a + o') — a' | < | o + a f | + | a f |, 

1 ) Die Bichtigkeit der hierbei benfltzten Beziebung: 

| la | *» X . | a |, wenn X > 0, 

welche einen epeziellen Fall des weiter unten bewiesenen Satzes 17. bildet, folgt 
nnmittelbar aus der Definition des absoluten Betrages, wegen ■ 
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wobei naoh (5 b) daa Gleichheilszeiohen. nnr gilt, wenn: 

a 1 2 = — V (a + a 1 ) ftlr l' > 0, 
d.h. 

(13) a' => = — la fllr 0 < 1 < 1, 

ttbrigena aach nooh fllr l = 1, d. h. ftlr a + a' = 0 1 ), da in dieiaem 
Falle die Beziehrmg (12) in |a| = |fl , | tibergeht. Maoht man die in 
dem eben betraohteten Falle der Gleichheit offenbar beBtehen.de Be- 
dingong | | ^ | o | anoh in dem allgemeinen Falle zur Yoraussetzung, 

so ergibt sich aus (12): 


(14a) | a + | > | a | — | a' | 

(wobei das Gfleichheitszeidhen nnr gilt, wenn a r = — la nnd 0 < l< 1), 
also eine nicht-negative untere Sohranke fdr | a + 1> 

ErBetzt man hier wieder a 1 dnroh —o', so wird anch 


(14b) 


a — a 1 1 > | a | — | a 1 \ 


mit der Bedingung: o' = la (wo 0 < l ^ 1) fllr den Fall der Gleichheit 
Vertansoht man in (14a), (14b) a und a', wobei dann | a' | > | a | 
angenommen warden mnB, so kann die Bedingung ftlr din Fall der 
Gleichheit, die zun&ohst lanten wflrde: a = ^ Va 1 (wo 0 < l' < 1), in 
die folgende nmgeformt werden: a' — T la (wo l 1). 

Da flberdiea nnter der Yoranssetzung | o' | > | a | statt | a 1 1 — | a | 
anoh 11 a | — | a 1 | j geschrieben werden kann nnd dieser Absolntwert in 
dem znvor betraohteten Falle | ® | ^ | a 1 | mit | a | — | a* | znsammen- 
fallt, so k a nn man dem voratehenden GesamtergebniB die folgende 
Fassnng geben: 

Satz IL 

Der absolute Betrag der Summe oder Different eweier Tcom- 
plexer Zahlen ist im aUgemeinen groper als der Ajbsohtiwert der 
Different der dbsoluten Betrage und nur in einem besonderen 
Falle gleieh diesem letsrteren. Man hat also im aUgemeinen: 

(15 a) | <* ± <* f | > 11 o|— l a> || 

und bet | a | > 0, | a' | > 0 nur dcmn:9) 


(15b) 


|a + o'| = | |a | — | o' 
la — a 1 |-||a|-|a' 


wenn a'=* — la 
wenn a 1 = la 


wo l reett und >0. 


1) Diutr Fell d + a'aO entiprioht dem in Satz I. dnroh die Vorauasetzung 
anBgeaohlouenen Falle a — 0. 

2) Bei a«= 0 bzw. a' —0 treten an die Stella der Gleiohnngen (16b) wieder 
blofle Identitftten. 
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Schliefilich. lasBen Bich dann die Satze I. und IL zu Hem folgeuden, 
alle Moglichkeiten berttckBichtigenden Satze zuBammenfassen: 

Satz 111. 

Ist 8 = + 1 oder = — 1, so hat mm stets. 

(16) 11 a I “ I11 ^ I a + sa ' | ^ | a I +1 <*' |i 

und ewar gfli bei | a | > 0, | a' | > 0 das Gleichheitseeichen 
rechts nur im FaUe a'—aXOf links im FaUe a' = — sXa, 
too X redl und > 0. 1st mindestens eine der Zahlen a, a r gleich 
-Hull, so gelten beide Qleichheitseeichen, indem sick die <foige 
Doppelbeziehung auf eine bio fie Idmtit&t redwsiert. 

4. Satz IV. 

Der absolute Betrag ernes JProdukies bztO. Quotienten etoeter 
komplexer Zahlen ist gleich dem Produkte bow. Quotienten der 
ab8oluten Betrage. 

Be we is Ist wieder: 

a = a + fit, d = + fi'i 

also: 

aa ' = (W — fifi ') + ( afi 1 + a'fi) i, 

bo folgt: 

| aa' | = (««' — jSjS')*+ W + «' jJ)’ 

= (««')’ + W)’ + + («'/})* 

= |a| , .|a'|* I 

also, wie behauptet: 

(17) \aa' | |a| -|a' I. 1 ) 


1) Mit Benfltzung dieser Beriehung lftfit rich der BeweiB yon Sate L merk- 
lich kflrsser, ale zutoi, in folgender Weise ftthren. Man hat danach, wenn man 
ron dem nnmittelbar zu erledigenden Ealle a = 0 abiieht, inn&chat: 


Betzt man. 
io wixd: 


| a + a' |«= a(*+y) —1«|- 




et r 

T- 1 ** 


Andereneits hat man: 



(i+vss+7n)* 


i+f+^+jyx 1 ^ 


1+ T|-( 1+ |7r|)“ ,( ‘~ 1/p + i * S)<0 . 


and daher: 
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Wendet man dieBes ReBultat auf die Bezielrang: 


an, so ergibt Bieh: 

also, wie behauptet: 
(18) 


t a 

a = a' —, 
a ' 


o| = |a'|. 4, 


= [^| (speaiell: 


ZuBatz L Dnroh wiederholte Anwendnng deB ProduktsatzeB er¬ 
gibt siob, daB allgemein: 

(19) I I = I 1 ’ I «a I ■ ■ ’ tI 

nnd daber insbesondere, wenn man jeden der w-Faktoren dnrch a 
ersetzt: 

(20a) | a w | = | a I". 

Da sodann: 


i — 4 


n |_i I —n 

Ch — \0>\ t 


so folgt schlieBlich, daB anch: 

(20 b) 

in Worten: Der absolute Betrag ezner Potenz mit ganzzaMigen Ex- 
ponenten ist gleich der entsprechenden Potenz des dbsoluten JBei/rages. 

Zusatz II. Setzt mam a und a' in die Form: 

a = ]a|.e . a' = | a' | • e 


au filer verm: /i = 0 and zagleich X^O, in weloliem Falle- 

KI-HtD’- 

wircL Somit iab- 

I o' I I o' I 

I a J — I o | 

-wo dai Gleichheitaz eichen nni im Falle o' = lo, Xj^O gilt, and dnrch Einaetssen 
dieier Bessiehang in die erste Gleichnng findet man: 

|o + o'|^|o|(l + |^-|), 
also mit Bentltzang Ton (17): 

wo wiederum daB Gleiohheitszeichen nnr gilt, wenn: 

o'«Xo nnd X^>0. 
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bo folgt mit Benfitznng deB Satzes IV: 

«<•'=I«“T ('„'„•)» £=• 

nnd daher wegen der Eindentigkeit jeder Zer! 
nnd Einheitsfaktor (S. 552): 

( 21 ) 


a I e « 
o' e > 

l a 

egnng in absolnten Betrag 


e .= e_e 

aa 


a v d'» 


e =—? 

SL e-' 


d. h. der Einheitsfaktor ernes Produktes lew Quotienten zweier kom- 
plexer ZaMen ist gleich dem ProcUikte lew. Quotienten der betreffenden 
Phriheitsfaktoren 


§ 73. Komplexe Zahlenfolgen nnd Grenzwerte. — Die Be- 
ziehung lim a v — oo.— Hftufungszahlen. — Komplexe Doppelfolgen. 

r->» 

1. Eine nnendliche Folge komplexer Zahlen a 0 , • • • a v1 • • ■, kfirzer 

geschrieben (a v ), soil Tcowvergent heiBen, wenn zn jedem £ > 0 eine 
natfirliche Zahl n exiatiert, derart daB: 

(I) fttr p = l,2,3...... 

DieBe Definition stimmt wdrtlich mit der entsprechenden far 
reelle rationale Zahlen (§ 22, (1), S. 125) iiberein. Es bedarf daher 
wohl kanm der Bemerknng, daB Bie, analog wie jene, naeh Bedarf 
anch durch jede der folgenden erBetzt werden kann: 

(H) | a n+(f -aj < a ftlr p = 1, 2,3,... ■ 

(HI) !«„+*—»J<« fflr v > », p = 1,2, 3, • • • •. 

Anch ergibt Bich ans der tTbereinstiminnng dieser Definitionen mit 
den entsprechenden ftir reelle Folgen, dafi anch die dort (§ 22, § 27) 
bewiesenen Satze fiber die Komergene jeder TeUfolge, sowie jeder dnrch 
rationale Operationen ana mehreren konvergenten Folgen eusammen- 
geseteten Folge erhalten bleiben. 

Im fibrigen ist die Konvergenz der Folge (a r ), Wenn gesetzt wird: 

( I ) 

anch voTlstandig fiquivalent mit der Konvergenz der beiden reeUen 
Folgen (a v ) xmd (fij. Aub 

I a '+t - I = I (<*. +( - “,)+(/3, +( - §,)i I 

folgt n&mlich: 

| _ p J <} I a r+f = I a J 

sodafi gleichzeitig knit der Beziehnng (I) stets anoh die beiden 
folgenden beBtehen: 

( 3 ) II 

yrelohe auBS&gen, dafi die beiden Folgen (a,), (0,) konvergieren. 



560 Abachnitt IH Kap. L Komplexe Zahlen, Zahlenfolgen and Grenzwerte. Nr. & 

Umgekebrt wflrde sick aus den beiden Ungleiohnngen (3) die 
Beziehung ergeben 1 ): 

(4) I»,+,-»«IS 8*, 

welche ja wiedernm die Konvergenz der Folge (fl y ) nach sich ziebt. 
Hiemach gilt der Satz: 

Die notwendige und hmreichende Bedingung fur die 
Konvergenz der Folge (a y + fi v i) besteht in der Komergene der 
beiden Folgen (a y ) und (/3J 

Da 11 a H+f | —'| 11 ^ | — <* n |> 80 folgt, daB gleicbzeitig mit 

der Folge (o y ) die ans den abBoluten Betragen gebildete Folge (| a y |) 
Tconvergiert. Die Konvergenz dieser letzteren Folge bildet also eine not- 
taendige (aber offenbar nicht hmreichende ) Bedingung fdr diejenige 
yon (a v ). 

2. Wir gagen wiedernm analog wie bei reeilen Folgen (§ 26, Nr. 1, 
S. 160), die Folge (a y ) beeitze ffir v —> oo den Ghrenzwert a, in Zeiohen: 

(5) lima y =a, 




wenn eine Zabl a yon folgender Bescbaffenheit existiert: Zn jedem 
£ > 0 Boll eine nattirliche Zahl n vorbanden sein, derart dafi 

(6) | a — a y | ;< s ftir v >n 

Aqoh hier ergibt Bieb wiedernm obne weiteres auB der tFber- 
einBtimmnng der Definitionen die GKlltigkeit der fQr reede Folgen 
bewiesenen Qxenzwertbeziebnngen (§ 28, Nr. 3, S. 169/70, Gfl. (12) — (16)). 

Setzt man a = a + bo folgen ans dieBer Bedingung dnrcb 
die namlicbe ScblnBweise, welcbe znr Herstellung der Ungleicbnngen (3) 
ans der YoranBBetzung (1) diente, die beiden Beziebnngen: 

(7) 1/5 — | * (fflr v > w), 

welobe offenbar mit den folgenden beiden aquivalent Bind: 

(8) lim a v — a, lim j8 y = 0. 


r ->■ oo 


1) Obiobon prinzipiell belangloa, sei der Vollft&ndigkeit halber erw&hnt, 
dafi man ana den Yoranaaetznngen (8) aogar sohliefien kann, dafi: 

Ana (8) folgt nfljnliob: 

0 * n +? **•»)* — ®* 

iP»+Q “ft*)* — a * 

nnd hiexana dnrdh Addition: 
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Umgekehrt folgt aber aus (8) bzw. (7) — wieder durch die in 
Nr. 1 angewendete SchluBweite — die Beziehung: 

(9) \a — aj< 2e fiir v> n, 
also schlieBlich ■ 

(10) lim a y — a = a + fit. 

v+co 

Da die Konvergenz der Folgen (a y ), (/3J die notwendige und hm- 
reichende Bedingnng fiir die Existenz der Grenzwerte lim a y , lim (l v 

y->ao oo 

bildet (§ 28, Nr 1, S 167/8), andererseits aber mit der Konvergenz , der 
Folge (a v ) vollstandig equivalent ist, bo lasBen Bich die vorstehenden 
Ergebniese folgendermaBen zusammenfassen: 

Die notwendige md hmreichende Bedingtmg fur die 
Existenz ernes bestimmten Grmzwertes lim a yf wo a y = cc y + fi y i, 

oo 

besteht in der Konvergenz der Folge (a y ) bzw. m der darnit 
aguivodenten Konvergenz der Folgen (a y ), (ji y ). Zugleich hat 
mm: 

(11) lim (<*„ + P v i) = lim a v + i • lim j8„. 

00 y->00 


Wegen 11 a | — la 11 <|a — a y | ergibt siob, daB im Falle a — lim a y 

I v I y->oo 

auch | a | = lim | a | wird, d. h. es bestebt allemal die Beziehung: 

oo 


( 12 ) 


lim a y = lim | aJ, 

r-Voo »-><*> 


wenn der links stehende Grenzwert im engeren Sinne existiert. Die 
Existenz des rechts stehenden ist also hiei^u nohvendig, aber o'ffenbar 
im allgemeinen nickt hinreiohend. Setzt man nSmlich (b. § 72, Gl. 4, 
S. 552): 


a — \a m 


so erkennt man, daB, abgesehen yon dem Falle lim a f = 0, fUr die 

r->- oo 

Existenz von lim a auBer derjenigen von lim | a y | anoh noch die Existenz 
h«i * m 

von lim e a erforderlich ist. 

y->oo 

3. Jede nicht-konvergente Folge komplexer Zahlen (a v ) bezeidhnen 
wir wieder alB divergent. Dabei wollen wir zunaohst den Fall ins 
Ange fassen, d ft B die Folge der absoluten Betrage eigendieh divergiere 
(b. § 26 am Ende, S. 164), daB also: 

(13) lim|aJ=+oo. 

y->- «• 
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Man B&gt in dieBem Falle, die komplexe Folge (a v ) divergiere nach 
JJnendlich und drfickt dies dnrch die Schreibweise ans: 

(14) lim a v = oo. 

oo 

Man bemerke, dafi dieBOB Zeichen oo (ohne Vorzeichen) eine weBent- 
lich andere Bedeutnng hat wie bisher, wo wir es lediglich als Ab- 
kflrzung fQr + oo gebrauohten 1 ), geradeso, wie wir ja bei poBitiyen 
Zahlen das Vorzeichen + wegzulassen (bzw. als sdbstverstcmdlich zu er- 
ganzen) pflegen, falls ob Bich nioht nm die direkte Hervorhebnng des 
Gregensatzes gegen negative ZaMen handelt. Und wir konnten dieB ohne 
Bedenken tun, da ja andere Begriffe alB die mit + oo und — oo 
bezeiohnetdn bisher tiberhaupt nicht definiert waren und sicher kein 
LeBer jemala auf den Gedanken gekommen sein dUrfte, ein Bolches 
oo ohne Vorzeichen als Abktirzung ftLr — do aufzufassen. Dagegen 
gewinnt ja durch Einfdhmng der Schreibweise (14) flir die durch 
Gl (13) praziser bezeichnete Aussage das Zeichen oo eine neue, weBent- 
lioh weitere, man kSnnte sagen toeniger iesUmmte Bedeutung, und 
wir hatten yollst&ndiger Eorrektheit zuliebe in Gl. (14) schon auB- 
driicklich v — ► + oo statt v —> oo Bchreiben mftBsen. Wenn wir 
hierron abgesehen haben und auch in Zukunfb davon absehen wollen, 
so geschieht dies, weil in dem yorliegenden Zusammenhange v nn- 
verkennbar als Zeichen fQr positive ganze Zahlen auftritt und daher 
die Bezeichnung v —► oo fiberhaupt gar mchts anderes bedeuten 
Tcann wie v —> -f- oo (andera ausgesprochen, da ja hier v und | v | zu- 
sammenfallen und daher die Schreibweise lim v = oo, d. h. nach 
(13), (14) soyiel als: lim | v | = + oo, schon dasselbe besagt wie 
lim v = + oo). 

Obsehon der Inhalt der Beziehung (14) durch Gl. (13) yollBtandig 
gegeben ist, so mogen zu genauerer Orientierung noch die folgenden 
Bemerkungen dienen. Beduzieren Bich die a v auf reeUe Zahlen, so Tcann 
natttrlich Gl. (14) die Bpezielle Bedeutung yon 

lim ^ = + 00 oder: lim a v — — 00 

besitzen, wahrend im allgemeinen lhr Inhalt denjenigen der folgenden 
drei Beziehungen umfasBen kann: 


1) Vgl. § 10, Nr. 4, G-L (18), 8.164. 
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§ 78. Die Beziehxmg lim a y ■> oo. 

*->■00 

(15) lim | a v | = + oo, lim a v = — oo, lim a v = + oo 
*->■00 *->® *+<* 

(z. B. a y = (— l) v • v) Sind die a y wesentlich komplecc , so erBtreckt sich 
die Unbestnnmtheit deB Unendlichwerdens, die ja bei reellen a v anf daB 
Voreeichen (den Faktor + 1 oder — 1) beschrSnkt ist, auf den (kom- 
plexen) EiriheitsfaMor, iiber deBsen Yerhalten bei unbegrenzt wachaen- 
dem v die DefinitionBgleichung (13) keinerlei YorBchriffcen entbalt. Auch 
Bei bemerkt, daB die Beziehung (14), wenn geBetzt wird a v = a v -\-(Si, 
nocb mobt einmal das Bestehen einer der beiden Beziehnngen: 

lim a = oo, lim B = oo 

v f ' y 

v-*oo v->-oo 

im Sinne yon GL (14) erfordert. Setzt man z. B.: 

a T = 1 + % + v • i v f 

also: 

% = i + K = l 

Vn -1 ' + + 

bo folgt zwar: 

lim a v = — oo, lim p v = — oo 

*->oo *->oo 

lim a t = + oo, lim /3 y = + oo, 

*->00 *->00 

nichtsdestowemger ist weder (im Sinne von Gl. (14)) lim a v = oo, noch 

*->ao 

lim = oo, da jede der Folgen (a y ), (/3 y ) unendlich oft die Zahl 1 

*->ao 

enthalt Dagegen bat man. 

<+^= 2 +M 2 <‘+ 2 -(- i >'‘) 

“.V+1 + Pi+t = 2 + (2f + 11 (2f* +1 + 2 • (- iy) 

und daber: 

lim | a v | = + oo, also: lim a y = oo. 

*->ao *->oo 

Bs muB auffalien, daB die der Beziehung (14) zngronde liegende 
Scbreibweise in direktem Widerspruch mit gewisben biBherigen Fest- 


1) bemerke, daB die Bedingnng lim | a y | ■=+ oo unter der Voraueietzung 

*->oo 

(14) 8tet8 erfflllt mid ihre auBdrflckliohe Erw&hnung in dem obigen Zusammen- 
hange keineswegs tlberflilBsig ist. Denn hktte man nur. 

lim o y go—oo, lim a y =»+oo, 

bo kdnnten die a y noob beliebig viele endliche Limites (Hluftmgizahlen) besitzen. 
Andererseits mufl unter der Vorauwetzung (14) Btets mindestena eine der beiden 
letzten Beziehnngen bestehen. 
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eetzungen steht. Insbesondere haben wir fr fiber bei der Betrachtung 
reetter Zahlenfolgen unter die Bezeichnung n Existent eines Grenzwertes 
im tceiteren Smne a (§ 26, Nr. 4 am Ende, S. 165) ausBchliefilioh die 
FSlle dee Unendlichwerdens mit bestimmtem Vorseichen 1 ) aufgenommen, 
nicht aber diejanigen, welche nur dnrch die Bedingnngen (15) charak- 
terisiert sind. 

Die Yeranlassung zu dieser einigermafien befremdliohen Inkonse- 
qnenz liegt in gewissen Zweekmafiigkeitsgrfinden, deren Tragweite zu- 
meiat erBt in der Furiktionerilehre zum Ausdruck kommt. Zu vorlaufiger 
Erlauternng sei indessen folgendes bemerkt. 1st (c v ) eine komplexe 
Folge mit einem von Nutt rerschiedenen Qrenzwerte, etwa: 


lim c v = c, 
»->00 


so konvergiert aucb die Folge und zwar hat man: 

lim —== — 

y -V 00 S ® 

und umgekehrt. 

Diese yollkommene Reziprozitat zwischen den Folgen (c y ), 

emerseits und den zugehSrigen Grenzwerten c, andererseits erleidet 
eine AuBnahme, wenn: 

(16) ^ c v = 0. 

TJm diese Lflcke auszufdllen (was sich zur kfirzeren und fiber- 
sichtlicheren Formulierung gewisser Ergebnisse der Funktionenlehre als 
zweekm&Big erweist), ordnet man der Folge ^ eine neue „ttneigent- 
Uche a Zahl als QTenzwert zu, die wir etwa fttr den Augenblick mit co 
bezeichnen wollen, also: 

(17) 

Da Bodann (s. Ql. (12)): 

lim | o v | = | lim cJ = 0 

r-> oo v->oo 

und daher: 

lim — = + oo, 

*-->» C r 

so hat man naoh QL (13), (14) andererseits: 

(18) Hm oo (ohne Yorzeiohen), 


l 

V+ao C v 


Jim — = ra. 
c 


1) Die entaprechmde Forderong ffir komplexe (a,) lrfirde alio in der Exiiteni 
von lim e_ bestehen. 
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sodafi also dieseB Zeichen oo die Eolle der oben vorlaufig mit a be- 
zeichneten „uneigenMichen u ZaM apielt, welche in diesem Zusammenhange 
(ankntipfend an geometriscbe Yorstellungen) ancb Bchlechthin als die 
„SteUe Unendlich" bezeiohnet za werden pflegt. 

Sohliefilich mag dann noch die Einbeziehnng der doreb G1 (14) 
bzw (18) dargestellten Eventualitat in den Begriff der Grenzwert- 
eccistenz erforderlichenfalls durch den Ausdruck }} Existene ernes Grenz- 
wertes im weitesten Swine" charakterisiert werden. 

Auch erscheint es gelegentlicb zweckmaBig, die Bezeichnnng „eigent- 
lich divergent tl auf solcbe kompleze Zablenfolgen auszudehnen, bei denen 
mindestens die Folge der reeUen Oder diejenige der yon dem Faktor % 
befreiten imagmdren Bestandteile eigentlich divergiert. 

4. Der Begriff dea Grenzwerts ist auch bei Tcomplexen Folgen einer 
analogen Yerallgemeinerung ffihig, wie bei reellen. Doch wollen wir, da 
wir ja von der in § 69, Nr. 1, S. 525, erwiesenen Moglichkeit, die kom- 
plexen Zahlen als emfache Mannigfaltigkeit zu ordnen, wie a. a. 0. schon 
bemerkt, keinen weiteren Gebrauch zu machen gedenken, davon abBehen, 
die Begriffe des unteren und oberen Limes auf komplexe Zablenfolgen zu 
Ubertragen und beschranken uns in dieser Hinsicht auf den Begriff der 
Haufmgseahl. Wir wollen also zeigen, daB jeder beliebigen komplexen 
Folge (oj, yon der zunachst nur angenommen werden soli, dafi die 
| a y | unter einer endlichen Schranke bleiben, mindestens eine Emfungs- 
mhl zukommt, d. h. es gibt mindestens eine beBtimmte Zahl a yon der 
Beschaffenheit, dafi ftlr unendlich viele Glieder a n ^ der Folge der ab¬ 
solute Betrag | a — a n ^ | beliebtg Idem wird. Bei dieBer Fassung erscheint 
a auch dann als HmfmgssaJd , wenn unendlich viele Glieder oder bo- 
gar auch cdle von einem bestimmten ab gleioh a Bind, da ja ftlr alle 
diese geradezu | a — a n | = 0 wird. Ist allgemein a v = a v + (J y i } so 
besitzt die reelle Folge (a v ) mindestens eine Haufongszahl a 1 ), und 
es lftfit sich daher aus der Folge (a y ) eine Folge (a^) in der Weise 
herausheben, dafi: 

(19) = 

Die unendliche Folge (/S^) besitzt dann mindestens eine HaufungB- 
zahl und es besteht danach filr eine aus der Folge (jS^) pasBend 
herausgehobene Folge (/y die Beziehung: 

(20) lim/S =/9, 

. _ y->-® y ' 

11 M&glioherweUe nur in dem zuyoi betraohteten Binne, dafi dnrchweg a 
(etwa ftlr v ^ m), ru im flbngen fttr die weitere Bohlufiweise ohne Belwag iet. 

87* 
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w&hrend andererseits ftir die entsprechend ana der Folge ) heraua- 
gehobene Folge (cc n J die Beziehang erhalten bleibt: 

(21) lim a = a 

V-Voo 

Hiemaob ergibt sich: 

Im(o +j} j) = a + |3» 

r-> oo * v 

oder ; wenn a + /3i = a geaetzt wird: 

(22) lim a = a, 

*->ao y 

sodaB in der Tat | a — | ftlr alle hinlanglich groBen v beliebig klein 

wird, also a eine Haufungizahl der Folge (a v ) ist. 

Besitzt eine Folge (cp v ), deren | a v | unter einer endlicben Schranke 
bleiben, nur eine eineige Saufungseahl a , so ist sie offenbar konvergent 
und a ihr Orenzwert 

Bleiben die | a* | nicht unter einer endlicben Schranke, so hat man 
zum mmdesten? 

(23) lim | a v | = + oo, 

00 

und kann daher aus der Folge (| a v |) eine Folge (| |) bo heraus- 

heben, daB: 

lim | a | = + oo, 

»->oo 

also naoh GL (14): 

(24) lino =oo. 

r-V» y 

In diesem Falle bezeichnet man die ,,uneigentliche t( Zaihl oder 
Stelle oo als JSHufmgseaM oder -stede der Folge (a v ), welche im iibrigen 
nooh beliebig yiele endhche HaufuDgs zahlen besitzen kann. Das letztere 
ist offenbar dann. und nur dann nicht der Fall, wenn nicht nur die Be- 
ziehung (23), sondem die folgende besteht: 

(25) lim | a v | = + oo, 

v->» 

also: 

(26) lim a v = oo. 

»->00 

5. Auoh der Begriff der Doppdfolge , insbeso'ndere der konvergenten 
Doppelfolge und des Doppdlimes bzw. der iterierten Limites lilfit sich 
nach dem Vorbilde des in Nr. 1 und 2 liber einfache komplexe Zahlen¬ 
folgen und deren Grenzwerte Gesagten und im AnschluB an die ent- 
sprechenden Auseinanderaetzungen fiber reelle Doppelfolgen (§ 40, S. 253 ff.) 
ohne Schwierigkeit auf komplexe Zahlen dbertragen. 
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Versteht man unter eine Doppelfolge komplerer Zahlen, bo 

mag zunachst deren Konvergene mit Bentitzung der Fassttng (I), S. 255 
(wenn man daselbst g = n q, v — n- j- tf setzt), durch die Bezielinng 
definiert werden: 


(27) 

1st dabei: 

(28) 


r«+ff)_ (n) 

a (»+p) a n 


< 8 ftir: | 


Q = 0 , 1 , 2 , 
<s = 0 , 1 , 2 , 


,w 



so ergibt sich mit Hilfe der in Nr. 1 dieses Paragrapben angewendeten 
SchluBweise, dafi die duroh die Bedingung (27) definierte Konvergene 
der komplexen Doppelfolge (a^) vollstandig aguivalent ist mit der- 
jenigen der beiden reellen Doppelfolgen and 

Definiert man ferner die Existenz ernes bestimmten Doppdlimes a 
der a^\ in Zeiohen: 

(29) lim a £ v) = a = a + |8 i, 


nach Analogic der Formel (2b), S. 254, darch eine Beziebung von der 
Form: 


(30) 


(«+a)_ < a fUj.; . 

n+p = 


Q = 0 , 1 , 2 , 
tf = 0, 1; 2, 


1 


so findet man bieraus: 


(31) 


lim a^cac, lim/J^°«/J, 


und umgekebrt zieben die beiden letzten Beziebungen wieder die 
Beziehung (29) nacb sicb. Da andererseits fttr die J Existenz der beiden 
Grenzwerte (81) die Konvergene der beiden Doppelfolgen \a^‘j 
notwendig and hinreichend ist, so findet man, mit Bentltznng des zuvor 
fiber die Komergene der Doppelfolge Gesagten, scblieBlich* 


(82) 


Die notwendige und hwreichende JBedingung fur die 
Existme ernes mdhehen DoppeUimes lim (a^ + i) besteht 

fl t V ->■ co ' ^ l* • 

in der Konvergene der Doppelfolge (a^ + fij? i), welche eusammen- 
ftittt mit der Konvergene der leiden reellen Doppelfolgen (tf?), 
und mm hat sodann: 


lim 




M + Pm 


(V) 


) = lim a , ’ ) 


+ i • lim /3 


W 
/* ' 


In ganz analoger Weise lassen sich auch die Uerierten Limites 
der Doppelfolge (a^ + f} t v) i) anf diejenigen der reellen Doppelfolgen (a^), 
(jS^) zurttekffibren. von den auf diese Weise sich ergebenden Be- 
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ziehungen wollen wir nur den folgenden, aus § 43, Satz (la), S. 284, 
unmittelbar hervorgehenden Satz, ala fflr die Anwendungen wichtigsten, 
hervorheben: 

Wenn der DoppeUimes lim und die einednen Zeilen- 

I* 

bow. Kolonnetditmtes (im engeren Sinne) existieren, die einssdnen 
Zeilen also Tconvergieren, so bestehen die JBeziehu/ngen: 


(33) 


lim lim a 

r->00 

lim lim a 


w 


(V) 


= lim a 


(*) 


t*,*- 


Zngleioh ist, wie durch Spezialisierung dee Satzes (lib) von § 43, 
S. 290, sich ergibt (vgL hierzu S. 279, letzter Absatz), fflr die 
Existenz eines mdlichen lim a (v) Mnreichend, daB die Eonvergenz der 

v-><® 

Zeilen bzw. Eolonnen eme gleichmaflige ist (s. § 42, Nr. 8, S. 275) 
und dafi der betreffende iterierte Limes im engeren Sinne existiert. 


§ 74. Grenzwerts&tze fiir komplexe Zahlen. 

1. Die Beziehung (s. § 73, GL (11), S. 561): 

(1) lim ( a v + (i v i) = lim a, + i lim § v 

y->co *->oo *->oa 

gestattet offenbar, gewisse frtLher fflr reette Zahlen bewiesene Grenz- 
wertsatze obne weiteres anf komplexe Zahlen zn flbertragen. 

Yersteht man jetzt unter (a y ), (5J, • • • , (fc y ) irgendwelohe kon- 
vergente Folgen hmplexer Zahlen, unter B (a y , b v •••, fc„) einen aus 
a v) &„,•••, \ zusammengesetzten begrenzten rationdlen Ausdruck (vgl. 
§ 22, Nr. 8, S. 133), so findet man unter der Yoraussetzung, dafi keiner 
der etwa auftretenden Nenner den Grenzrwert 0 besitzt, flberemstimmend 
mit Formel (15), § 28, Nr. 3, S. 170: 


(2) itflim a v , lim b v , ■ • •, lim fc \ = lim R ( a v ,b v , • • •,&„), 

V.r-^oo v-> oo »-> oo J *->eo 


worauf schon in § 73, Nr. 1 hingewiesen wurde und wie sich fiber- 
dies mit Benhtzung von GL (1) unmittelbar ergibt, wenn man be- 
achtet, dafi auf Grand der fflr komplexe Zahlen geltenden Rechnungs- 
regeln als reeller und (vom Faktor i befreiter) imaginarer Teil eines 
aus Jcomplexen Zahlen zusammengesetzten rationalen Ausdruokes zwei 
aus redden Zahlen gebildete Ausdrfioke derselben Art ersoheinen. 
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Dea weiteren erkennt man, dafi der als Hawptsate bezeichnete 
Grenzwertsatz von § 37, Nr. 3, III (S. 229/30, Gl. (13)) ftlr komjplecce a y 
zunfichst in der folgenden Form gilt: 


Sind die M v reeU md monoton , lim M v = ± oo, so hat 
man stets: 

(3) 1 ^]r =I ™ ar-K . 

v->oo r y-»-co ■“*> y —1 

sobcdd der rechts stehende Limes im engeren Smne existiert, 


and ebenso der ftir M y = v resultierende speziellere (,,Cauohysohe“) 
Grenzwertsatz (a. a. 0. Gl. (14)). 

Es ist 1 

d 

(4) 1 im « lim (a y — a v-1 ), 

*-►00 r->eo 

sobaZd der rechts stehende OrensweH im engeren Sinne 
existiert 


Die beiden S&tze behalten aber, wie wiedernm die Zerlegong in 
reelles und imaginares zeigt, aucb noch im Falle: 


(B) 


bin 

V->CB 


a v~ a y — 1 

i 


= oo bzw. 


lim (a y — a v _ 1 ) = oo 

y->■ oo 


Gflltigkeit, falls mindestens der reelle oder der (vom Faktor i befreite) 
lmaginare Toil den Grenzwert + oo oder — oo besitzt, also die Folge 

Bzw (a v — a y-1 ) eigentlich dwergiert (§ 73, Nr. 3, 

S. 565). V 1 

Auch kann man dem Cauchysoben Satze, wenn man a y duroh 
w 0 + «i + • • • + w v ersetzt und im Nenner v + 1 statt v sohreibt, analog 
mit § 46, Nr. 1, GL (4), S. 305, die Form geben: 


( 6 ) 


Es ist: 


lim 

V ->00 


M 0 + M 1 + 

V + l 


+ W y 


= lim w y , 


mit anderen Worten: das anthmetische Mittd emer uribegrentt 
fortsetebaren Folge (w y ) bdiebiger hmplexer Zahlen besUet den 
Qrengwert lim u vt falls dieser letetere endlich oder in dem so- 

eben ndher beaeickneten Sinne unendlich ausfcUlt 


Dabei sei wiedernm noch ausdrdokboh darauf aufmerksam gemacht, 
dafi diese SStze nicht umkehruar sind, d. h. dafi die Ezistenz des links 
stehenden Grenzwertes keinen SchluB auf diejenige des rechts stehenden 
gestattet (vgL § 87, Nr. 3 am Sohlusse, S. 280 und § 45, Nr. 1 am 
Sohlusse, S. 305). 
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Beachtet man ferner, dafi beim Beweis der in § 37, Nr. 4 (S 231, 
GL (17), (18)) enthaltenen VeraUgemeinerung des dortigen Hauptsatzes 
(GL (13)) bestandig nur mit dbsoluten Beiragen operiert wird und dafi 
alle dort gemachten Scblfiase unveranderte Geltung bebalten, wenn 
man die dort mit a y) b yJ A bezeichneten reetten Zablen durcb beliebige 
homplexe eraetzt (wahrend die daselbst mit B bezeichnete Zahl 1 ) redl 
und positw bleibt), bo gewinnt man fiir den bier in Gl. (3) entbaltenen 
Satz die folgende VeraUgemeinerung: 


(7) 

( 8 ) 


1st fur komplexe a y , b v : 

1 I 

lim W \ = + oo und fUr jedes n : r- | b y ~ b v _ i | <B 2 ), 
so hat man: 

lim j~= lim j—z -> 

r->oo °y r->- oo °v °v — 1 

toenn der rechts stehmde Grenzwert endlich ausfalU 


Da die zweite der Bedingungen (7) offenbar erfUllt ist, wenn 

I I I 

j- yj | b v — & v , | im engeren Sinne existiert, und da das letztere 


naeb dem „Hanptsatze“ sicher der Fall ist, wenn die I b I mit v monoton 

ins Unendlicbe wabhsen und lim ,-U-t— , £ - ~ - 1 ■ , im engeren Sinne exi- 

I I—I i | e 

stiert, so ergibt eich als Spezialfall des soeben ausgesprochenen Satzes 
der folgende: 

Sind (a y ), (6 v ) Tcomplecce Zahlenfdlgen und tvachsen die | b v \ 
mit v monoton ins UnendHiche , so hat mam: 

*»—i 


(») 


i ■ a v , • a a 

lim j- = lim —r 

"v y-Vos 


wenn der rechts stehende Grenzwert und aufierdem 


K-b. 


y—1 




i»» engeren Sinne existiert .•) 


1 ) Auf B. 888, Zeile 1, steht infolge einee Druokfehlers: G 4-1 atatt; 

J3 + 1. 

8 ) Anders auagesprochen: 

Em iL |<+oo 

«-►» °n I AmJ 

8 ) Der Yollat&ndigkeit halber sei nooh erw&hnt, dafi auch die Gflltigkeit der 
Grenzwertafitze von ft 69, Nr. 8, S. 492, und § 68, Nr. 2, S. 461, fflr komplexe a v 
durch Trennung des reellen und imagin&ren unmittelbar erkannt wird. 
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2. Mit Benfitzung dieses letzten Ergebnisses wollen wrr noob den 
folgenden Satz beweisen, welcher eine bemerkenswerte Verallgemeinenulg 
des Cauchysohen Grenzwertsatzes in der Fassung von Gl. (6) bildet: 

Sind a, 6 ewei bdiebige kojnplexe Zahlen, wdche nur der 
Beschrankung mterworfen sind: 91 (“p;) > 0 1 ), ist fenter (w y ) 
eine komplexe ZaMenfolge und: 

lim (au n + b + = u (d. h. encUich ), 


( 10 ) 

(U) 


so hat man 


lim u n = lim 

n->cc n ->■ oo 


n +1 

**0 + w i + ' ■ ■ + u n u a 


n+1 a+6 

Beweis: Setzt man: 

5 X 6=7 ( wo also: 91(c) > 0) 


•’) 


und daher: 


i _i 
a + 6 “ 1 c’ 


( 12 ) 


so nimmt die Yoraussetzung(lO) nach Division mit a + 6 die Form an: 

r (1 . (i l\ tt O+ M i + + «* 

(7 ■ “■+1 1 — 

«>ao N** ' 

Sebzt man feraer: 

tt o+“i+ +“ v 


n + l 


A u 
/ = o + 6 


(13) 

also: 
so wird: 


V + 1 


= ) (v = 0,1,2, • ■ ■ •), 


«„ = (« +1) sn («„) —n@n 


(14 ) i-« n +(l-i) 


1 \ w 0 + u x H- \-u n (c+n) s>7?(u n )—n8tfZ (!*„_.,) 


M+ 1 


Wir multiplizieren Zahler und Nenner des letzten Ausdruoks mit 
dem Faktor ( c + w ~ 1 )( fl + w ~~ 2 ) ”' und bedienen uns fflr die weitere 

Ml 

DarchfUhrung einer abgektirzten Bezeicbnung, welche genan derjenigen 
fiir die Bvnomialkoeffmenten bei ganzem positiven Exponenten n naoh>- 


1) Daunt ist implizite gesagt, dafl | a | > 0, | a + 61 >■ 0. 

2) Insbesondere gendgt also scbon die (fdr o = resultaerende) Voraos- 

lim K+—m—J" !u ' 


um daraus zu sohlieflen, dafi: 


lim u y ob lim 


V + 

«o+“i + - • • + ** 
v + 1 
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gebildet ist (vgL § 14, Nr. 4, S. 88, 89, Gl. (6), (7)), d. h. wir setzen, wenn 
c eine beliebige komplexe Zahl bedentet: 

c (c—l) • • • (c — k +1) 

(15) 


(<0i 


1-2 


(ft = 1,2, 8,...) 


1(4 


l. 


Aladann ergibt sioh zunfiohst mit Hilfe der angegebenen Multiplikation: 
+ J (o+w^SKCm,,)—( o+n—l) tt _ 1 SW(u M _ l ) 

o “ (c + »-l) M 

Nun flndet man aber auf Grand der Definition (15): 

(4 + H_, = C-=^ ±1 + i)W i - 1 

(17) = c±l c(o-l).•«(<?—ft + 2) 

k ‘ (ft—l) 

= (c+l)* (ft = 1, 2, 3, • • •), 

d. h. die (o fe ) gentigen bei beliebiger Wahl von c genau derselben Re- 
kursionsformel wie im Falle c = m, wo n eine natttrliche Zahl (vgl. § 14, 
S. 90, GL (12)). Da hiernaeh msbesondere: 

(18) (c + » -1)„ + (c + n -1),., = (e + »)„, 

so l&fit sieh der Nenner (c + » — l) n des Ausdrucks auf der rechten 
Seite von GL (16) duroh: (c + n) B — (c + n — l) n _ 1 ersetzen, sodafi 
GL (12) mit Bertickflichtigung von Gl. (14), (16) die Form annimmt: 

< 19 > !z --!+*■ 

Um schliefilioh auf diesen Ausdruok den letzten Satz der vorigen 
Nummer anwenden zu kftnnen, hat man nur naohzuweisen, dafi 
| (c + w) n ] mit n monoton im Unendliche wachst und dafi 

(c + n) B — (o + n—l) n _ t 


lim 


«■>. |(c +»)«| —|(c + «—l)„_i 
im engeren Sinne eodstiert. 

Man hat nun: 

| (c+n)(o+n--l)-..(c + l) 

1 • 2 


I (?+*), 


c -f-1 


c + n—l 


c + w 

— 1 


n—1 


n 


let Bodann o = y + di, wo also: jft (c) = y > 0, bo folgt: 


c +n 


y+n 


> 1 , 


sodafi also in der Tat | (c + n) B | mit'n bestandig zunimmt. Da fiberdies: 

!(«+•*).! ^(i +i)(i +i) ••• (i + £)> l + 


so findet man: 
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Femer ergibt sich mit Bentttzung der Rekursionsformel (18): 

| ( fl + w ) w —(c + n—!)„_! | |(c + n—1),! 

| + + | ^ | (o + *)« |-| («+»-!)„_ 11 

und, wenn man zunachst Zahler nnd Nenner des letzten Ausdrnokfl mit 
nl mnltipliziert: 


(c + w^-Cc + n-D^I _ | c+n— 1 1. |c+n—2 || c| 

(c+n)«| — |(c+n— l) w _ 1 1 |c+n|.|c+n—1|... |o+lj—|c + n—l|.|c+n—S|- 


|o+l -n 


also: 

( 21 ) 


= c 


c + n |—n 

c+n | + n 


c+n |*—n* 

— I I . i fl +» 1 + n 
' C ' Syn+y* + £** 


( C ~t~ n ) B —( c + w —l I __ I 01 

n-y« |( c + n ) B |“|(«+*»- 1 ) B -i| V 


lim 


6oda6 also die fraglichen Bedingungen erfdllt sind. 

Die Anwendung dee betreffenden Grenzwertsatzes anf die linke 
Seite von Gl. (19) gibt somit: 


( 22 ) 


lim 

n-V oo 


(c + n)„6^(u w ) 
(o + w) M 


lim Sit (w B ) 


u 

a+6' 


worauB dann durob Einsetzen in die Yoranssetzung (10) weiter folgt: 

6u au * 
a+6 0 +& 7 


lim au = w 


n-yoo 


also sohlieBliob, wie bebanptet: 

(23) lim u =—rr- 

V oo n «+& 


Kapitel U. 

Unendliche Reihen mit komplexen Gliedem. 

§ 75. Eonyergenz und Dlyergenz. — Absolute und unbedingte 
Eonyergenz. — Summon unendlich yieler absolut konyergenter 
Reihen mit komplexen Gliedem. — Hultlplikation komplexer 

Reihen, 

1. Bedentet (a„) eine unbegrenzt fortsetzbare Folge komplexer 
Zahlen and setzt man: 

(1) a 0 + <h + • • ■ + % = s v (y =» 0,1, 2,.), 
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so heifit wiederum die unendliche Reihe: 


a o + a i + * * + + 

Convergent und s ihre Sumnte, in Zeichen: 


go 

2 ,a ' =s > 


wenn die Folge der s y konvergiert und den bestimmten Grenswert s be- 
sitzt, wenn also: 


lim s = s ( d.h. lim =s|. 

" V ■+- -T / 


In jedem anderen FaJle heiBt die obige Reihe divergent. 

Auf Grand der obigen Definition ergibt sich zunachst als not- 
wendige und hiwreichende Bedingung ffir die Konvergen/s der Reihe nach 
§ 78, Nr. 1, (II), S. 5B9, eine Beziehung von der Form: 

( 3 ) m ? = 1 > 2 > 3 .> 

anders geschrieben: 


>la r <s ((> = 1,2,3, 


Da die Konvergenzbedingung (3) genan dieselbe Form hat wie ftir 
Reihen mit reellen Gliedem (§ 44, Nr. 2, Ungl. (B), S. 294), da femer 
die tTbertragbarkeit des Cauchyschen Grenzwertsatzes auf komplexe 
Zahlen bereita festgestellt wurde (§ 74, Nr. 1, S. B69), so gelten auch 
diejenigen Folgerungen und Umformungen, welche in § 45 an jene 
Konvergenzbedingung geknfipft wurden, insbesondere die folgende (a. a. 0. 
Gl. (6), (7), S 307): 

OP 

Fur die Konvergenm der Reihe a y gegen die Summe $ 

o 

ist notwendig und hinreichend die gletchaeiUge JBhvistene der 
heiden Beeiehmgen: 

[ lim -—^ -S-s 

(4) | 1 • <*, + B * o, + • • •+w* a n 

L u “-5-°; 

wobei (nach §74, Gl.(6)) wiederum noch die Beziehung: lim na n = 0 

fl->w 

sich als hinreichend ftlr die Existenz der mweiten dieser Bedingungen erweist. 

Die zweite der Bedingungen (4) laBt sich auf Grand der in § 74, 
Nr. 1 erfolgten tJbertragung der erforderlichen Grenzwerts&tze auf Corn- 
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plexe Zahlen (s. S. 569, Gl. (3) und 570, GL (8)), entsprechend Gl. (16), 
S. 310, auoh durch die folgende ersetzen: 


(4a) lim 


■Mq °o + -Mj ®1 + ‘ 


' + M n a t, 




=0, wo: Jf || ^Jf B _ 1 >0,limJf=+oo, 


oder auch, entsprechend GL (15), S. 809, duroh die noch etwas all- 
gemeinere: 


(4b) 


lim 

M->oo 


fy>«o + -H K a * 


0, 


wobei die b v beliebige komplexe Zahlen bedeuten, die nur den Be- 
dingungen zn gendgen haben: 


lim | b n | = + oo, 
«-►«> 


lim 


1^ 


•^|i,-b r _,|< + oo. 
1 


Andererseits l&fit sich aber nach den in § 73, Nr. 1 gemachtm Be- 
merkungen die Konvergenzbedingung (8) auch durch solohe ersetzen, 
in denen nur reelle Zahlen vorkommen. 

1st wiederum: 

“ % + 0,* 

und setzt man: 


(5) 


fCCo+ «! + 

*00 + Pi + 


:=*;} 


+ a_ =s a, 

+ 0 , 


also: s = O + r 


so ist fttr die Existenz ernes bestimmten lim s H notwendig und hin- 

«->-oo 

rexchend diejenige von lim <f n und lim r n , nnd man hat sodann (S. 561, 
GL (11)): 


(«) 

Somit ergibt sich: 


lim s m 

n-V’ao 


: lim 6 + i • lim * . 

fi n 

fi-^oe n-^oo 


Fur die Konvergene der Bethe ^*(g,+/3„i) ist notwendig 

• O ao qp 

und hinreiohend diejenige der beiden Beihen fi „, 

und mar hat man: 0 0 

(7) + 0,0 ™ 

O 0 0 

Die Reihe ^j(a y + /3 y ») ist also divergent , wenn mindestens eine 
der beiden Reihan ^a v , 2P V divergiert. Sie soil eigentUch divergent 
heiflen, wenn mindestens eine jener beiden Beihen eigenUich (d. L nach 
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+ oo oder nach — oo) divergiert*); endlich uribestimmt oder innerhalb 
mcMcher Qrenzen oszilHerend, wenn Iceine der beiden Reihen 2« v , 
emen unendlichen Hauptlimes besitzt, anders ausgesprochen, wenn 
Hm 1 8 n | endlich ausfallt. 

n->» 

2. Die Znrdokfahrang der Konvergenz von auf diejenige der 
beiden reellen Reihen 2& v bietet den Vorteil, daB sie die tTber- 

tragnng der fftr Reihen mit reellen Gliedern geltenden Hauptsatze auf 
solohe mit komplexen Gliedern sehr vereinfacht. 

Die Reihe 2 a v ist offenbar dann und nur dann unbedi^gt konver- 
gent, wenn jede der beiden Reihen unbedingt konvergiert. 

HierfQr ist aber notwOndig und hinreichend deren absolute Konvergenz, 
folglioh anch die Konvergenz der Reihe ^(| | + | p |). Da aber, 

wegen: |aj < |«J + |/S,|, gleichzeitig mit dieBer letzteren Reihe stets 
anch J£\ a 9 | konvergiert und umgekehrt, wegen | «„ | ^ |a, |, \fi | < | a l, 
gleichzeitig mit 2\ a v \ anch die beiden Reihen 2\f~\ kon- 

vergieren, so findet man: 

The notwendige und hinreichende Bedingung ftir die 
unbedingte Konvergenz der Reihe J£a v besteht in deren ab- 
soluter Konvergenz } d. h. in der Konvergenz der Reihe 2\&„ |-*) 

(Hiemach ist z. B die „ geometrische c{ Reihe ^,(i anch bei kom- 
plexem a unbedingt konvergent, wenn |fi| < 1, da ja unter dieser Vor- 
aussetzung ^\a\ v konvergiert: s. § 44, Nr. 6, S.301) 


1 ) Filr diese Bezeiohnung Bind wiedernm gewiaae erst in der Funktionen- 
lehie hervortretende Zwe okm SBlgkeitagrfinde mafigebend. Man wtlrde sonst znm 
mindesten erwarten, daB ^ (g. + ff.t) erst dann ala eigendich divergent gelten 
sollte, wenn beide Beihen ^a vl diese Eigenaohafb besitzen Genau ge- 

nommen w&re aber aelbat diese Bezeiohnungaweise nooh inkonaeqnent. Denn da 
eine reelle Zablenfolge (e^) nur dann eigendich divergent genannt wurde, wenn 
tf „= a + oo oder = —oo, bo wfrde dap Analogon fflr eine komplexe Folge (jb v ), 

wenn s v = | a f | • e^, darin beatehen, daB lim | e v | » + oo ,und auBerdem lim e, 
eine butimmte Zahl (mit dem absolaten Betrage 1) voratellt. 


2 ) DaB ana der Konvergenz von ^\a f \ state diqjenige von y?a v folgt, mit 
anderen Worten, dafi eine „abaolnt 11 konvergierende Beihe ateta anoh an aich 
konvergiert, folgt abhon unmittelbar ana der Beziehnng: 


a + J n+D 

2 + * 2 ' 

«.+i «+i 


Im Anachlufl hieran aei nooh folgendea’ bemerkt. Naoh dem Satze fiber den 
abeoluten Betrag einer Summe (§ 72, Nr. 2, S.663) hat man ja im adgemeinm: 
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lm tlbrigen gilt anoh hier die Uribedmgtheib der Konvergenz in 
dem erweiterten Sinne (vgl. § 46, Nr. 3, § 68, Nr. 3), dafi die Konyer- 
genz erh&lten bleibt nnd anoh der Summenwert keine Anderung er- 
leidet, wenn man die als dbsohit konvergent rorausgesetzte Reihe 
in eine endliche oder nnendliche Menge yon Teilreihen zerlegt nnd deren 
Summen wieder zn einer endlichen oder nnendliohen Reihe vereinigt. 
Wird etwa eine derartige Zerlegnng der Reihe in eine nnendliche 
Menge yon Teilreihen dargestellt dnrch das Sohema: 


( 8 ) 


a 0 m + a, <4) + • 


+ o 0 « + a 1 (1 > + - 


+. 


+ «, w + a 1 M + -. 

••+V V) 


+ 


+ 



(mit AuiBohlofl der Gleiohheit). flieraua dilrfte man aber fflr n-voo naoh be- 
iannter Sohlnfiweiie (b. $ 28, Nr 8, 8.171, Ungl. (83)) zontLehst nnr folgern, daB: 



0 


Niohtsdestoweniger iat das Gletdhheitnbidh&a. in Wabrheifc -bier anoh definitiy 
unmOglich, wenn anoh nnr fUr irgendein etnselnes n, wie oben angenommen, das 
Zeiohen < gilt. Denn man hat znn&ohst: 



nnd daher: 


< 


n 


2 


+ 





< 21 I- 


0 


Nnr in dem eimeigm Falle, dafi aumahmalos a v a- l v . a 0 (1, reell nnd > 0 fflr 
y — 1, 3, 8, .) 'wird* 
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und setzt man: 




(») 


i (i-l-0,1,2, 


so hangt die Summe der zweifach unendlichen bzw. iterierten Reihe (8) 
bei irgendeiner beliebigen Anordnnng lediglich ab yon den entsprechen- 
den Summon der beiden Reihen: 




/3o (#> + A W + - 


+ a„ (1) + «! (i) + • 


+A (1) + A W + - 


+. 


* +. 

■ 1 ^ | « 1 

h-s 1 ’ 1 +«,«+. 

* + % (v> + * 

•• +A (,) +A W +- 

■ + §* + ■ — 

,+ .... 


* +. 



welche die dem Schema (8) entsprechenden Zerlegnngen der Reihen 
und vorstellen. Da auf Grand der Voraussetzung die Reihen 
^a v , cibsolut konvergieren, so folgt aus § 58, Nr. 3, S. 408, die 
Gfiltigkeit der Beziehungen (a. a. 0. G1 (13), (15)): 


( 10 ) 

o 




oo oo* 


0 0 

oo oo 


0 0 


wobei jede der betreffenden Teilreihen und die aus ihnen gebildete 
Reihe absolut konvergiert, die letztere sogar konyergent bleibt, wenn 
man (nioht nur die Summen der einzelnen Teilreihen, sondem) jedes 
einzelne Glied durch den absoluten Betrag ersetzt 

Hieraus folgt aber, dafi die Reihe bzw. das Schema (8) das 
analogs Yerhalten zeigt, d. h. es besteht die Beziehung: 


(ii) 


00 



0 





00 


0 


ra 


W 


o 


mit dem entspreohenden auf die absolute Konvergenz der rechten Seite 
beztlgliohen Zusatz 

Sind die Partialreihen nur in endlicher Anzahl n yorhanden, so 
findet man analog: 

oo n oo 


(12) 



,(*> 


o 


0 


0 
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3. 1st statt der einfych unendlichm Reihe ^a v yon yomliereiii das 
asweifach unendliche Schema (8) vorgelegt, so fflhrt die Beziehnng- 

(welche ja allemal besteht, sobald die Summation links und rechts auf 
die namlichen Zahlenwerte der Indizes [i f v erstreckt wird, nnd aucli 
fiir die etwaigen Grenzwerte bei fi —> oo, v —* oo bestehen bleibt) 
zur nnmittelbaren tFbertragung des in § 58, Nr. 4, S. 410, fiir reelle 
Reihen abgeleiteten Satzes auf korwplexe , d. h es gilt der Satz: 


Bedeutet s irgendeme endliche ZaM, so zieht jede der 'drei 


Gleichungen. 


w2 1 K ) + fl r ) +" 

0 

—H 0 V (O) ) = s (Reihe der Ihagonalm) 

(ia) ub) 

0 0 

(Reihe der Zeilensummen) 


(Reihe der Eolonnensummen) 


v oo 


die lei den anderen nach sick, sobald die m der Voraus- 
setzung auftretende (einfache lew. iterierte) Meihe lei Ver- 
tauschung der mit ihren absol/uten Betragen Convergent lleibt 

Dabei ist, wenn etwa eine der beiden Gleichungen (13b\ (18c) 
zur Yoraussetzung genommen wird, die Reihe (13 a) dbsolut, also auch 
unbedingt konvergent, nicht nur, wenn man die Klammerausdriioke, 
sondern auch dann, wenn man die einzelnen als Reihengheder auffaBt. 

Hebt man wiederum aus dem obigen Satze dasjenige Resultat 
heraus, welches sich lediglich auf die Gegenseitigkeit der beiden 
Beziehungen (13 b), (13 c) erstreckt, so ergibt sich der sog 
Cauchy sche JDoppelreihensatz in seiner tTbertragung auf komplexe 
Reihen, namlich: 

Konvergieren dlle Zeilen des Schemas (8) und bilden die 
Zeilensummen eine fconvergente Reihe mit der Summe s, so 
gHi das ncimliche von dm einzelnen Kolonnen und von der 
Reihe der Eolonnensummen, falls die Eonvergenz der ein- 
zdnm Zeilen und der Reihe der ZeUensummen lei Vertauschung 
der a^ mit ihren dbsoluten Betrdgen erhdtm lleibt. 

(Dabei steht es selbstverstandlich frei, die Begriffe 
„Zeilen'‘ und „Kolonnen“ miteinander zu yertauschen.) 
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4. Der Hauptsatz (GL (18 a, b, c)) der rorigen Nummer liefert 
naturgemafi auch die tlbertragung der Cauchyschen Midtiplikations- 
regd (ygl. § 58, Nr. 5, S. 412) auf absolut konvergierende komplexe 
Reihen, namlich: 

OD 00 

Sind du beiden Reihen ^ a v = s, a' = s' • absolut 
{convergent, so hat man: 0 0 

(14) ss' = c y , too c, = a 0 o' + a t a'_ ± H-b % 

o 

wwd die R&he ^c v Jconvergiert absolut, auch toenn mm statt 
der c f deren Bestandteile (g = 0,1, • • • v) als Reihen- 

glieder mffafit. 


Denn, bildet man das zweifach unendliohe Schema: 


(15) 


a o a o + a i °0 H-•“ <V a o + * * * 

+ a 0 a[ + a' + • —I- a' + 

+ . 

+ a oK + a i a 'v + ' * ‘ + % a r + ' ’ * 

+. 


so erkennt man, dafi das duroh Vertauschnng der Glieder a' nut 
den absolnten Betragen | |■| a' | daraus heryorgehende, nach Zeilen 

snmmiert, das Prodnkt der nach Voranssetzung konyergierenden Reihen 


1 a y | und | a' | liefert, also konvergicrt. Das Schema (15) genfigt 
o o 

also der Voranssetzung (13 b) des yongen Hauptsatzes und, da das- 
selbe nach Zeilen snmmiert die tmendliche Reihe 


s • + s • a' + ■ ■ • + s ■ a' +.. ss' 

liefert, so ergibt sich duroh Summation nach Diagonalen die Richtig- 
keit der Mnltiplikationsformel (14) einschliefilich des anf die absolute 
Konyergenz bezdglichen Znsatzes. 

Im Obrigen hatte man dieses Resultat auch wieder duroh Zer- 
legung der betreffenden komplexen Reihen in ihre reellen und imagi- 
naren Bestandteile herleiten kSnnen. Dieser Weg bietet sogar den 
Vorteil, dafi er gestattet, die frflher (s. § 66, S. 483 ff.) fdr redle 
Reihen anfgefhndenen erweiterten GtUtigkeitsbedingungen / fiir die 
Cauchysche Mnltiplikationsformel auch auf komplexe Reihen anzu- 
wenden. Es werde also wieder gesetzt: 

a y *= a v + P v i und ebenso: a' = cc'+ fi'i, 
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sodairn, unter der Voraussetzung, dafi die Reihen . ^Sa' ttberhaupt 
konvergieren: 

(16) 2}* v =t> 2 v P v =t und: = 

0 0 0 0 

bo ergibt sibh zun&chst] I wenn wieder: a y = s, a' = s' I: 

\ 0 0 / 

(17) ss'= 66' — r 6')i. 

Nach dem Satze von § 66, Nr. 1 (e. S. 484, GL (5)) hat man 


aber: 


(18) 


00 00 


** iwsi 2** ** 2 y *> wo: y v=^ a i<-i 

0 0 0 0 

**' =^ s ., wo: = 

0 0 0 0 

oo oo oo v 

<**'=2**' 2k = 2 r *>™° : k=2^k-x 
0 0 0 0 

x *'=2K m 2 k = 2 k> wo: 

0 0 0 0 

sofem nur feststeht, dafi die Reihen ^y v , ■ ■ ■ S&' uberhaupt kon¬ 
vergieren. 

In diesem Fall© ergibt sich aus Gl. (17), (18) des weiteren: 

(19) *,+ (?;+»^ 

o 

Man findet nun: 

(20) r -W,+ K)i =^K<-i- W‘,-l+ 

0 

“^(aj+ZV) (s_i+ 
o 
r 

= 2 a * a '*-i A h - = c t (®- gl ( i4 o> 

01 

sodafi die Gleiohung (19) in die folgende flbergeht: 

00 

(21) 88'^^jc v , wo: c v = a 0 ®;+ «!<_!+ * ■ ■ + a A I; 

o 

also in die Cauchy ache MultiplikationsformeL Mithin ergibt sich: 
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Fur die Anwendbarkeit der Cauchyschen Formd (14) auf 
die Multiplication eweier Tconvergenter Reihen + (l v i) 

und ^S(a[ + fi'i) wt hinreichend die Konvergenn der vier 
in (18) mit 2r„ 2rl, 2K beeeichneten Reihen (anders 
ausgesprochen, die Anwendbarkeit der Midtiplikationsregel auf 
die trier in (18) auftretenden Produkte redder Reihen) *) 

Nun ist aber, wie ein Blick auf die vier in (18) auftretenden 
Reihenprodukte zeigt, nach dem Satze von § 66, Nr 3, S. 488, die 
letztere Forderung schon erfilllt, wenn ems der beiden durch die 
Summon d, * bzw. tf r , charakterisierten Reihenpaare, also schlieBlich 
erne der beiden Reihen J£a y , JjjV dbsdut konvergiert Somit findet 
man: 

Die Cauchysche MudtipUkakonsregel (14) ist dllemal 
guliig, wenn mindestens erne der beiden Reihen J£a y , 2 a v 
absolut konvergiert. 

Dagegen wtLrde man auf diesem Wege mcht erschlieBen konneu, 
daB schon die Konvergenz der Reihe ^c y ftlr die Anwendbarkeit der 
Multiplikationsregel (14) ausreicht (was tatsachlich der Fall ist und in 
§ 79, Nr. 4 sogar in vervollstandigter Form sich noch ergeben wird). 
Denn aus der Konvergenz von ~Sc v wtlrde naoh (20) nur die- 
jenige der beiden Reihen JS(v v —^ v ) ^ a ^ er 

die fdr die vorstehenden Schlflsse erforderliche Konvergenz der vier 
Reihen • • ■ JJd' hervorgehen. 

Ist die Reihe | a + P i\ divergent, so soil die Reihe 
2(a. + § y i) wiederum (vgl § 58, Nr. 1, S 406) aibsolut divergent heiBen 
(z. B. ^(a + 0i) v fttr | a + fli | ^ 1). Sie kann dann noch bedingt 
konvergieren. Hierzu ist offenbar notwendig , daB lim (a y + P y i) = 0 

V ->00 

notwendig und hinreichend, daB die Reihen J£a y , zwar beide 
konvergieren, aber mindestens erne von lhnen nur bedingt. 

Der VoUstandigkeit halber sei noch bemerkt, daB infolge der for- 
malen tTbereinstimmung der Konvergenzdefmition filr Reihen mit 
redden und mit Tcomplexen Gliedern (vgl. § 44, S. 294, Ungl. (5) und § 75 
S. 674, TJngl (3)) die in § 44, Nr. 6, S. 302, erw&hnten Eigensohaften 
konvergenter Reihen mit redden Gliedern ohne weiteres auf solche mit, 
komplexen Gliedern ubertragbar svnd. 


1) Hiwreichende Bedmgungen hierffLr wuiden, aufier der im Text bentltaten, 
in ( 66, Nr. 4—6 abgeleitet. 
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§ 76- Kriterien f&r die absolute Divergenz und Konvergenz 
von Reihen mit komplexen Gliedern. 

1. Da die absolute Divergenz bzw. Konvergene einer Reihe von 
der Fonn J£a v = J£(u y +(I v i) mit derjenigen der Reihe JS\* V \ 
identisch ist, so hat man zn deren Ermittlung lediglich die friiher 
ftir Reihen mit posttwen Gliedern entwiokelten Kriterien anf den Aus- 
druck | aj —l/aJ+0* anzuwenden Dabei wird es offenbar fflr die 
Ausfiihmng der notwendigen Reohnnng zumeist zweckmaBiger er- 
scheinen, jene Kriterien so umzugestalten, daB die etwas unbequeme 
Quadratumreel daraus verschwindet, d h. daB die zn prttfenden Grenz- 
ausdrflcke nicht | a y | selbst, sondem nur | a v | a enthalten. 

Da nun (unter a, A, D y , G y reelle positive Zahlen verstanden) die 
Ungleichungen: 

K+„l >w, k+, 

stets die folgenden nach sich ziehen: 


\<C_ 




bzw. I a 


V+p 


12 ^ A 9 

n» r 


und umgehehrtj so kann man, wenn wieder D y 1 das allgemeine Glied 
einer divergenten, C~ x dasjenige emer Iconvergenten Reihe bedeutet, die 
frttheren Kntenen erster Art (s. § 47, Nr. 1, Gl. (3), S. 818) ohne wei- 
teres duroh die folgenden ersetzen: 

| Um . | a y+p |* > 0: Divergenz, 

( 1 ) 

[ lim C\ • | a , | s < oo: Konvergene. 

V-> DO 


Und da analog aus den Ungleichungen: 


stets folgt: 


a v+p 


bzw. 

_ a v+P^ 


a r+P+l 

< v. 

a *+p4-i 

> o v 

a v+p 


bzw. 

a v+p 

■ '°V+1 

> V 

a y+p+i 

< a; 

a r+P+i 


1) Fflr die Featstellung der absoluten Divergent oder Konvergene emer 
Reihe § v i) wird sich die Zerlegung m die beiden Reihen im 

allgemeinen nicht ala zweokm&Big erweiaen, zumal aohon die Auafilhxung dieaer 
Zerlegung oft auf Sohwierigkeiten oder dooh anf grofle Umatandlichkeiten fflhrt 
Man bemerke z. B., dafl ana der flberaua einfaohen Reihe -f fii) v duroh Ent- 
wicklung der einzelnen Gheder naoh dem bmomiachen Satze und Trennung der 
reellen und imaginllren Beatandteile zwei Reihen von reoht verwickelter Art 
reaultieren wflrden, w&hrend die direkte Unterauchung der Reihe der abaoluten 
Betrftge, d.h. der Reihe a + fli |* aofort zum Ziele fflhrt (a Nr. 2 und 4 dea 
vorigen Faragraphen), 
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— vice versa —, so lassen sich die Kriterien tsweiter Art (vgl S. 321, 
GL (12)) anf die Form bringen: 

lim (D 8 . -° v+ - p — Dl + i)< 0: Dtvergene, 

(2) V °*'+p+ii 

lim (O v 8 • *_ a* \ > 0: Konvergene. 

2. Bezftglicb des so resultierenden K<Mvergm8\ociiexmm& ist aber 
folgendes zu bemerken. Wahrend man das Kmvergm&xiteTivm in 
seiner wrspninglichen Gestalt, namlich: 

(3) iS ( c - • 1777! - °.+*) > 0: Komi W 

anf Grund einer in § 54, Nr., 1 S. 378, gelehrten Umformung durch 
ein solches von der Form: 

(4) Wl>,. -D, +l )> 0: Komergene, 

ersetzen nnd anf diese Weise mit dem entsprechenden Divergem- 
kriterium vereirugen kann, so ist eme derartige Transformation auf das 
^bnver^ew^kriterium (2) nicht ohne wevteres amoendbar , mit anderen 
Worten, man darf ans der Beziehnng: 

—(■ D * 177771 “ I> ‘+‘) > 0 

V-Voo ' 1 * , + P + 1 ' 

nickt allemal anf die JKonvergenz yon ^ | a v | sobliefien Setzt man namlich: 
l =B ■ —? ’±* _ D 

* * a i ■‘•y-MJ 

(5) ’+J+ 1 

i« - - d; *‘ ~'•■ kSs! + 

so erkennt man, dafi V y sicb yon l y tun emen Faktor untersoheidet, der 
allemal dann, wenn lim D y = oo — was ja geradezu die Regel ist 1 ) — 

gleicbzeitig mit v positiv ins Unendliche wachst Daraus folgt aber, 

dafi im Falle* lim V v > 0 immerhin lim Z t = 0 werden nnd die Reihe 

*->-110 

also mvergieren kann. a ) 

1) Die Annahme eines enctttohen hmJD v >0 liefert lediglioh das Cauchysohe 
JTnndainentalkriteriuni. 

t) Beispiel. Man seize. 

also- 
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Um diesem Bbelstande abzahelfan, ftihren wir statt des Ausdruckes 
l' v den folgenden ein: 


*v+p 


(«) !>A' la 

I a v+p + l 

welcher ja gleichfalls nur I — v - ~^ p 


1 7)* 

■^r+l 

hi 

•K 


D v 

l=M 

f \ a v + p 


J a r + P + 1 

+ B. ■ 


■ 

, nieht aber 


J v+p 


enthalt, im 


. , , . . ■/?+* + ! i '“v+p+i. 

ubrigen aber, bei emer sogleich anzugebenden, dnrchans nnerhebliohen 

Einschrfinknng in der Wahl der D y} fiir die Benrteilung der Kohver- 

gene yon a v | genan dasselbe leistet wie l v . Angenommen, man babe: 

( 7 ) lim l v > 0, 

V->-ao 

so mufi schon yon einem bestimmten n ab eine Beziehnng bestehen: 

l v > q fttr v n, 

wo q eine positive Zahl bedentet. Man bat somit anf Grand der ersten 
Gleiohmg (6) fQr v>n: 

^ |_a !±£ _.> s 

’ I «„+, + ! = * + 1 ^* 

and, wenn man diese Uhgleiohnng in die ^ Potenz erhebt, mit Be- 
rflcksichtigung von § 80, S. 180, UngL'(Ia): 


D • 


2 V+P 


°r4-p4-i 


>d.,. A+4? D ~ 




2 * D 


+ 1 l + (> 


and daber: 

( 8 ) 


- r -) 

Dl+J 


7 ** 


,, D, 
i+f-jr- 


and daber (a §88, S. 247, Gl. (86 a)) 
Dagegen: 


r+l 


bm l y = 0. 


also: 


^^rCV^+t) — &»)((» (* +1) + ij») 

ff -f-1 

> 2 * IjfV (B * 8 * 4 ’ 8 a06 » ^ (8) )' 

lim l'= + oo. 


Nichtsdestowemger iat o„| divergent. 
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Unterwirft man jetzt die D y den ftir die praktisohe Kriterien- 
bildung zweckmaBigen Beschrankungen: 

(9) lim J. > 0, Z),SZ) V+1 , 

r oo 

bo folgt aus (8), daB gleiohzeitig mit der Beziehung (7) anch: 

(10) lim l y > 0 

v->ao 

wird, sodafi also aus dem Bestehen der Relation (7) mit Sicherheit 
auf die Konvergenz yon a y | geBchlossen werden darf. tTbrigens 
folgt dann anch nmgekehrt aus der Existenz yon UngL (10) stets die- 
jenige yon (7): denn der Faktor, um welohen sich l y yon l y unter- 
Bcheidet (b. (xl. (6)), bleibt stets oberhalb einer festen positwen ZahL 
Die Konyergenzkriterien (7) nnd (10) haben also in diesem Falle 
voUkommen gleiche Tragweite. 

Da anderseits die Beziehung: 


( u ) 


lim l y < 0 


offenbar stets die • Existenz der Dtver^en^bedingung (2) nach sich 
zieht 1 ), so erhalt man schlieBlich das folgende disjwiktive Doppel- 
kritenum: 

(12) lim l y = Urn (l) v 


*+p 


*v+P+1 


%)l 


< 0 : 

> 0: Konvergenz. 


Setzt man hier zunachst wiederum (ygL § 54, S. 381, Grl. (12)ft): 

(13) D r = J M (wo: M r > M y _,>0, limJf v = + oo), 

so genttgen die M yi wegen D y ~ D v __ lt naoh § 54, S. 381, Fufinote, 
der Bedingung: 

(14) if 


Des weiteren gewinnt man durch EinfQhrung yon: 


(15) 


A oo AW 




0 , 1 , 2 , 


••) 


1) Aber nicht nmgekehrt I 
aobreiben: 


Die Bedingung (2) lftfit aich ja folgendermafien 
lim D y *l y <i 0. 


In dem fast aussohliefilich in Betraeht kommenden Falle: lim D = oo kann aber 

_ _ _ _ _ *->» _ 

eventnell lim D v ■ l y <L0 ausfalien, wenn Bm l, = 0 wird. Wenn also das auf l y 

r-fr’W ?->■ oo 

berfgliche Diverfrenskriterium in dieser Weise versagt, so steht es frei, auf die 
etwas vorteilhaftere Divergenabedingung (2) zu rekurrieren. 
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an Stelle toil D y neben dem Anfangskriterium (12) die Kriterienskala. 
v ' .-rz. r „-rz, \ v a y+p + i. L *( M y) ,:D y / l> 0: Konvergen 


3. Die Kritenen der Skala (16) geBtatten eme fttr ihre praktiBohe 
Verwertung zweckmafiige Umformung (entsprechend der Transformation 
der Kriterienskala (K,), § 54, S. 382, in die Skala (L), S. 383). 

o r , 

Man hat zunachst, wenn man zur Abktlrzung -—= q v setzt: 

B l = B 2 -q 2 -B\, 

■y *> v y+1 

2 2 

B X (0) = M . Z>y— — 1K+ JL Jy+1 

v v y y'i-y M 


und daher: 

M , 1+M 

t\ y +1 ‘ v 


= -B . y+1 
>+i M. 


(wegen: D r+1 = ^-i__). 


Mithin ergibt sich: 


(17) lunl <0) = limJf f — 8 (da: lim 1, lim ^i= l), 

—— y —:— ' oo "r r->-oo • aL y ’ 


y + » 


wobei wiedermn das Zeichen lim bo zn verstehen ist ; dafi gleichzeitig 

y _ 

auf beiden Seiten der Gleichung entweder lim oder lim genommen 
werden soil. v_> ‘“ 

Um daa analoge Reaultat fttr Urn (x = 0,1, 2, ■ • •) abzuleiten, 
hat man: r “* 

L,VQ-D,-1» 

4 W • D, ■ D#-- 

und daher: 

4 W • 4$“ +1) - &„ +1 at-X”)—4C*+if • d’ +1 l9 ’ +lM ,^l~Mf + ' K 
ih " ^ +1) -^ +1 ^-I‘ x) 

'- LjWXnr v y+tW*+i M *+i W*+i M y) lg x+ 1 ii v 
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Nun iat aber: 


M , 


(a. §38, S.247, 


* +1 ” +1 ^‘ +1 v== L x (M v+ \) - L x (M v+1 )D r + 1 

GL (34)), sodafi sich achlieBlioh ergibt: 

(18) Em I^ +11 = Um 4 Jlf ■ If’ — 2. 

y ->oo >->oO 

Mit Berfloksiohtigang der Relationen (17), (18) lassen aicb also 
die Eriterien der Skala (16) mimnebr dnroh die folgenden ersetzen: 


(19) 
D b.: 


> ->00 ' 

i X'-'I 


< 1: Divergent, 

> 1: Konvergene 

< 1: Divergent, 

> 1: Konvergent. 


( 20 ) 






< 1: Divergent, 

> 1: Konvergent. 

< 1: Divergent, 

> 1: Konvergene, 


(x = 0,1, 2, •••)• 


4. Wahlt man wiederum speziell M y = v, also D y = 1, bo erhalt 
man aus (12) nnd (20) diejenigen Kriterienformen, welche dem Cauchy- 
schen, Eaabeschen unddenBertrandschenEriterien (§54, Nr.6, S.385) 
entsprechen, namlich: 


( 21 ) 

( 22 ) 

(23) lim 


lim 

>->■00 


( -i±*- -i)| 

' a y-\-p + 1 /l 


< 0 : 

> 0 : 




X + l 


a L {v) 


ns v (\ a *+ p —i^i^ 1: JDiver9m0} 

2 \| a r+,» + i /1> 1: Konvergene. 

V * K J I 0 r+ p + i| ^ ^ ; ;l> 1: Konvergene. 


r~>oo 
* 


(* = 0,1,2, • • ■)• 


FfLr die hauptsachlichaten Anwendungen erweiBen sich die Eri- 
terien (21), (22) in Verbindung mit dem Anfangskriterium (23) alfl aus- 
reichend. Das letztere mag bub diesem Grnnde noch explizite an- 
gesohrieben werden: 


(23a) 


>-> a> 


*y+p 


°v+p + l 


(> + !)»){ 


<1 

>1 


: Divergent, 

: Konvergent. 
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5. Wir wollen die eben bezeichneten Kriterien benfltzen, um wieder- 
um die Beschaffenbeit einer Reibe festzustellen, deren Glieder durcb 
die Beziebung cbarakterisiert smd (ygL §55, S.389, Gl. (16)): 


(24) 


*y + 1 


1 + - + ^ 
1 v V * 


= 1 


tt+ Xz 


Q v + ® r * 

V* 


Dabei bedeutet wieder h = x-\-Xi eine bestimmte, yon v unab- 
bangige Zabl, wabrend r v mit v variieren kann, jedocb sa } daB j r y [ 
stetB writer einer endlichen Grenze bleibt, also inn | rJ < oo ausf&llt 

Man bat sodann: 


(25) 

wo: 

(26) 

sodaB aucb: 
(26 a) 


^| = (i+ 7 +£)+(£+£) 


=1+^+^, 
If 1 


B r - *> + 1* + 2 Pr + 2 


lim B y = x* + I s + 2 lim q v 


endlich ausfallt. Die Anwendung des Kritenums (22) ergibt nun: 


(27) limf (|j^-|-l) = hm(* + ^) 

v-voo 16 ' v->-® ' ' 

= Jt, 

und somit divergiert die Reibe 2\a ¥ \ r falls x < 1, sie Jconvergiert, falls 
x > 1. 

Im Falle x = 1 versagt das betreffende Kriterium, sodaB man 
also zu dem Eritenum (23 a) dbergeben mnfi. Man bat nun naob 
GL (25): 

• 8 -1 —— I = v a + 2 v + R y (da ja: x = 1), 


*r+l 


alBo: 


a r+l 


-( V + l)* = R r --l, 


und daber: 

(28) - (» + 1)‘) = lim ^ ( ** -- = 0, 

V-> 00 ' I f+1 ' ?->■ 00 


sodaB also mit Rticksicbt auf (23a) 2\ a y \ in diesem Falle als diver¬ 
gent erkannt wird. 
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tTbngens lehren die Gleichnngen (27) und (28), daB das obige 
Gesamtresultat keine Anderung erleidet, auch wenn R v mit v positiv 
ins Unendliohe wacbst, sofem nur: 


R. 


« / — Iff* ■-B* 

-<r (d.h. lim I-! 

hr* \ r-»co * 



Und GL (26) zeigt sodann, daB diese Bedingung erffillt ist, wenn 
p also schliefilioh. wenn I r I -<y^— 

~ v ^ Iff V v Iff 9 7 ' * ‘ Iff V 

Wir finden also: 


Die Reihe J£a , too: —— = 1 

r a v+L 


X -f- 1 * , **» 

—--r -5 




Igv* 


ist absolut konvergent fur % >1, absolut divergent fur 

*< 1. 


6 Das vorstehende Resultat 8 ) ist offenbar die nnmittelbare Ver- 
allgememenmg des in § 55, Nr. 2 ffir Reiben mit positiven Gliedern 
abgeleiteten. Wir wollen dasselbe wiedernm auf die hypergeomdrische 
Reibe, also anf diejemge mit dem allgemeinen Gliede: 

r2Q v _ a(q + l) (o + f>-l). 6(6 + 1) (6 + y-l) 

^ ^ v 1 2 V c (c-f-1) ■(C+V —1) 


anwenden, wo jetzt a, b , c beliebig komplex sein konnen (immer nor 
mit AnssoblnB ganazaMiger negativer Werte yon a, b, c). Man bat 
hier zun&cbst: 


(30) 


a v ___ (» +1) (* + c) _ »*+ (1+ e) v + e 

a v+1 (v+o) (»» + &)” **+(o+&) v+ ab 


Setzt man sodann: 


»»+(!+ c)» + c =1 i j, ^ 

*'"+(«+ 6 ) 06 v'v* 

so ergibt sioh duroh Multiplikation mit (a + 6) v + aft): 

(l + c-o-6)*+(c-aS)=J !1 .+( 0 + 6).J+^J i +(l + 2±^ + ^)r, 
und daher: 


1) DaB Beeultat fflr bleibt naob GL (27) logar gflltig, wenn nur: 

B d.h. nach GL(26): also BoblieBlioh: |r y |*^£v. 

2) Dasselbe bildet — abgeaehen von einem unwesentliohen TJntersohiede in 

der Form — den Hauptbestandteil der von Weierstrafi auf anderem Wege abge¬ 
leiteten Eriterien. Der nooh fehlende Teil, weloher sioh auf die Divergent von 
^a„ (sohleehthm genommen) fflr x<£l und auf die bedingte Konvergent von 
^(—1 fa v fBr 0 < 1 besieht, wird an spELterer Btelle (§ 87, Nr. 8—6) mit- 

geteilt warden. 
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(31) 


fc = 1 + c — (a + 6 ) 


r v = 


c — ab — (a+ b)k — — k 

9 


a + 5 ab 

V V 


lim r y = c — ab — (a + b) k. 

r-> oo 


Die Reilie 2\a v \ konvergiert also, wenn x d. h. der redle Teil von 
1 + c — (a + b) grower als 1 , d. b. wenn: 

(32a) ffl (c — (a + &)) > 0 

ist 5 sie divergiert, wenn: 

(32 b) 2t(c-(a + 6))^0. 

In diesem Resultate iat wiederum das frfiber (§ 55, Nr. 1 , S.388) ftir 
redle Werte von a , 6 , c gefondene als spezieller Fall enthalten. 

Setzt man speziell b — c und ersetzt a durcb — a, so wird: 

33) «,=(- 1 /. =(- v k, 


wo (vgl § 74, Nr. 2, S. 572, GH. (15)): 


(34) 


Wv i a . v 


und speziell: 


(v = 1, 2, 3, •■•) 


(34a) 


(<*)•= 1 . 


Wabrend die im Falle eines positiven ganzzabligen a = n resul- 
tierenden Binomialkoeffizienten (n) y fiir v ^ n + 1 zu Nutt werden, 
bilden die (a) yf sobald a kerne natflrliobe Zabl vorstellt (im flbrigen 
kann a jede beliebige komplexe, insbesondere aucb reelle Zabl 
bedeuten), eine unbegrewrt fortsetzbare Folge von NuU verschiedener 
Zablen, und an die Stelle der mit der Fotenz von x abbreebenden 


binomisoben Entwicklung (n) y x* tritt die unendliobe binomische 


Reihe (a) y x v . Da lim 


|(«)r+l 


„*+l 




ja:|, so lcowoergiert dieselbe bei 


beliebig komplexen x, falls | x | < 1, sie divergiert, wenn | x | > 1. Die 
ftir x = 1 resultierende Reibe ^Ya) ist nacb (32 a, b) (wenn man da- 
selbst b = c setzt und a durcb — a ersetzt) nocb dbsobd konvergent, wenn 


(35 a) 21(a) > 0, 

db8olut divergent, wenn: 

(35b) 


2t(a)^0. 
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00 

Danach konvergiert im| Falle (35 a) auch die Reihe (a) r % noch 

o 

cibsobut f£lr | x | = 1. Es wird sich spater zeigen, dafi sie fCLr x = 1,, 
ja sogar fUr | x | = 1 mit einziger Ausnahme von x~ — 1, nooh 
bedingt konvergiert, wenn: 

(35c) — 1 < 81 (a) < 0 

00 

(in welchem Falle ja | (a) r | bereitfl divergiert). 
o 


§77. Atrelsche Transformation. — Ein Kriterinm fftr effektive 

Konvergenz. 

1. Als ntltzliches Hilfsmittel fflr die Feststellung effektbver, d. h. 
eventuell nur bedingier Konvergenz erweist sich auch fttr Reihen mit 
komplezen Gliedern die in § 59, Nr. 4, S. 416, erwahnte Abdsche Trans¬ 
formation. Bedeuten a y , b y} (v = 0,1, • ■ • n) beliebige kompleze Zahlen 
und setzt man: 


(1) 6 0 + "I-1“ K = -B, (v = 0,1, ■ • • »), 

.so ergibt sich genau bo wie a. a. 0. (S. 416, Gl. (15)) die Beziehung: 

w n—1 

(2) {%- • B , + “A- 


Smd nun die Folgen (a v ), (b y ) unbegrenzt fortsetzbar, so kann diese 

00 

Transformationsgleichung zur Feststellung der Konvergenz von a y b y 

^ o 

dienen, falls ( a v — ® y+1 ) * konvergiert und lim a n B n eine be- 

*** «-> 00 

0 

stimmte Zahl (inkL 0) vorstellt. Unter dieser Voraussetzung findet 
man n&mlich (vgl. S. 417, Gl. (16)): 


(3) 2 “A = (°, - °. +1 )' B + lim 

0 0 

und es ergeben sich dann zur Erfflllung der gemachten Annahmen wdrUich 
dieselben hinreichenden Bedingungen 1 ), wie a. a. 0. fiir den Fall aus- 
scbliefilich reeller Zahlen, sodaB man also schliefilich wie dort den 
Satz gewinnt: 


1) Das analogs gilt beetlglioh der a. a 0. Nr 6 angegebenen Erweitenug 
bei reellem M y , jedooh komplezen « r — woranf indeaaen bier nioht n&her ein- 
gegangen warden soil 



Nr. 2. §77 Abelsche Transformation, Ein Kritemmi fflr effektrive Konvergenz. 593 

1st die Beihe ^S(a r — a (+1 ) absolut and J£b y effektiv 
konvergent 1 ), so konvergiert die JReihe 'Sa b v mm mmdesien 
in der dwrch die Indices vorgeschriebenen Amrdnung. Im FaUe 
lim a y =0 besteht dieses Besultat ouch dmn nodi, wenn 

2b, endlich unbestimmt ist 


2. A1b Beispiel wollen wir die Beihe a y x onter folgenden 

o 

YorauBsetznngen betracbten: ^ 5 1 a y \ sei divergent, lim a = 0 and x eine 

r-V« 

komplexe Zabl mit dem absoluten Betrage | x | ^ 1. 

Ana der flber die a y gemaobten Yoranssetzung folgt zun&chst, dafi 

(4) Hm j/faj= 1 

oo 


Bern mnfl. Denn aas lim V^aTl < 1 wilrde auf Grand dee Cauohyscben 
IWdamentalkriteriums erster Art (§ 50, 3. 343, UngL (5 b)) folgen, 
dafi ^1 a y | konvergiert. Und ware lim y'\a y \> 1, etwa =1 + 23, so 

*->■00 m y _ 

batte man fflr unendlicb viele Indizes m y : y | | > 1 + d, d. h. 

a m y > (1 + 3) T " r , also lim | a y | = + oo. 

»-»■ 00 

Somit gilt in der Tat die Beziebung (4) Darans folgt weiter, dafi 


(5) 


lim |/| a y x y | = | x |, also <1 fflr \x i<i, 
»->00 


nnd dafi daber, wieder nacb dem genannten Caucbyscben Kriterium, 


die Reibe a y x v fflr | x \ < 1 absolut konvergiert. Znr Unteraucbnng 
0 

der Reibe fflr | x | = 1 soli dann der eben genannte Satz (fflr b y — ot?) 
dienen. Man bat, aufier wenn x = 1: 


( 6 ) 


W—1 

2 x ’ 


1 -E* 
1 —X 


and daber: 


( 7 ) 




fflr 


x 


1, mit Ausscblufi von x = 1 


1) I at absolut konvergent, ao iat fflr die Eonvergenz von ^a y b r 

eohon hinreichend, dafl die | a y | nntez einer endliohen Sohranke bleiben 
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Die Reibe ^>jx v ist somit ffir jedes von 1 verscbiedene x mit 
o 

dem abBolnten Betrage 1 zwar nicbt konvergent, aber nnr endltch 
nnbestimmt. Kommt also zn den bisher gemachten Yorauasetznngen 
nocb diejenige der absoluien Konvergenz von so liefert 

der am ScblusBe der vorigen Nummer ansgesprocbene Satz das folgende 
Ergebnis: 

1st lima v =0, die Beihe 2\a v \ twar divergent, dagegen 

°o y 

a v — a y+1 1 Tconvergent, so Jconvergiert die Beihe ^Sa v x y fur 
aMe x mit dem absoluien Betrage 1 mit eventudlem Aus- 
schlufi von x = 1. 

Was das Yerhalten der Reihe JSa f .x' fiir x = 1, d. h. scbliefllich 
dasjenige der Reibe betrifft, so kann auf Grand der vorliegenden 
Methode nichts darfiber ausgesagt werden, da ja G1 (6) bzw. Ungl. (7) 
ftlr x = 1 hinfallig wird. In der Tat kann die Reibe aucb ffir x = 1 
nocb komergieren 1 2 ), wenn ancb in den znmeist yorkommenden Fallen 1 ) 
Divergent stattzufinden pflegt Im fibrigen ist in jedem Falls (d, b. 
ancb darrn, wenn ^a v konvergieren sollte) die Konvergenz von 
^a y x ffir |a|=l nur eine bedingte, da ja J^|a r | ansdrticklicb als 
divergent vorausgesetzt wurde. 


§ 78. Rednktion uneigentlich divergenter Reihen durch Iterierte 
Mittelbildung und durch iterierte Summation. — Gleichheit der 
Tragweite und des Endresultats holder Methoden. 

1. In § 74, Nr 1, S. 569, G1 (6) wnrde gezeigt, dafi ffir den Qrmmert 
des anthmetischen Mittels einer nnbegrenzt fortsetzbaren Folge kom- 
plexer Zablen u y (v = 0,1, 2,.) die Beziehung bestebt: 

(D lim ~ (« 0 + + • • • + wj = lim u n , 

*->■00 ‘ n->a 

falls lim a. un weiteren Sinne existiert , d. b. falls entweder dieser 

. Tl / 

n-^oo 

Limes eme bestimmU Zahl vorstellt oder die Folge der u y eigentlich 
divergiert. 

Schreibt man in dieser Beziebnng s y statt u yf wo: 

(2) s v = a 0 + a i -\ -h a y (v = 0,1, 2,.) 


1) Beispiele im 2. Bande dieser Vorlerongen. 

AO 

2) Einfaches Beispiel: - • x*. Bine allgemeinere Kategorie von Beihen 

l 

der fragliohen Beaohaffenheit s. § 87, Nr. 5, S. 668. 
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und die a y wieder eine unbegrenzt fortsetzbare Folge komplexer Zahlen 
bedeuten, so nimmt dieselbe die Form an: 

( 3 ) + + 

und gilt dann unter der Voraussetzung, daB die rechts stehende Beihe 
konvergiert oder eigentlich div&rgiert. 

Andererseits ist ja, wie a. a. 0. ausdrfioklich bervorgeboben wurde, 
die Existenz (im weiteren Sinne) des in GL (1) links stebenden Grenz- 
wertes sebr wobl moglich, auch wenn der rechts Btebende nicht existiert. 
InBbesondere kann also aucb in Gl. (3) der links stebende Gienzwert 
eine bestimmte ZaM voratellen, auob wenn die Beibe auf der rechten 
Seite divergtert, und zwar, nacb dem zuyor Gesagten, ausschlieBlich dann, 
wenn sie uneigentlich divergierfc. Es liegt nahe, einen derartigen Grenz- 
wert, der ja im Falle der Konvergenn mit der Summe der Beibe iiber- 
eingestimmt hatte, im Falle ibrer Divergenta in geeignetem Zusammen- 
bange als eine Art Ersatft flir die fehlende Summe zu betrachten. Die 
Zweclmafiigkeit dieser Auffassung zeigt sicb im wesentlicben erst in 
der Funktionenlebre, doeb wird sicb weiter unten (a. § 79, Nr. 4, S 610) 
aucb bier ein passendes Beiapiel daffir ergeben. Zunachst aber soil 
gezeigt werden, wie das auf diese Weise gescbaffene Prinzip, einer 
(uneigentlich) divergenten Beibe eine bestimmte Zahl zuzuordnen, welcbe 
geeignetenfalls eine ahnliohe Bolle spielt wie die Summe einer konver- 
genten Beibe, noch erweitert werden kann, falls auch der in Gl. (3) 
links stebende Grenzwert nicht existiert. 

2 . Wir wollen wieder, wie sohon in § 74, G1, (13), S. 571, das arith- 
metisobe Mittel der ersten n + 1 Zahlen m 0 , ’ w „ emer *ud>e- 

grenzten komplexen Zahlenfolge (u y ) mit S)7 ?(mJ bezeichnen, sodafl also: 

(4J ffl(u n ) (w 0 + -i-f- u n ) (abo speziell: Sit (m 0 ) » w 0 ). 

Bildet man jetzt das aritbmetiscbe Mittel yon &TI (w 0 ), dtt(u^) t • • • d?Z(u n ) } 
so soil dasselbe mit S7Z, (wj bezeicbnet werden, abo: 

(4.) stt, («j = ^ (sff(«,) + sww + • • • + »(«„)), 

und allgemein werde dann £>7? x (w n ) definiert durob die Bekursionsformel: 
(4) m .(«j = (m ,^(«.) + + + («„)).>) 


1) Auf Grand dieaex Definition ut offenbut 

Prlitfihlln TnriuinMii T I 
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Diese Beziebung, welobe zunacbst zmr filr x j> 3 emeu Sinn bat, 
gilt auob noch far * = 2 bzw. x = 1 , wenn man 072^ (it n ) mit dlt (uj 
bzw. 0 /? o (uj mit u n identifiziert*) 

Schreibt man dann wieder s v statt u v (v = 0,1, • • • w), wo s v die 
in GL (2) angegebene Bedeutung bat, und nimmt zunachst an, dad die 
Reibe komergiere, wobei: 


( 6 ) 



s 


Bern m5ge, bo nimmt Gl. (3) die Form an: 


( 61 ) lim 07^ (s n ) = s 

oO 

und, wenn man bier der Reihe nach s n durcb m x (sj, an, (sj, ■ ■ er- 
eetztj so ergibt Bioh durch jedesmalige Anwendtmg des Ghrenzwert- 
satzes ( 1 ), dafi allgemein: 

( 6 ) lim (s„) = s (*> 1 ). 

«■> 09 

Wie aber die Existenz der Beziebung ( 61 ) nocb keineswegs die- 
jenige von GL (5) nacb sicb ziebt, so folgt anob nicbt ans der Existenz 
von Gl ( 6 ) ftlr irgendein bestimmtes x = 1c > 1 diejenige ffir irgendem 
x<h , insbesondere (dem Werte x = 0 entspreobend) nicht die Kon- 
vergenz der Reibe Es kann dnnn aber ans demselben Grnnde 

wie znvor lim 07^ (s n ) jener Grenzwert bm dff k (s n ) = s bei passender 

tl-> co n-Voo 

Gelegenbeit als Ersatz fiir die fehZende Rmhensvmme angeseben werden. 
Von diesexn Gesicbtspnnkte ans wollen wir, wenn etwa x = 7c 1 der 
Heinste Index ist, ftlr welcben lim &JZ X (s^ eine bestimmte Zabl s vor- 

n -> 00 

stellt, nns des Ansdrucks bedienen, die betreffende Reibe sei durch 
Jcfadhe MittelbUdwig redttzibel und 5 der ibr zugeordnete Grenzwert. 

Man kann leicbt eine notwendige Bedingnng berleiten, welober die 
a y genflgen mfissen, wenn durcb Mache Mittelbildung reduzibd 

sein soli. 

Aus GL (4) folgt namliob: 

= (» + !) J, 

also: 

— 1 S | «*, (V) | +1 («.-01 • 


1) Diese Sezeicbnungen Bind ganz analog den bei firflberer Gelegenbeit (§ 38, 
Nr S nnd 4, S. 241—248) angewendeten: 

lg 1 <D = lgco, lg % © = « 
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1st nun etwa: 
bo folgt zunaohst: 

nnd hieraus weiter: 


lim SW* («„) = s, 

oo 


K l a --WI < 

n-^oo n + 1 — 


2 Is 


ffl (s n ) I 


also dnroh FortBetzung dieBer SchluUweiBe: 


nslMJ 

n->ao (»+l) 


Ei-LiL 

n->oo ( w +!) 


* 


< 2 * |« 


DieBes Ergebnis lafit sicb folgendermaBen ausspreohen: 


lim + 00 

«->« 

bildet eine notwendige Bedvngwng fur die BedueibiMtat der 
Beihe J£a y durch Tcfache Mittdbildung. 


3. DaB Bildungsgesetz der iterierten Mittdwerte $1Z X (sj gestaltet 
siob bei wacbsendem x infolge der Haufong der in jedem G-liede be- 
Bt&ndig binzntretenden Nenner anfierst verwickelt. Es erscbeint daber 
fiir die Berechnung des einer rednziblen divergenten Reibe zngeordneten 
GrenzwerteB vorteilbaft, dab sicb die Moglichkeit bietet, die Grenzwerte 
jener iterierten Mittelbildnngen dnrcb diejenigen wesentlicb einfacber 
gearteter Iterationen zu ersetzen. Zn diesem Zwecke fflhren wir die 
folgenden Bezeiohnnngen ein: 


(7) 


*“=*• +h +••' + 


,w. 


8 , 


<#-D . „(*-!) 


++ ■■■+•, 


(x-l) 


Dabei umfafit die letzte, znnaohBt nur fllr x > 2 giiltige Beziebung 
auob den Fall x = 1, wenn man s r (0) (v = 0,1, •••,*) die Bedeutnng 
yon s y beilegt. Femer bat man: 


a 


(i) 


n 

n+1 




Fabrt man hiervon auBgebend in der Weise fort, dafi man die 


( 8 ) 
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(i) 


n&chste Mittelbildung nicht auf die AuBdrticke —-j (v *= 0,1, • • •, n) } 
Bondem lediglioh auf die s y austibt, so folgt: 


1 

w~f-1 






„(2) 


n -\-1 


+s v ~' 8 ' 

1 n n 

(n+1)*’ 


und eB ergibt sich bei weiterer Forts etzung dieses Prozesses eine Folge 
von Ausdrflcken der Form: 


.w 


(tt+D x 


(* = 2, 3,.). 


Auf Grand des verallgemeinerten Cauchy schen Grenz wertsatzes (§ 7 4, 
Nr. 1, Gl. (8), S. 669) findet man sodann fQr x > 1: 


,(*) 


(9) 


lim 


lim —- ^=±-, 

nr 


«->oo n->oo 

falls der rechts auftretende Grenzwert (im engeren bzw, in dem a. a. 0. 
naher bezeiohneten wetiereti Sinne) existiert Nun ist aber: 

*i n—1 v v n 

0 0 

(- + «r-w--re+^a^+- + i) 

^ xn* -1 lj*' -1 (fiir »■> oo), 

sodafi die Gleichung (9) durch die folgende ersetzt werden kann: 


( 10 ) 


„<*) ,(*-*) 

lim —-—= lim----j 

fl“>« (01+ l)* ft->OD x(fl + l) X 


wieder unter der Vqraussetzning, dafi der rechts Btehende Grenzwert 
(im oben angegebenen Sinne) existiert. 

Ist nun die Reihe 7Ea y komergent und wird ihre Summe wieder 
mit 8 bezeiohnet, also: 

lim s« = s, 


«-► 00 

bo folgt auB Gl. (10) sukzesBive: 


.(i) 


,(») 


,(») 


»+i = ’’ ist (»+1) ,= »*’ (»+«• ~ «•« 4 

und daher Bchhefilioh allgemein: 


(id 


lim 


xl 8 


(*) 


(* + iy 


; — S (x — 1; 2, 3, 


) 
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Wenn dagegen die Reihe ^a y (uneigentlich) divergiert und den- 
noch fttr irgendein x = Tc > 2 1 2 ) eine Beziehpng von der Form (11) be- 
Btefct, bo kann man den betreffenden Grenzwert mit demBelben Grade 
von Bereohtigung, wie zuvor im analogen Falle den Grenzwert lim &U x (sj, 

_ X->00 

als Eraatz fiir die fehlende Somme der Reihe 2 a ansehen. Dabei 

*1 r 

steht es offenbar nooh frei, den Zahlenfaktor:-far iedes x dorch 

(n+l) x J 

einen lhm vnfinitti/r gleichen zn ersetzen, der Bioh fdr die weiteren Be- 
traohtnngen ala zweckmafiiger erweist, namlioh duroh den reziproken 
Wert der Binomialkoeffizienten (w + x) x> da ja in der Tat: 

("+l) x ^(n+l)(n+2)...(n + *)_. , _ A 

=-1-2...X-=(» + *)„• 


Setzt man jetzt fdr x — 1, 2, 3, * • •: 


( 12 ) 


8 . 


(*) 




(n + *)* 


^also Bpeziell: 8^ ] = ^ = 2% ( 8 „)J, 


so besteht gleicheeitig mit jeder einzelnen fdr x = 1, 2,3,.Bioh 

ergebenden Beziehung von der Form (11) die entspreohende: 


(13) 


lim 8^= s 

n->oo 


imd umgekehrt. 

Da die Bildnng der verBohiedenen im wesendichen (d. h. ledig- 

t) 

anf einer iterierten Summation beruht, so wollen wir, falls eine Be- 
ziehnng von der Form (18) fdr einen gewissen Ueinsien Index x = ft > 2 ®) 
(und sodann nach GL (10) fdr jedes x > ft) besteht, dies mit dem Aus- 
drook bezeichnen, die Reihe 2a y sei durch k fetch iterierte Summation 
reduzibd und 8 der ihr zugeordnete Qrenzwert. 

Eb encheint nun wichtig, featzustellen, dafi die beiden im vor- 
stehenden auseinandergesetzten MOgliohkeiten, einer (uneigentlich) diver- 
genten Reihe eine beBtimmte Zahl 8 znzuordnen, stets dctssdbe Resultat 
liefem bzw. auoh gletchzeidg versagen } mit anderen Worten, dafi aus der 
fttr irgendein beBtimmtes k > 2 gemadhten Annahme: 

lim 5^*=* 8 

_______ n->oo n 


lich abgesehen von der Hinzufdgung des Eonvergenzfaktors 


(n + 


1) Die Annahme wflxde ja nach Gl. (8) nur anf den bereita erledigten 
Tall der einfaohen Mittelbildung 9H 1 (s n ) fUhren. 

2) YgL die vorige Tofinote. 
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allemal folgt: 


lim (a n ) 


s 


und umgekehrt. 1 ) 1st dieser Naoliweis gefflbrt, so wird man eine Beihe 
scblechthin als redutitbel von der Ordnung h mit dem Qrenzwert s be- 
zeiobnen konnen, unabhangig davon, ob zunachst nnr die Existenz 


▼on: lim a>U k (8 n ) = s oder yon: lim S® = s 


festatebt Und allgemem wollen wir dann eine Beibe als reduzibd 
ohne jeden weiteren Znsatz bezeichnen, sobald nur feststebt, daB fur 
irgendein k eine der obigen Beziebnngen bestebt. (Danacb isi? also jede 
konvergente Beibe ancb reduaibd.) 

Aus dem Satze am Soblusse von Nr. 2 wtlrde dann folgen, daB 
eine Beibe St a y nur redwaibel sein kann, wenn ftir irgendein fa 


lim L^J< + oo. 

n ->oo to 


Hiemaob ware also z. B. die Beibe S (— IV » e^ v (allgemeiner: 
S(~~ l) v • e" 1 *, wo: Ig v-< m v -< v) yon keiner noob so hoben Ordnnng 

rednzibel (obscbon S i — l) 1 ' • e^ y a bzw. l) r • e"*’’ a fiir | ct j < 1 

nocb (absolut) konvergiert). 


4. Die Grundlage des fraglichen Naebweises bildet eine Bekursions- 
formel, welcbe eine einfacbe Beziebtmg zwiscben (S„) und 

^ erB ^ e ^k 

Aus (7) folgt ftir x > 1: 

S (x “ 1, ss s (x) -S M 1I 

n n *— V 

und daber findet man: 

.(*—*) -(*) -(*) 

_ _n __ * n _ ■ —1 

» (♦* + *-!)*_! (n + X-l)*.^ (♦*+* — !)* _ i 


, 8°° ‘ 

_ w-f- X ^ « 

_ * (« + *)* 


8 (X> 
fl —1 


X (n -1 + x) x 

«_ ”+* . g{*) _* . <j(*) 

x n % n—1 

-;((»+1) S. w - ^ ■ flf- 


1) Die Grenzwerte lim 9tl x (« n ) werden gewOhnlich als HOldersehe, die Gtienz- 
werie lim gW »1b CJes&rosobe bezeiohnet. 
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601 


ErBetzt man bier n der Re the nacb durcb n — 1, n — 2, ■ • • 1, addiert 
die resultierenden Gleichungen zu der vorstebenden und dazu noch 
die (wegen: = 8 0 bestebendb) Identitat: 


(*—i)_ 1 oW , * ~ 1 q(*) 


bo ergibt Bieh: 




On ) 
* 0 


2 S '’~" =; (»•+ i) ■+ : ^ 2 s ' x) 
0 0 

und duroh Division mit (n + 1): 

(H) ot(s(»- 1) )=i + s>ff (sf) 

wenn zur Abktlrzung gesetzt wird: 

(16) 


Wird jetzt auB S x (m 0 ), ■ • •, das arithmetiBche Mittel gebddet, 

so bat man zu beacbten, dafi allgemein: 

m(a u n + bv„)= a$7Z(u n ) + b$K(vJ *), 
und dafi Bich daber aus GL (15) ergibt: 

also, wenn man auf die recbte Seite die Gleichung (15) anwendet: 

woffir wir mit WeglasBung der aufieren Klammem scbreiben wollen: 
(16) S7?E x («„) = E ( SW(u„), 

in Worten: die Reihenfolge der beiden „Operationen“ Sfll und £ x , also 
der einfaoben Mittelbildung und der durob die Formel (15) definierten, 
etwaB zusammengeBetzteren Operation 1 ), darf (sc. obne Anderung des 
EndreBultats) vertauscht werden. 

Ersetzt man ferner in G1 (16) u n durcb 2^(w n ), so folgt zunachst 
also, wenn man rechts auf die soeben als zulassig erwieBene 


1) In Worten: Die Mittelwertbildong iat eine distributive Operation. 

2) Man beaohte, dafi der Index * bei ntcht wie bei SH H oder eine 
Iteration beeeiohnet, iondem eiob lediglioh anf die in der Definition (1ft) vor- 
kommende positive Zahl * besieht. 
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VertauBchung der Operationen cfll nnd 2^ auBtlbt und nur die umerBte 
Kla mmer beibehalt: 

(17) mn, e,(«„) = t&MpJ 

und duroh wiederholte Anwendung dieser Schlufiweise: 

(18) • • • £„„(«„) -W — ^ sw(«J- 

Bildet man jetzt auf Grand der Rekuraionsformel (14) das arithmetische 
Mittel von c?^(iSi x “ 1) ), - ■ ■ cW(^ x-1) ), so ergibt sich zu- 

naohst: 

an, (Sf- 11 )=sOT„(fl«)= s,an(s«), 

also, wenn man rechts auf nochmals die Rekuraionsformel (14) 

anwendet, indem man daselbst x durch x + 1 erBetzt: 

(19) w, K“ -1) )= £A*iK’ ,+1) )- 

Hieraus folgt durcb nocbmalige Mittelbildung mit Bentitzung yon 
GL (17): 

V 8^+i( s i ,+I) ) = w,+M s « +l) ) 

und, wenn man wieder nooh rechts die Rekursionsformel (14) (mit 
Ersetzung von x durch x + 2) anwendet: 

(20) an, (s'- 11 )=®a + A+»( s ,!' +,> )- 

Duroh Fortsetzung dieser Mittelbildungen mit Benhtzung der allgemeinen 
YertauBohungaformel (18) und Emfflhnmg der Rekursionsformel (14) 
fflr den rechts auftretenden Mittelwert ergibt Bioh allgemein filr & > 2: 

(21) OT 4 _ 1 (Sf-«)= E,E, +I • • • E J , +J _ > (S<' + *- , >). 

Setzt man hier x = 2 und berflcksichtigt noch die in (12) ent- 
haltene Beziehung Bowie die FuBnote 1, S. 696, so 

findet man: 

( 22 ) 

also eine Formal, welcbe eine explizite DamteUung von dU k (sj durch 
S®liefert 

Nun folgt auB der Definitionsgleichung (15), dafl: 

(23) lim &Ju„) *= 8, wenn: lim u n = s, 

*->ao n ->oo 

da ja nach dem Cauchy sohen Grenzwertsatze gleiobzeitig mit lim u = s, 
auch lim S)/?(wJ ■= 8. ”" > ® 
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Wird also zunSchst angenommen, dafi: 

(24) lim Sf = s, 

n->oo 

so findet man sukzeBBive: 



n-> oo ' ' 

nnd somit schliefilich mit Bendtzung von Gl. (22): 

(25) lim M k (s\ = s. 

n "V oo 

Des weiteren erweist sioli aber die Grenzwertbeziebung (23), welcbe 
ja die Grnndlage der znletzt gefnndenen bildet, als umkehrbar, d, h es 
ist allemal: 

(26) lim u=s, tcenn: lim£ (w)=ss 

n-Voo " „->» Xy nJ 

fQr irgendein x > 2.*) Dies folgt namlioh ans dem Grenzwertsatze 
von § 74, Nr. 2, S. 571, wenn man daselbst: a = b setzt.*) 

X' X 7 


1) Im Falle x = l wild ja C x (« n ) ufynhsch mit u n . 

S) Will man siob moht auf den zitierten allgemeineren Satz etfltzen, bo 
laBt eieh der vorliegende, durch die Qaneeahligkett von x merklioh vereinfachte 
Fall folgendermaflen erledigen. Ana der Definitionsgleichnng (4), S. 696, folgt: 

^ ( w +1) ( M n ) “ ( tt «—i), 

sodafl naoh GL (16): 

(»+»)»(«„)—acfo-,) 

Mnltipliziert man ZtLhler und Nenner dieses Ansdruoks mit dem Faktor: 

(x+x - 1) (n+ * - 2) ■ • • (n+1) 
nnd benfltzt fdr das im Nenner atehende x die Identit&t- 


so ■wird: 


*”(» + *)—x, 


(n+x)(n+*-l). • • («+l)SIB(tt f| )-(n+*-l)(n+x- 2 ) 
M u «)“ ( w + x )( w+(n + 1 ) —(n+x —1)(n+x —2)' 

Beateht jetzt die YoranaBetznng: 


71 "T ® 


•«; 




j). 


so folgt aoa dem voratehenden Aoadraok mit Bendtznng dep verallgemeinerten 
Oauchyachen Grenzwertaatzes, dafi: 


lim (» + »)(»+«-*) 
*!■>• (x + x) (n+x —2) 


(x+ 1 ) 

(x+1) 


»(S) 




also: 


lim — a 
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Wird bIbo jetzt die Beziehtmg (25) zur Vorauflsetzung gemacht, so- 
daB also mit Beniitzung von. GL (22): 

(27) lini • ■ • Ej(S™)= s, 

bo ergibt sich nach (26) sukzessive: 

lim 2iC 4 ---e t (5®)=s 

lim 2^ • • • 2l t (5 n (i) ) = s 


and BohlieBlich: 
(28) 


lim2 t (Sf) = S 
• “► 00 


71 -+■ 00 


Damit ist dann also der am Schlusse der vorigen Nummer 
geforderte Nachweis geliefert, d. h. ob gilt der Satz: 

Jede der beiden B&siehungen 

lim Q1Z k (8 n ) — s, lim S™ = s 

n->-oo n->oo 

(wo s eine bdiebige endliche Zahl bedeutet) zieht stets die andere 
nach sich. 

Beispiel: 

Eb Bei: a v » (— l)*” 1 - v, also: 

I s aM _ t = 0 + 1 —2 + 3-(2fi — 2) + (2fi — l) — fi 


2/i 


= *>u-i + «,„ = »« -2/» = -(t- 


“_j= 0 + 1 —1 + 2-((* — !) + /• = (* 


'2/t 

£! = *>5Li+v" * ~ ** = °* 

0 + l + 0 + 2 + -- * + 0 + /t 

(S) = o 1 w 4. . W _ Pfr+l) 

1 ' °2/u 2 


8, 


8 , 




Hiernaoh ergibt sich (b. GL (12)): 


.W 




a(*) _ V-l Jf(|» + 1) 

(2,1 + 1), 2 ' (2ft + l).2ft — 2(9ft + i) 

qQ) _ V _ <*(/*+1) _2_ft 


>/* 

and Bomit: 


(«f*+8). 


(2ft + 2) (2ft + 1) 9(2,t+l) 


lunS w =7- 
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Andererseits hat man: 


nnd Bomit: 


.(« 


-a 1 -- 1 —iL-1 




( 1 ) 

»/« 


2(t + l 
1 

P'S 


^(V-0=^=i 
^(V) - 


2 ft 

1 


>(l+l i|i+J 

1-Voo 4 ' n -> a& 


flbereinfltimmend mit dem zuvor bewieaenen Satze. Im iibrigen ist 

also die Reihe (— l) v+1 • v reduzibel von der zweiten Ordnnng nnd 

l ® 

j der zugeordnete Grenzwert. 


5. Die Einf&hrung defl Mittelbildungssymbols dU nnd dee Be- 
griffeB der Reduzibilit&t geetattet zunachst, die in § 45, Nr. 3, S. 307, 
OH. (6), (7), nnd § 75, Nr. 1, S. 574, GH. (4), gegebene Form der 
Konvergenzbedingung in folgender Weise auBznBpreohen: Steht bereits 
fest, dafi die Reihe von der ersten Ordnnng reduzibel, bo ist ftirihre 
Konvergene nottcendig nnd hmreichend, dafi: lim S7?(na f| )= 0, also hin- 
reichendf dafi: lim»a n =0. w ‘ > ® 

n-V oo 

DieBes ReBnltat l&fit Bioh nooh in der Weise verallgemeinem, dafi 
der Zusatz „von der ersten Ordnung" wegf&llt. Hierzn gehen wir von 
der Identitat ans: 

(29) (w + 1) ^3 a r = ^ (n+l — v)a v + 

o o o 

welche wegen: 


«o + H-H s H — (n + l)a 0 + H-f- 2a f| _ 1 + U n 

naoh Division mit n +1 die Beziehnng liefert: 

(so) 

ooo 
anders geBohrieben: 

(80.) «„ = Sltl l (».) + SB, (no.). 
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Ersetzt man. n der Reihe nach dnrch n — 1, n — 2, • • • 1,0, addiert die 
resultierenden Gleichungen zu GL (30 o ) and dividiert mit n + 1, so folgt: 

(30.) ®.(*„) = 3K,W + ^. (»“.)■ 

Dnrch Fortsetznng dieses Verfahrens ergibt sich allgemein: 

(30j_i) + ®»(»«„) 

(80J SK, (».) = sw t+l («J + vn t+t (»<»„). 

Angenommen nun, man habe: 

(SI) HmOT (s n ) = s, 

n-> oo 

so wird nach GL (80J auch: 

lim m h (sj = s dawn und nur dann, wenn: lim ( na n ) = 0 

fJ-> 00 fJ->00 ‘ 

1st dieseletztereBedingung erftillt, so wird nach GL(30 i _ 1 ) wiederum auch: 
lim dawn und nur dann, wenn: lim (wa n ) = 0. 

n ->-oo n->°o 

In dieser Welse weiter fortfahrend, findet man aus GL (30 0 ), daB 
sohlieBlioh: 

lim s n =lim q)U^ (s b ) = s damn und nur dann, wenn: lim (waj = 0. 

oo n->oo tt->oo 

Da abet nmgekehrt die letzte dieser Bedingungen nach dem 
Cauchyschen Grenzwertsatze die Existenz aller folgenden yon der Form: 
lim d1Z x (*»«„) = 0 (x = 2, 3, ■ • ■) nach sich zieht, bo ergibt sich: 

fl->00 

SUM nur so viel fest, daft die Reihe ^a uberhaupt redu- 
eibel ist , so ist fur ihre Konvergene notwendig und kin - 
reichend , dafi: 

lim cftl ( na n ) ■= 0, 

*»->oo 

also (wiederum nach dem Cauchyschen Gfrenewertsatee) hin- 
reichendf dafi: 

lim na= 0. 1 ) 

• H / 

§ 79. Doppelreihen mit komplexen Gliedern. — Beduzibilitftt der 
Dlagonalrelhe nebst Anwendnng anf die Cauchysehe MultiplI- 
katlonsregel. — Feststellnng der absoluten Konyergenz einer 
wichtigen Doppelrelhe. 

1. In § 75, Nr. 2, S. 577, haben wir bereits eine Doppdfdge ad- 
ditiv yerbundener komplexer Zahlen, also ein Schema yon der Form: 


1) Eine erweiterte Form dieser Konvergensbedingung findet man im Anhang. 



Nr. 1. 
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( 1 ) 


§ 79. Doppelreihen mit komplexen Gliedem. 

• a® + *«+... + •«+. 

+ *“+«*+■•■ + •» + . 

' +. 

+ a<’>+ 0 «+...+ »<’> +. 

.+. 


betrachtet, mid zwar dort lediglich in der Weise, daB wir ein solches 
zweifach unendliohes Schema xmter der Voraussetznng absoluter Kon- 
vergenz nach Zeilen oder Kolonnen bzw. nach JDiagonalen summierfcen, 
also als iterierte bzw. als einfach unendhche Reihe behandelten. Die 
Vollstandigkeit erfordert, auch den Begriff der Doppelreihe auf ein auB 
komplexen Zahlen bestehendes Schema von der Form (1) zn ttbertragen. 

Bezeiohnet man in analoger Weise, wie frflher im Falla ausBchliefi- 
lich reeller Snmmanden (vgL § 62, S. 450, GL (3)), mit sj? die Snmme der- 
jenigen GUieder dee Schemas (1), welehe in dem von der (/i +1)**® 
Kolonne nnd (v + 1)*“ Zeile begrenzten Abschnitt enthalten Bind, so 
heiBt die Doppdreihe der af^ honvergent und s ihre Snmme , in Zeichen: 

(2) » a T — s > 

o 

wenn: 

(3) lim = s. 

ft, r-+ao^ 


In jedem anderen Falle, d. h. wenn kein endlicher Doppellimes 
ftlr die Folge existiert, heiBt jene Doppelreihe divergent. 

Setzt man wieder: 


( 4 ) 

nnd entspreohend: 

( 6 ) 

bo folgt: 


,W. 




U LL 1 U 9 


lim 8^ = lim a® + i lim 

ft, r->oo ^ ft,v-*«> fi ft,v-+m ^ 


(in dem Sinne, da£ die Existenz des links stehenden Qrenzwertes die- 
jenige der beiden rechts stehenden nach sioh zieht nnd umgekehrt), 
anders gesohrieben: 


( 8 ) 

0 0 0 

Da auf dieBe Weise die Summe einer konvergenten Doppelreihe 
mit komplexen Gliedem auf diejenigen zweier ebensolchen mit reellen 
Gliedem zurtickgefflhrt wird, so lasBen sich wieder ohne Schwierigkeit 
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die frfiher ftlr reelle Doppelreihen abgeleiteten ReBultate anf eolche 
der yorliegenden Art ftbertragen. Wir begnfigen uns in dieser Be- 
ziehnng mit den folgenden Bemerkungen. 


2. Die Doppelreihe der 
wenn die Doppelreihe der | | 


soli wieder absolut konvergent heiBen, 
konyergiert. Aus der Beziehnng: 




,<*)! 


< + /» 


(V)| 


ergibt sich dann, dafi die Kowoergenz der (ja aus lanter posttiven Glie- 
dem bestehenden) Doppelreihe v | | diejenige der beiden Doppel- 

reihen 2 . * | | und 2-\ /f«| znr Folge hat wnd imgekehrt. Da 

aber naoh § 64, Nr. 1, S. 469, gleiohzeitig mit den beiden letztgenannten 
anoh die Doppelreihen aj? und 2 * hmvergieren, so erkennt 

man anf Grund der Beziehung (6), daB die im Sirnie der oben ge- 
gebenen Definition absolut konyergente Doppelreihe 2 v anoh 
wirklioh an sich honvergiert. Im fibrigen liefert die Beziehung (6) ohne 
weiterea die folgende wortliche ffbertragung der frfiher gefundenen 
Hanptsatze: 


I. 1st die Dopypdreihe der a®absolut Convergent und 

(7) j>f. 

0 

so honvergiert ouch jede einzelne Zede und Kolonne, some die 
Reihe der ZeUen- bzw. Kolonnensummen absolut, wnd mm hat: 

00 OP 

(8) l^l a u ) = 8 (Reihe der ZeUensummen). 
o o 

a a 

(9) 22 a l* ) = s (Keihe far Kolonnensummen). 

o o 

Ebenso Tconvergiert die Reihe der Diagonalen absolut, wnd zwar 
ouch dam noch, toenn mm die einzelnen aj? dls Glieder der 
Reihe auffafit. Zugleich hat man: 

40 

(10) x? (a 0 w + a? 1J + • —b a v (0) ) = s (Reihe der Diagonalen) 
o 

(ygL § 64, Nr. 2, S. 470). 
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1L Dieser Satz ist wieder umkehrbar mid lafit sich mit semen 
s&mtlich mbglichen TJmkehrungen folgendermafien zusainmenfassen: 

Von den vier Gleichungen 

(11) 22 a v )s=s > 2 i 2tf )=s ’ 

0 0 0 0 0 

■• + «?’)=* 

0 

eieht jede die drei anderen nach sick, wenn die in der 
Voramsetmvng auftretende Reihe bei Vertauschmg der ay mit 
ihren absoluien Betr&gen konvergent bleibt (a a 0. Nr 3). 

III. Jede absolut komergente Doppelreihe ist unbedmgt 
konvergent und umgekehrt (a a. 0. Nr. 4 nnd 6). 

3. Die Doppelreihe ^jt,v a^ ] ist nur bedvngt konvergent, wenn von 

den beiden Reihen mmdestens erne nur bedvngt 

konyergiert (die andere mag dann eyentuell aueh unbedmgt konver- 
gieren). Es sei daran erinnert, daB bei einer bedmgt, also nicht absolut 
konvergierenden Doppelreihe mit reellen Ghedern keine emzige Zeile 
oder Kolonne zu konrergieren braucht (vgl. § 62, Nr. 5, Satz (I), S. 455). 
Dagegen ergibt sich (s. a. a. 0. Satz (II), S. 456), falls man diese Mog- 
lichkeit durch die Voraussetzung m geeignetem TTmfange ausschlieBt, 
der folgende Satz: 

00 

(IV) Ist aufier der Doppelreihe ^jt.*a { y = sjede einzelme 
Zeile a^(v — 0,1, 2,.) oder jede eimelne Kolonne 

co 0 

=0; 1, 2,.) konvergent , so konvergieren amh 

o 

die entsprechenden iterierten JReihen gegen die Summe s, d. h. 
mm hat: 

(12) 22 =s > bzw - 2 2 °r =s - 

oo oo 

4. Der Satz fiber das Verhalten der Diagonalreihe und ihre 
Beziehung zu der alB konvergent vorausgesetzten Doppelreihe (s. § 63, 
Nr. 8, S. 462) laBt sich yermittelBt des im yorigen Paragraphen ein- 
geftlhrten Begriffea der Reduzibilitat merklich vervollstandigeiL Setzt man: 
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(13) aff 1 4- 4— -4- c o 4“ c i 4--1 - Cy= C v , 

(sodaB also die Bachstaben: a, c, G den a. a. 0. gebraucbten: u, w, W 
entsprecben), so gilt nnter der Yoraussetzung, daB die Zeilen und 


Kolonnen der konvergenten Doppelreihe » a^= s gleichfalls Ttonver- 

o 

gieren oder innerhalb endlicher Greneen oszUlieren, die Beziehung 
(S. 464, Gl. (27)): 


(14) lim — 7 3? <7 =s, anders gesohrieben: lim cftl(C ) — s 

Yerbindet man dieses Resultat mit dem SohluBsatze des Yorigen Para- 

giaphen, S. 606, so lafit sioh der fragliohe Satz liber das Verbalten der 
00 

Diagonal/reihe in folgender Form aussprechen: 

o 

(Y) Besitet die konvergente Doppelreihe: 

( 16 ) 

0 

die Etgenschaft, dafi jede einzelne Zeile und Kolonne kon- 

vergiert oder mnerhalb endlicher Greneen oseilliert, so ist 

00 

die Reihe der Diagonailen ^ c y in jedem Fade eum mindestm 

o 

redueihel, und zwar von der ersten Ordnung, mit dem Grenz- 
wert s, also: 


(16) limS M(Cj=s (wo: C v =c 0 4-^4 -b c v ). 

n->® 

Fur ihre Konvergene (und zwar dann selbstverstdndlich auch 
gegen die Swmme s) ist notwendig und hinreichend , dafi: 

(17) lim QU (wc B ) =» 0, 

n-> od 

also hinreichend, dafi: 

(17a) lim«c B = 0. 


Aus diesem Satze folgt aber nnmittelbar die anf S. 682 ange- 
kflndigte YerroHstandigmig der Caucbyscben Mnltiplikationsregel. Ist 

CQ 00 

= B, bo ergibt siob zunaohst dnrcb die in § 66, 

0 0 

Nr. 1, S. 483, angewendete SchluBweise, daB die Doppdreihe 
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OQ ^ 

b v Icowvergiert bei gleichzeitiger Komergmz jeder. emzelnen 
o 

ZeUe und Kolonne. Mit Benfltzung dee letzten Satzes ergibt Bioh also: 
(VI) 1st: 

(18) ^la y = A, ^}b v =B 

o o 

und setet man: 

(19) *A+ a i b ,-i + --- + a , i <>= e ,> ««+«,+••• + c, = C„ 

CP 

so ist die JReihe c v mm mindestm von der ersten Ord- 
o 

nmg reduzibel mit dem Grenewerte AB, also: 

(20) lima M(C n ) = AB, 

«->-oe 


( 21 ) 

( 22 ) 
(22 a) 


und ddher, falls sie Jconvergiert, ouch : 



Fur das letatere ist notwendig und hinreichend, da/3- 


lim 31Z (wcj = 0, 


also hinreichend, da/3: 


lim wc = 0. 1 ) 

fl / 

n-> oo 


1) Dafl diese Bedingung sehr weit day on entfemt iBt, erne notwendtge zu 
Bein, zeigt ein fisher gefondenea auf die Multiplikation aog. al&emterender Keilien 
bezdglicheB Brgebnu Sei etwa. 

a v = (-iy* v , 

wo die a y , § y posttwe, mil: waohaendem v monoton gegen Null konvergierende 
Zahlen bedeuten, bo hat man (naoh § 66, Nr. 6, S. 496)* 

W 

o 

und flndet in dieaem Falle (a. a. 0. (Gl. 48)) 

lim c„ ™ 0 

_ f* 

*•>00 

als notwendtge und hmretchende Bedingung fOr die Gtiltigkeit der OauohyBohen 
Mnltiplikationaregel. Hier erweiat Bioh alBO an Stelle yon lim nc n =» 0 Bohon die 

B->OB 

obige weeentlich schwdchere Forderung ale hvnrtuchend, was offenbar daher rtlhrt, 
dafl hier die c B , ala aus lauter Gliedem gleiehen Vorzeichenu beatehend, die 
grSfiten AbBolutwertt beBitzen, deren sie bei gegebenen | a y |, | b y | dberhaupt f&hig 
Bind, w&hrend dann andererBeits das ZuBtandekommen der nach Batz (VI) gleioh- 
falli notwcndigen und hinretchenden Bedingung (22) auf dem Umatande beruht, 
dafl die c n altemterende Vorzeiohen beaitzen. 
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5. Eine einfaohere und zugleich vorteilhaftere Form einer hm- 
reichenden Bedingung liefert der folgende Satz: 

(VII) Fur die Giiltigked der Midtiplilcationsformd (21) 
ist hinreichend, dafi \va v \, \ vb v \ unter ewer endlichen 
Schranke bleiben, ettoa: 

(22b) | va y |< Q, | vb y |< G (v = 0,1, 2,.).*) 

Be we is. Es ist lediglich zn zeigen, daB unter der gemachten 
Voranssetzung die Beziehnng (22) besteht. Hierzu fQhren wir die 
Bezeichnungen ein: 

n w w 

^} a v =A »> JS'bv =B n> = G n (wiebereits in(19)) 

0 0 0 

= A‘ n , ^jvb y = B' n , ^jvc v = 0' n . 

0 0 0 

Alsdann hat man mit Beniitzung von (19): 

n 

2 V ( a oK + °A-1 H-+ a v h o)> 

0 

ausftlhrlicher geschrieben: 

0 • a 0 b 0 

+ 1 ’ ® 0 6 i + 1 ’ a i & o 

+ 2 ■ a 0 \ + 2 • a x b x -f 2 • a 8 & 0 

+ _ • . . • • • . _ _ 

+ w-l-a 0 6 i _ 1 + w —1 -a x b n _i + n — l • a 8 6 B _ # H- \-n— 1 • a n _ x b 0 

+ M-a 0 6 B + n - a x b n _ x -V n • S 6 —■+"'+»• a «-A + »- a . 

Addiert man die einzelnen Kolonnen, so lafit sioh jede dieser Kolonnen- 
summen mit Ausnahme der ersten und letzten in zwei Bestandteile 
zerlegen, namlich: 

C, ^ = O 0 B . / + < *l- B n-l + +- ^ a n-l S 'l 

+ 1 • ^.-, + 2 • «A-i + '' • + («-!) «*._A + *‘ “A 

oder, wenn man der Symmetric znliebe der ersten Zeile nooh das 
Glied a n B' 0 (wo: 2?' = 0 • & 0 = 0), der zweiten das GHied 0 • a 0 J3 B hin- 
zuftlgt: 

(24) 

- 0 0 

1) Anders geschrieben- 

Em |«« M |< + oo, Em I *b„ | <+ oo. 
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Die Anwendung der Abelschen Transformation anf die erste dieser 
Summon ergibt: 

2? =2 A M~- +api 

o o 

«—t 

= 2? (* - *) • K-A, + o • M* 

0 

w 

= v • 6 A 

y f! _ V 

0 

und daher wird: 

W 0 » = 2 v - i A«-,+j>} v - a , B .-, 

0 0 

“ 2?* • 6,(4,_,- A)+j?,v ® V (-B„_ r — B) 

0 0 
» B 

+ ^ 2 vo„ (s. Gl. (18)), 

o o 

also, mit Beriicksichtigung der Voraussetzung (22 b): 

(26; [0:|<O-^K-^| + e-2|jB,--B|+ A j$*\ 


+ 


b 2 


va 


und dureb Division mit » + 1: 

(27) | S )U(nc n ) |< G'&n:QA n —A\)+ G-m{\B n -B\) 

+ \A-SK(nb t ) \ + \B-ffl(na n ) |. 

Da aber, wegen lim | A n — A | = 0 und lim | B n — B | = 0, auch: 

n -> ® n ->qo 

lim dJZ(\ A n — A\) = 0, limSWfl B n — 2?|) = 0 

j|->00 »->00 

und, infolge der Konvergenz von ^a y , ^b v , auch: 

lim QTZ(n a B ) =0, lim S1Z (»& B ) = 0, 

n-> co n->- oo 

so findet man soblieBlioh, wie zu beweisen war: 

lim d1Z(nc n )=0- — 

n ->-00 

Zn den (bedingt konvergenten) Reihen, fiir welohe auf Grand 
des eben bewiesenen Satzes die Gtiltigkeit der Cauobysohen Multi- 
plikationsformel nunmebr feststebt, geboren insbesondere diejenigen 
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yon der Form ^u y v yf sobald zu den ftir deren Eonvergems als hin- 
reichend erkannten Bedingnngen (b. § 77, Nr. 1, S. 593), namlich: 




honvergent, ^\v v 
o 


hochstens endlich unbestimmt. 


lim u n = 0, 


on die Stelle der letztgenannten die folgende tritt: 


lim nu n < + oo. 

B-> OO 

(Beispiel: u v = ^ v > wo p, q beliebige, nur der Bedingung 
p + qv ={= 0 unterworfene Zahlen; v y = (— l)” 1 *, wo oder 1 mit 

B 

der einzigen Besohrankung, daB (— 1)’”’' nnter einer endlichen 

Grenze bleibt.) o 


6 . Ftir die Feststellung der absobdm Konvergenz oder Diyergenz 
einer Doppelreihe mit komplexen GHiedem wird, geradeBO wie 

bei der Losung der entsprechenden Aufgabe ftir einfacbe Reihen, im 
allgemeinen die direkte TJntersuchung von [ a® | der Zerlegnng von 
ajp in seinen reellen und unaginaren Toil vorznziehen sein. 

Als Beispiel einer solohen Konvergenzbestimmung wollen wir eine 
Doppelreihe betraohten, die in der Theorie der elliptischen Funk- 
tionen erne wiohtige Rolle spielt, dbrigens, wie sioh zeigen wird, zu 
der in § 67, Nr. 6, S. 611, behandelten Doppelreihe mit reellen posi- 
tiven Gliedern in naher Beziehung Bteht. Es werde gesetzt: 


(28) 


flW*_*_fwo: II = 0,1,2, 

f* (iuo+va>')<! \ v*=Q, 1, 2, 


I mit AusschluB der Kom- 
J bination p = 0, v *= 0. 


Dabei sollen a und cat zwei komplexe Zahlen bedeuten, welohe nur 
der Besohrankung unterliegen, daB ihr Quotient: t = ^ niciht reeU Bein 
soil. Es handelt sioh dann* darum zu entsoheiden, ftir welohe Werte 
des Exponenten q die aus den af^ gebildete Doppelreihe absolut kon- 
vergiert bzw. divergiert. Da Potenzen mit komplexer Basis bisher 
nur f(ir ganzzahlige Exponenten und ftir den Exponenten ^ defiftiert 
sind, also nur in diesen Fallen (p© + vaTf eine bestimmte Zahl yor- 
stellt, bo wird man yorl&uBg, soweit es sioh urn die handelt, 
unter p entweder eine ganze Zahl oder ein ungerades Multiplum von 
j zu verstehen haben, wabrend in bezug auf die | [ico + vca f I* diese Be- 
schrankung nattlrlich wegfiallen kann. 
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Man hat nun zunaohst: 


(29) 

(?) 1 l 

a \' = —-- 

** ofi (/*+ vift 

und, wenn 

t = x + t*i (wo \t' | > 0) 

gesetzt wird: 

| p + vt 1 ® = (fi + vt)* + v 8 r f * 

mithin: 

= p* + 2 pvt + V s (r* + t' *), 



(30) 

| p 4- vt i f = (p 1 4- 2 pvt 4 - v 1 (r* 4 - B ))P. 


Yergleicht man diesen Ausdruck mit dem a a. 0. (S. 511, Nr. 6) 
behandelten: 

(ap* + 2b pv 4- cv*) a , 

bo ergibt Bich: 

b* — ac = — t' i , also: <0, 

d h. der fragliche Ausdruok ist, wie dort, eine (positive) quadratische 
Form mit negabiver Determinants Da sodann: 


a«| = 




(31) 

bo folgt auB dem a. a. 0. gefundenen Ergebnis (wegen a = p), dafi 
die Doppelreihe der | a® | far q > 2 honvergiert, fdr q < 2 dwergiert 
Da es schliefilich freisteht, dieses Resultat auch wieder auf negative p 
Oder v bzw. p und v zu tibertragen, bo ergibt sich schliefilich. 


Die Doppelreihe: 



— 00 


l 

(pro + vea')^ 


wo der AJcnent den AusscMufi der Kombmation p = 0, v = 0 
andeuten md nicht reell sein soli, ist absolut honvergent 
oder absolut divergent, je nachdem q>2 oder q<2. 
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Nr. 1.2 


Kapitel 111 

Unendliche Produkte. 


§ 80. Konvergenz nnd Divergenz unendlicher Produkte. 

1. Es sei eme unbegrenzte Folge komplexer Zahlen b v (v=0,1,2,- •) 

von der Beschaffenheit gegeben, dab zu jedem bestimmten Index v eine be- 
stimmte, msbesondere von Null verschiedene Zahl b v gehort (womit zunachst 
nioht ausgeschlossen ist, dafi die | b y | mit unbegrenzt wachsendem v samt- 
licb oder zmn Teil fiber jede Ghrenze wachsen oder unter jede Grenze 
hinabsinken konnen, sodaB also eventuell lim | b v | = + oo, lim | b \ = 0). 
Setzt man eodann flir n = 0,1, 2, 


(!) 

ktlrzer gescbrieben: 

( 2 ) 






r.-H*-’ 


so heiBt die unendliche Fciktorenfolge oder das unendliche Produlct: 

00 " 

V& 1 -V-- ' j ktlrzer gescbrieben: b v , konvergent, wenn, bei hmlang- 

<) 

lich grofi gewahltem w, P n durob Hmzimabme bdiebig vieler weiterer 
Paktoren: & B+1 • b n+a • • • nur noob Anderungen erleidet, die im 
Yergleicb zu den; bereits gewonnenen Werte beliebig Jclein sind, sodaB 
also, wenn gesetzt wird: 


■^«+p ~ ‘ 0- + K, 

\h^\ bei hinl&nglich groB gewahltem n fftr jedes q = 1 , 2, 3,. be¬ 

nding Mem wird. 

Hiernach ergibt sicb als notwendige und hinretchende Bedmgung 
ffir die Konvergenz des betreffenden unendlichen Prodnktes die folgende: 


(3) 


Zu bdiebig Jdeinem s > 0 mu/3 stch n so fxieren lassen, dal 3: 



1 


< 6 far Q = 1, 2, 3, 


2. Die Ungleichung (3) bat also zunachst als Definition ffir die 
Konvergenz des unendlichen Prodnktes zu gelten. Es ergibt sich'nun 
aber weiter folgendes: 

1st die Bedmgung (3) erfifflt f so besitzt P n fiir n —► oo 
emen bestimmten von Null verschiedenen Grenzwert , eitoa: 
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(4) 


lim P n = P, welcher der Wert 1 ) des mendlichen Produktes 

n-> co 

\ • b-L -b 2 - ■ • genrnnt wird, in Zeichen: 



= P 


o 

Umgelcehrt. Eaastiert lim P n als endlich und von Nidi verschieden, 

f! -> OO 

so konvergiert das fragliche unendliche Produkt m dem fniher 
beeeichneten Sinne der Ungleichung (3). 


Be we is Bedentet fr einen ganz beliebig anzunehmenden echten 
Bruch, bo kann man demselben auf Grand der Yoraassetzung (3) eme 
natiirliche Zahl m so zuordnen, dafi: 



1 


< «• far ? = 1, 2, 3, 


7 


also, wegen | a — a' | > 


■^171 + P 

— 1 

P m 



11 a | — | a' 11, a fortiori: 
(q = 3,.), 


1) Man bezeiohnet nioht selten znr Abkflrzung den Wert ernes unendlichen 
Produktes sohleohthin als das unendliche Prodvkt nnd sagt also in diesem Falle 
nioht nor „eine Zahl werde dargesteUt dnroh ein gewisses unendhches Produkt “ 
(d. h ( retw formal dnroh ein Zeichen yon der Form. •, welohes in 

diesem Falle zweokm&fiiger als unendlidhe Faktorenfolge zn bezeiohnen yr9.ro), 
sondem anoh ger&dezn: „sie sei gleich diesem unendlichen Produkte “. Die Zwie- 
sp&ltigkeit dieser AnsdruokByreise tritt besonders dentlich heryor, wenn man sich 
der entspreohenden Bezeichnungen bei den mendlichen Beihen erinnert Tr ie r 
wird stets soharf nntersohieden zwisohen der unendlichen Beihe y d. h. einem Zeichen 

yon der Form a 0 + a t + • • • + 0*+.i and der Summe der unendlichen Beihe, 

n 

d. h. dem Orenewerte lim Man sagt demnaoh, „eine Zahl werde dnroh 

n ->00 Jmmi 
0 

eine gewisse unendliche Beihe dargestellt lt Oder „Bie sei gleich der Summe dieser 
unendlichen Beihe^ (aber nicht: „gleich der unendlichen Beituf*). Allerdings besteht 
eine gewisse Zweidentigkeit der Bezeiohnnng, yon der anoh hier best&ndig (-re¬ 


branch gemacht wird, Bohon darin, da& dnroh das 


qp 

Symbol a v bzw 


00 



K 


0 0 

sowohl rein formed die nnendliohe Beihe o 0 + °i + ■ • * + +.bzw. das nn- 

endliche Produkt b 0 b, • • • b' v .(insbesondere ohne Bdoksicht anf Konvergenz 

oder Divergenz) , als anoh die Summe der unendlichen Beihe bzw der Wert deB 
unendliohen Produktes bezeiohnet wird. Es empfiehlt sioh diese ktlrzere Sohreib- 
weise jedooh nioht nnr wegen der Banmerspamis, sondem anoh des leiohteren 
ftberbliokes halber, da die bestflndige Bendtznng jener ansfdbrlioheren Bezeioh- 
nnngen dem Texte nioht selten ein reoht sohwerf&lliges nnd nndbersiohthoheB 
Anssehen verleiht. tJbrigens ersoheint jedes Mifiyerst&ndnis dnroh den Znsammen- 
hang wohl stets ansgeschlossen 
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und daher, wenn man v statt m + Q schreibt: 

p 

— £■ < — 1 < - 6 - (v = m + 1 , m + 2, m + 3 ,.), 

somit schlieBlich: 

(5) (1 — «■) -1 i>„ | < | JP, | < (1 + «•) -1 J> m | (v>»). 

Da tier | P m | eine lestimmte positive Zahl vorstellt, so sagt diese 
Ungleiohung zunachst aus, dafi alls | P y | fttr v>m zwischen zwei 
festen positiven Zahlen liegeru Da das gleiche selbstverstandlich auch 
fttr | P 0 1, | P t |, • • • | P tB | gilt, so existieren positive Zahlenpaare g, G 
von der Beschaffenheit, dafi: 

(6) 9< flr v = 0,1, 2,. 

Wild jetzt s > 0 beliebig klein vorgeschrieben, so lafit sich in> 
folge der Voraussetzung (3) n so fixieren, dafi: 

%t«-l <£ (p = 1,2, 3,.), 

A n 

und da andererseits nach dem zweiten Toil der Ungleiohung (6) jedenfalls: 

IJP.lso. 

so folgt duroh Multiplikation der beiden letzten Ungleichungen • 

(7) -■?„!<* (? = 1.2,s..). 

eine Beziehung, welche ja die notwendige und hinreichende Bedingung 
fQr die Existenz eines bestimmten lim P fl darstellt. Zugleioh ergibt 

n->ao 

sich dann aber aus dem ersten Toil von Ungl. (6), dafi: 

( 8 ) 

also, wie behauptet, lim P n endlich und von Null verschieden ausfallt 

n-> oo 

Gl-eht man umgekehrt von der Voraussetzung (8) aus, so besteht 
eine Ungleiohung von der Form: 

I I > 9 — & > 0 (wo d > 0) 

zum mindesten fdr alle v, welche eine passend gew&hlte Zahl m tiber- 
steigen, und da andererseits | JP 0 1, | P t |, • • • | P m | oberhalb einer ge- 
wissen positiven Zahl liegen mtissen, so kann man setzen: 

(9) l p J^0'>O far v = 0,1, 2.. 

Wird dann wieder a > 0 beliebig klein vorgeschrieben, so l&fit 
sich auf Gfrnnd der vorausgesetzten Existenz eines bestimmten lim P fl 
ein n so fixieren, dafi: 
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(? = 1 , 2 , 8 ,.), 

und da nach UngL (9) jedenfalls: 




so folgt durch Multiplikation der beiden letzten Ungleichungen: 


■n + p 


P 

n 1 

also, wie behauptet, die Existenz der Ungleichung (3). 


3. Nach dem letzten Ergebnis kann man also die Existenz eines 
endlichen, von Null verschiedenen lim P n auch geradezu als Definition fftr 

n ->■ ao 

die Konvergenz des unendlichen Produktes anseken. Wenn also ein 
solcher Limes dberhaupt nicht existiert (m welchem Falle man das un- 
endliche Produkt auch als unbestimmt oder oseiUierend bezeiohnet) oder 
wenn er unendlich ausfallt (was nur so viel keifit, dafi lim | P | = + oo, 

wahrend der Emheitsfaktor von P n keinen bestimmten Grenzwert zu 
besitzen braucht), aber auch dann, wenn lim P = 0 wird, heifit das 

n-yao 

Produkt divergent In den beiden letztgenannten Fallen schreibt man 
analog wie im Falle der Konvergenz: 

w 00 

(10) J7J b v = oo bzw. TJ \ = 0 

° ° / 

und sagt, der Wert des unendlichen Produktes sei unendlich grofi bzw. 
NuU, oder auch: das Produkt divergiere nach Unendlich bzw. nach NuU. 
Dafi auch das Auftreten des lim P n = 0 in dem vorliegenden 

n-^ao 

Zusammenhange als ein Fall von Divergene angesehen wird, wfihrend 

man doch andererseits die ZaJdenfolge der P y (y = 0, 1, 2,. ) im 

gleichen Falle als Tconvergent zu bezeichnen h&tte, hat semen Grund 

darin, dafi es sich hier doch nicht lediglich um die Konvergene emer 

bebiebigen Zahlenfolge (P T ), sondem darum handelt, in angemessener 

Weise festzusetzen, was man unter Konvergene eines unbegrenzt fort- 

setzbaren MidtipUkationsprozeBBee verstehen soil Wie nun bei der 

00 

unbegrenzt fortzusetzenden Summation b v die Komergene sich 

o 

dadurch dokumentiert, dafi die Summe b Q + b x + ■ • • + b n bei hinl&nglmh 
grofi gew&hltem n durch Hinzuftlgung beliebig vieler weiterer Sum- 
manden 6 n+1 + b B+> + • ■ • + & . nicht mehr wesentlich alteriert 

wird, was dann und nur dann der Fall ist, wenn | & f|+1 +b w+ ,H- \ 

durch Wahl von n beliebig Mein wird, so wird hier der Ein- 
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fluB der hinl&nglich weit hinauegertlckten Faktoren 6 jt+1 • & n+a • • • & B+ 
und nur dnnn each Moglichkeit eingeschrankt, wenn ihr Produkt, 
wie groB man auch ihre AnaaTil q aunehmen moge, bei geeigneter Wahl 
yon n sich beliebig toenig von 1 unierschmdet. Das aber ist gerade der 
Tribal* nnaerer definierenden Ungleicbnng (3). Und da diese letztere, 
■wie bewiesen, allemal die Existenz ernes endlichen, von Null ver- 
schiedenen lim P nacb sich zieht, bo ergibt sicb darans die logisebe 

fl oo 

Notwendigkeit, die nnendlichen Produkte mit dem Grenzwerte Null zu 
den dwergenten zu z'dhlen. Im tlbrigen besitzen solcbe Produkte in 
der Tat einen anderen Charakter als die nach unserer Definition als 
i Convergent bezeichneten. 


4 . Es verdient nooh bemerkt zu werden, daB analog, wie mit 
P . —PI stets auoh IP , „ — P., | ftir v~> n beliebig klein wird, 

n+P n I v + q vi — 


die VorauBSetzung (3), d. b.: 

(3) 


stets eme analoge Ungleicbung ffir 


”+<?_ i 

■n * 


< s 




und v > n nach sich 


zieht Aus (3) folgt namlich, wenn man statt q einmal g + Q, das 
andere Mai g sohreibt und die betreffenden Ungleichungen mit | P n \ 
multdpliziert: 

^=0,1,2,. )’ 

.und hieraus nach bekannter SchluBweise: 

l^n + fi + Q ~ ■ P n + /J < 2fi ‘ l-^J 

oder, wenn man v statt n + g schreibt und die Ungleichung durch | P v | 
divider b: 

P„ 


<n) 


1 

P 


< 2s 


(v > w, .). 


Andererseits folgt aus (3), daB fQr v ^ w: 
IP. 


und daher: 


also insbesondere: 


-1 


1 — s < 

15? 

P„ 


P- 


< S 


< 1 + fi 


1—8 






Nr. 1. 


81. Absolute Konvergenz als hinreichend ftLr die unbedmgte 


sodaB Ungleichung (11) Bioh durch die folgende ersetzen laBt: 


( 12 ) 


Pv +« i 

P A 


<T=T a iv^n,Q = 0 , 1 , 2 ,.), 
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d. h. der fragliche Ausdrucb wird in der Tat ftLr v>n mit s 
beliebig fclein. — 

Diese letzte Ungleicbung (12), welche ja fOr den besonderen Wert 
v = n dem Inhalt nach mit nnserer definierenden Ungleichung (3) 
zmsammenfallt und somit eine hinreichende Bedingung Mr die Kon¬ 
vergenz dee Produktes bildet, erscheint also zugleich auch als erne 
notwendige. Setzt man speziell q — 1, so ergibt sioh daraus als eine 
jedenfalls notwendige (aber wie leicht zu sehen, nicht hinreichende) 
Konvergenzbedingung die folgende: 


(13) 

d. h. 

(14) 



schliefilich: 


1 


-!».+,-ii< 


2s 

1 - a 


hm b v = 1 

V -> 00 


(v ^ n) 


Wir wollen daher von jetzt ab b v ip die Form setzen: 


(15) 


K = 1 + a rt 


sodaB die notwendige Konvergenzbedingung (14) die Gestalt anmmmt: 
(16) lim a v = 0. 


§ 81. Absolute Konvergenz eines unendlichen Produktes als 
hinreichende Bedingung fttr unbedingte Konvergenz. 

1. Es sei zunachst a v (v = 0,1, 2,.) eine unbegrenzte Folge 

reeUer posiUver Zahlen. Dann gilt der Satz: 

Die notwendige mid hinreichende Bedingung fur die Km - 
<0 

vergene des Produktes R (1 + a v ) besteht m der Konvergenz 

der Beihe /y a v . 1st diesetbe erfuUt, so ist Uberdies der Wert 
o 

des ProduMes undbhdngig von der Anordnmg der Fdktoren. 
Beweis. Setzt man: 

T7I 

fj(l + (i» = 0,1,2,.), 

0 


(1) 
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so wird: 

11=(i +«. + j(i + «„+,)—(i + «„+,) -1 

= a n+1 +a n+s +-h<e fl+f 

+ a n +i « n+2 + « B+ i « n+8 + ‘ ’ • + «„+«,_ i «„ +? 

+. 

+ « n+1 a w+s * • ■ «,+«, 

und daher, wenn: 

^ _ a *+i+ a »+i+' " + a n+ e = a n , 9 

gesetzt wird: 

ig) A, +f_ i | >e «,» , 

1 A « i<-k,+< f +- + <, 1 ) 

Soli die linke Seite dieser Ungleichungen durch Wahl von n beliehig 
klein werden, so mnfl das gleiche jedenfalla f&r a d. h. fiir 

«+p « "■* 

y} a v gelten, mit anderen Worten cc y mnfi honvergieren Die Kon- 

«+l o 

vergenz dieser K-eihe erweist sich also als notwendtg fflr diejenige des 
fraglichen Prodnktes. 

1 st nnn aber diese Bedingung erfflllt, bo laBt sich zn beliebig 
kleinem 6 > 0 ein n so fixieren, daB: 

\a < d (? = 1» 1 2 > 3,.) 

und daher auf Grand der zweiten Ungleichung (3): 

(4) %tS_i <4 + d> + ... + j» 

1_d? $ j 

= ^ ■T^y < r^’ also<6 ' weim r^= fi ’ d - h - 

03 

Die Konvergenz von ^ y a y ist somit anoh hwreichend fdr die- 
o 

jenige des in Frage stehenden Prodnktes.*) 


1) 1st »>1, bo enthait -l" a «+^) v offenbar mit Sioherhoit 

jede Kombmation zur Klaese von a M + s , •••a n+? mindeitenB em- 

mal, aufierdem n. a. die Gheder o* +1 , a* +a , a* +f , sodafi al B o jedenfalla 

ffrSficT ist ala die Somme jener Eombinationen zur 

v l,n EUasae 

2) Die vorliegende Beweisfonn wuide gewBhlt, teila urn sich auf die 
Benflfczung der aUereinfachsten Hilfamittel zn beachrSnken, toils rnn den Beweis 
mit R/flcksiobt anf das in Nr 2 abzuleitende allgemeinere Besultat diiekt auf die 
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Sei mm das Produkt konvergent tmd etwa; 

OP 

(5) (1 -f cc y ) — A (wo also A > 0). 

o 

Man bemerke zunachst, daB, wegen 1 + > 1, A r mit v monoton 

mnimmt nnd daher: 

( 0 ) \ < A (fOr jedes v). 

Bezeichnet man sodann mit n v (v = 0, 1, 2,.) irgendeine Um- 

or dnung der Zahlen v = 0,1, 2, • • • nnd setzt: 

w fl( 1+ \) - A ,- 

0 


so kftTin mR.Ti jeder Zabl [i eine Zabl v > ft so zuordnen, daB A v oZ2s 
Faktoren enthalt, welcbe in A£ yorkommen. 1 ) Alsdann ist aber: 


(8) a;^a,<a, 

worans zunachst ersichtlich ist, daB em hestimmter lim A' = A r existiort, 

jU->ao “ 

also das umgeordnete Produkt H\^- + jedenfalls Tconvergiert. Zu- 
gleicb ergibt sicb ans UngL ( 8 ), daB: 

(9) A'< A. 

AndererseitB kann man, naohdem jetzt die Konvergenz von J7 (l + «« v ) 
gegen den Wert A' bereits feststeht, in ganz analoger Weifle erschliefien, 
daB aucb: 

(10) a<a;. 


Bedingong 
maflen verfahien. 


H±SL — i 
A_ 


< a zu Btfltzen. Sonst kOnnte man ktirzer folgender- 
Man findet unmittelbar. 


A n >“o + “i+- ’ ■+«»! 

die Konvergenz der Reihe ist also jedenfdlls eine noUoendtge Bedingung fflr 

diejenige des Prodaktes. 

Andereneits hat man (s. § 88, B. 208, Ohgl. (21)): 

A„ < e“® • a“* 

E a8 a 0 + a l + * ■+“*!, 


die Konvergent von 1st also jedenfalls hinreiohend dafttr, dafl A w unter 

einer endliohen Grenze bleibt. Da aber A B mit n monoion sunimmt, so folgt, 
daB dann lim A B eine beatimmte positive Zahl > 1 vorstellt, also JJ(1 + “ v ) 

konvergiert 

1) Man branoht nnr fflr * die grdflte der Zablen. » 0 , *i» • • ■ nehmen. 




624 


AbBchmtt HI. Kap III. Unendkohe Prodnkte 


Nr. 8. 


Aus der Verbindung der beiden Bezdehungen (9) mid (10) ergibt 
sicb also: 

(11) A' = A, d. h. (1 + * nv ) = C 1 + «„)> 

womit der oben aasgesprochene Satz vollstandig bewiesen ist. 

2. Es sei jetzt (a y ) erne Folge beliebiger Icomplexer Zahlen (d. h. 
reette Zahlen als spezielle FSlle der kompleien immer mbegriffen, mit 
einziger Ansnahme von a y — — 1, da das Auftreten eines Faktors 
1 a = 0 hier ein ftlr allemal ausgeschlossen bleiben soil). Alsdann 
gilt der Satz* 

QO 

Ist FI (1 +1 a v I) konvergmt, so konvergiert auch das 

o* 

00 

Prodnikt FI (1 + <*„) und sein Wert ist von der Anordnung 

o 

der FaMoren unabhangig. 


Beweis. Setzt man: 

* i 

(12) |®,| = FI {1 + k v) = A » FI (! + “.) = A. 

0 0 

so folgt- 

1 = (1 + a, +1 ) (1 + o v+> ) •■•(! + - 1 

= a v+1 + a v+i + a v+l ■ o v+2 H-h a„ + 1 • a v+i ■ ■ • a„ +? 

und analog: 

^±s_l=«, +1 +«, +> + «„ +1 • «, +1 + ■ ••■ + «,+»• <*,+» • • • 


rv = 0, 1, 2, 



=K+il + l°*+al+l a H-i 

somit: 




(13) 


A.+? i 

< A * + 9 _ 


4- 1 

= A, 

Da aber 

das 

Prodnkt JI(1 + «, 

lailt sich 

die 

reohte Seite dieser 


beliebig klein maohen, also auch die linke, womit die Konvergene des 
Produktes A ftlr v —► oo bewiesen ist 
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Sei nun: 

(14) (1 + ® r ) = A, JiJ (1 + aj = A 

o o 

Bedeutet dann wiederum (n v ) lrgendeine Umordnung der Zahlenreihe (v) 
nnd setzt man: 

(16) ]fj(l + aj = A’, ([ (l+ 

0 0 

so konvergiert znnachst nach Nr. 1 das zweite dieser Produktefiir g —► oo 
gegen den Wert A, also: 

00 

(16) TJ(1 + a) = hm = A. 

J - M . ^->00 * 


Aus der Konvergenz dieses Produktes folgt dann aber nach dem 

00 

soeben bewiesenen Satze diejenige von jv J (1 + a n J, sodafi man setzen 
kann: o 


(17) 


n( i+a J=*z A » =A '’ 

0 ‘ U ' > ® 


wo A! eine bestimmte, von Null versohiedenC Zahl bedeutet, von welcher 
nur noch nachzuweisen ist, daB sie mit A zusammenfallt. 

Man kann nun jeder natilrlichen Zahl g eine andere p^ so zu- 
ordnen, daB A nnd um so mehr \ filr v>_p^ dUe Paktoren enthalt, 

welche in A' vorkommen, sodaB also -rr— 1 > 0 ausfallt. Alsdann 

r* r\p 

wird — ganz nach Analogic von UngL (13): 


( 18 ) 


0< 


A 

n 


<-^r- — 1 filr jedes g und filr v^p^, 


nnd daher filr v —► oo: 


(19) 



1 


<-r ?— 1 filr jedes g, 
A u 


Daraus folgt aber schlieBlich filr g —► oo mit Berdcksichtigung von 
®- (16), (17): 


0, d. h. A' = A, q. e. d. 
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3. Da die Eonvergenz des unendlichen Produktes JTO- + I ° v I) 
nach dem Satze von Nr. 1 von derjenigen der Reihe a v | abhiLngt, 
so Trarm man den Inhalt des eben bewiesenen Satzes anch folgender- 
mafien aussprechen: 

00 

Das unendliche Produkt FI (1 + fl v ) besitet einen bestimmten, 

o 

von der Anordnwng der Faktoren unabhangigen Wert , wem die 

oo 

Reihe ^}a v absolut (bzto unbedingt) konvergiert. 
o 

Nennt man ferner das unendliche Produkt JJ(1 + ct v ) absolut 
konvergent, wenn das Produkt JJ[ (1 + | a y |) konvergiert 1 ), dagegen 
unbedingt konvergent, wenn es unabhangig von der Anordnung der Fak- 
toren einen eindeutig bestimmten (von Null verschiedenen) Wert hat, 
so kann man die vorstehenden Resultate folgendermaBen zusammen- 
fassen: 

Die notwendige und hinreichende Bedingung fur die abso - 
lute Konvergem des unendlichen Produktes 17(1 + fl v ) besteht 
in der absoluten Konvergem der Reihe J§fl v . 

Das absolut Tcomergente Produkt konvergiert auch stets un¬ 
bedingt. 

Hiemaoh bildet also die absolute Eonvergenz des Produktes JJ(1 + 
eine hinreichende Bedingung fUr dessen uribedingte Eonvergenz. In den 
folgenden beiden Paragraphen soil nnn gezeigt werden, daB diese Be¬ 
dingung auch eine notwendige ist, sodaB aus der whbedingten Eonver¬ 
genz eines Produktes stets auch auf dessen absolute Eonvergenz ge- 
schlossen werden kann. 


§ 82. Besondere Produkte, welche nlcht anders als absolut 
konvergieren konnen. 

1. Die in Nr. 1 des vorigen Paragraphen betrachteten Produkte von 
der Form JJ( 1 + « v ), wo ee y reell und > 0, konvergieren und divergieren 
gleiohzeitig mit der Reihe das letztere folgt darauB, daB ja die 

Konvergene von ^a y auch eine notwendige Bedingung fUr diejenige des 
unendlichen Produktes bildet. 1m flbrigen erkennt man auch ohne 
weiteres aus der Ungleiohung: 


1) DaB das Produkt JJ[ (1 + ct y ) in dieBem Falle auch wirklioh stetB selbst 
konvergiert, folgt ja auB dem Satze von Nr. 2. 
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n 

(1) (1 + > 1 + a Q + “i H-H« b , 

0 


00 oo 

daB £[ (1 + cc r ) mit a v nach + oo divergiert. Ein Produkt dieser 
o a o 

Art konvergiert somit dbsolut (und dann eo ipso wnbedmgt ) oder gar 


Sei jetzt: 


(2) A; = (1 - oc 0 ) (1 — « ± ) - - - (1 — «„), 


wo wiederumr a v > 0 (mit AusschluB von a y = 1). Da wir uns auf die 
Betrachtnng solcher Produkte besohranken kbnnen, fQr welche lim a = 0, 

y->- oo 

fio diirfen wir ohne Beeintrachtigung der Allgemeinheit annehmen, daB 
die « v durchweg unter der Einheit liegen (da man dies ja notigenfalls 
dnrch Abtrennung einer endlichen Anzahl von Faktoren, also obne Ande- 
rung der Konvergenz bzw. Divergenz des betreffenden Produktes er- 
zielen kann). Aladnnn hat man: 


also anoh: 

und somit: 


0 < 1 — a 8 < 1, 


0 < 1 — «„ < 


1 + a 


^ A « < (! + «.)(!+ «.)••• (!+«.)’ 

scdaB im Falle der iiwergene von JJ(1 + a v ) bzw. sich ergibt: 


(4) Hm A = 0, 

»I -> oo 

d. h. das fragliche Produkt dwergiert in diesem Falle nach NuU. Da 
dasselbe andererseits nach dem Satze Nr. 2 des vorigen Paragraphen 
gleichzeitig mit JJ( 1 + « v ) dbsolut Tcomergiert, so ergibt sich, daB auch 
ein Produkt von der Form 17 ( 1-0 entweder dbsolut (und dann eo 
ipso wnbedingt ) oder uberhaupt nicht honvergiert. 


2. Eb erscheint fQr das Folgende wichtig, zun&chst festzustellen, dafi 
die analoge EigenBchaft auch den nnendliohen Produkten von der Form: 
00 00 

0 0 
zukommt. Es werde gesetzt: 

(B> ]7 [(1 + * v i) — A n1 (1 — i) « A 

o o 
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Alfldann soil gezeigt warden, daB diese Frodnkte ftlr w = oo gleich- 
zeitig mit der unendlichen Reihe stets in emer sogleich naher 

zn charakterisierenden Weiae divergieren. Man hat znnachst: 

(6) i-£ IB J = 4. * 4 = E ^ + 

I ■ CL *i I * o 

nnd man erkennt hieraus, daB lim \A I = lim I A I entweder endhch 

• l VI l l fl i 

7? 00 fl“> 00 

und lestmmt (und zwar offenbar > 1) oder positiv unendlich Bern mtlssen. 
Das erstere findet offenbar dann nnd nur dann statt, wenn kon- 

vergiert (gleichgtlltig ob ^a v konvergieren oder divergieren mag), das 
letztere, wenn divergiert. Wir zeigen nun, daB in jedem dieser 
beiden Falle der Evnheitsfaktor von A n bzw. A n ftlr n —► oo Icemen 
lestimmten Gremwert besitzt, falls divergiert 
Setzt man allgemein : 

(7) 4 = B v +r>i 

nnd daher: 

(8) 4 = B„-r v i 

(wegen: A v • A v = | A v | B = i? y *4- r y B ), so werden die EmheitsfaTctoren von 
A r bzw. A dargeatellt durch die AuBdrtlcke: 




(wo: | AJ=j/B v *+r B ). 


Man erkennt hieraus zunachst, daB fiir v —> oo entweder C v nnd 
O v gleicheeifog bestimmte Grenzwerte besitzen oder gleichzeitig unbestimmt 
werden. Es gentlgt daher, sich des weiteren mit einem dieser Aus- 
drilcke, etwa mit O v zn beschaftigen. 

Soli nun O v fiir v —> oo einen bestimmten Gremwert besitzen, so 
smd nach dem zuvor Gesagten folgende zwei Moglichkeiten zn unter- 
scheiden: 

Entweder hat lim | A v | = lim j/B B + H emen bestimmten, von Null 

y->oo ■ 

verschiedenen Wert, sodaB auch mindestens einer der Grenzwerte lim B , 

•y oo 

lim T y lestmmt und von Nidi verschieden sein m&Bte (NB. der andere 

v-r-tn 

konnte dann auch = 0 sein). 

Oder: es ist lim | A | = oo, m welchem Falle offenbar mindestens 

r->co 

emer jener Grenzwerte mit bestimmtem Voreeichen unendlich werden 
mtlBte. 

In jedem dieser beiden Falle mtlBte aber eine gauze positive 7-nbl 
m eiistieren, sodaB fiir v>m mindestens eine der beiden Zahlen B y , 



Nr 2. § 82 BeBondere Produkte, velche mcht andeiB ale absolut konvergieren. 629 

T v absolut genommen uber einer gewissen poBitiven Zabl g liegt und 
bestandig dasseTbe Vorzeichen beBitzt. Es bleibt also nur nacbzuweisen, 
daB jede dieser Annakmen mit der Divergent von unvertr3glioh ist. 

Hierbei gentlgt es aber vollstandig, diesen Beweis fUr die eine An- 
nabme zu fubren, daB B v — d.b. der redle Tett von A y — fUr v > m 
bestandig’pos#M> und > g bleibt. 

Ware namlich B v fttr v > m negative (also: — B v > g), so brauohte 
man statt des Produktes A y nur das folgende: 

< -A = (-B,) + (- Q. 

zu betraebten, welob.es jetzt einen ftLr v > m positwen reellen Teil > g 
besitzt. Und soil eine der betreffenden Annabmen fiir V y gelten, bo 
kann man statt A y eins der folgenden Produkte einfiibren: 

T i • 4, = (± r.) + fF B,) • i, 

von denen dann ems wiederum einen fOr v > m positiiven reellen Teil 
>g beBitzt. Hat dann der Einheitsfaktor von A' bzw. A" fiir v —>oo 
Icemen bestimmten Grenzwert, so gilt offenbar wegen | A? y | = \A y | = | A y | 
das gleiobe fiir den Einbeitsfaktor von A y (bzw. A y ). 

Nebmen wir also jetzt an, man babe: 

B y > ^ > 0 fiir v^>m. 

B r+1 + r v+1 • i = (B„ + r y • t) (1 + a y+i • 1 ) 

M B v+1 = B r -« v+1 . r v 

O 5 ) *"r+l = *" v + “*+1 * ®v* 

Setzt man in der zweiten dieser Gleichungen der Eeibe nacb: 
v = m, m + 1, • • • m + q — 1, 
so ergibt sicb durcb Addition der betreffenden GHeichungen: 

~ + (a m+1 ■ B„ + a m+s • B m+1 H H • B^^) 

und daber mit Berlicksicbtigung von Ungl. (10): 

< 12 ) 

sofem wiederum: 

(13) *«+t+ «■+« +••• + «■+,”«■.* 

gesetzt wird. 


( 10 ) 

Aus: 




folgt nun: 

(id 



*"m+» > 
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Da nun infolge der vorausgesetzten Divergenz von ^ct v die posi¬ 
ts Zahl a durch Wahl von q beliehig grofi gemacht werden kann, 
so lafit sioh msbesondere eine Zahl q = n bo fixieren, daB: 

r + g ■ a> 1» 

also nach UngL ( 12 ): 

(14) 

wird. Da aber auB GL (lib) mit Berticksichtigung von Ungl. (10) 
folgt, daB: [" > r fELr: v>m, 

so zieht die Ungleiohung (14) sofort die folgende allgememere nach sich: 

(15) r mW >lfar:l = 0 ,l, 2 f . 

Legt man jetzt in GL (11a) dem Index v der Reihe nach die 

^ er ^ e * + », jm + w + 1, • ■ ■, w + » + (»■— 1 

* 

bei, so ergibt die Addition der resultierenden Gleichungen: 

( 16 ) (^iji+m+I ' W m+n+S 

< B »+. - “,»+»,, (““* Un 8 L < 14) ' < 1B »- 


Da aber a m+w fiir hinlanglich groBe Werte von q jede noch so 
groBe Zahl tlberstelgt, so muB B m+n+? von einem gewissen Werte q 
ab negativ ausfalien: die AnnaJune, daB B v fhr v > m sein Vorzeichen 
nicht mehr wechseln sollte, erweiat sich somit als unzul&ssig. 

Hieraus .folgt aber in Verbindung mit dem zuvor Gesagten, daB 
der Einheitsfaktor von A v — und somit auch deijenige von A v — 
fttr v —► qo keinen bestimmten Grenzwert besitzen kann, falls ^ a? diver- 
giert f und es gilt somit der Satz: 


op 

Ein unendliohes Produkt von der Form JvJ (1 + %%) bzw. 
m- a v z) (wo a v > 0) divergiert stets ghichseitig mit der 

o • 

Beihe y}cc v , und sswar in der Weise, dafi der Einheitsfaktor 
o 

unbestimmt wird (gleiohgtiltig, ob der absolute Betrag einen 
endlichen Grenzwert besitzt oder unendlich grofi wird, was von 


der Konvergenz bzw. Divergenz der Reihe yy g* abh&ngt). 

o 

Ein solches Produkt kann daher, wenn es Uberhaupt kon- 
vergiert, nur absolut konvergieren, 
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3 Wir betrachten schliefilioh unendliche Produkte von der Form 

OP 

JyJ[ (1 + y v + <M), wo die y y und ebenso die d, reelle Zahlen gleichen 
o 

Vorzeichens mit dem Grenzwerte Null filr v —>■ oo bedeuten (d. h. die 
y v sollen unter stch, desgleichen die & v wnter sick — aber nicbt not- 
wendig die y v mit den d v — gleiches Vorzeichen besitzen). Hierbei 
kann man wiederum ohne Beeintrachtigung der Allgemembeit voraus- 
setzen, dafi die | y v |, | $ v | durcbweg < 1 sind; auch diirfen beliebig vieie 
der Zahlen y v , S v gleich Null sein. Setzt man alsdann: 

(17) £l<i + r, + »A-r. 

0 

und zerlegt jeden Faktor dieses Produktes folgendermafien: 

i + r y + ty = (1 + y v ) (i * •)’ 

so wird der Emheitsfdktor dieses Ausdruckes wegen 1 + y y > 0 nur 
von dem Teilfaktor: 



abhangen (da ja der Einheitsfaktor einer komplexen Zahl durch Multi- 
plikation mit einem positives, Faktor keme Anderung erleidet). Infolge- 
dessen wird auoh der Einheitsfaktor des Produktes: 


(18) 


y.-Hd + rJ-jSr(i+.:ife.) 

0 0 
= P'.P” 

n n 

lediglich yon dem eweiten Teilprodukte P " und daher schliefilieh derjemge 

OP OP J 

yon lim P n = 17(i+ y v -|- d y t) lediglich von lim P" = HtofeO 
abhangen. Daraus folgt aber (nach dem Satze von Nr. 2), dafi der 


Einheitsfaktor yon P„ ftlr n 
das Produkt 


(19) 


oo unbestimmt werden mtibte, wenn 


iimp;= 17 (i+— 


»l-> oo 


*) 


divergierte, sodafi also die Konvergenz dieses Produktes als eine not- 
wendige Bedingung fflr diejenige des Produktes (1 + y v + S y i) erscheint. 
Setzt man sodann GL (18) in die Form: 

Pn 
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Nr. 8 


so erkennt man, dafi mit den Prodnkten P . P" anch stets das Fro- 
dukt PJ hmvergierem muB, sodaB sicb die Konvergenz dieses letzteren 
Frodnktes als eine zweite notwendige (nnd dbrigens, wie Gl. (18) lebrt, 
in Yerbindung mit jener ersten aucb hinreichende ) Bedingung ergibt. Die 

y v ), 

erfordert aber (da die y y} deBgleichen die d y gleicbes Yorzeicben be- 
sitzen nnd 1 + y > 0) nacb Nr. 1 und 2 die Konvergenz der beiden 

y | g | ° 

Reiben y y |, ~ ' Da aber die letztere Reibe — wegen: 

■*“ T fy _ 

bm y y = 0 — stets gleichzeitig mit der Reibe d y \ hmvergiert nnd 

V-^0O 

divergiert, so lassen sicb dieBe zwei Bedingnngen aucb ersetzen durcb 
die Konvergenz der Reibe ^(\ y y | + | d v | • £) oder schlieBlich durcb 
diejemge von y y + 8 y i |, nnd man erhalt somit den Satz: 

Die notwendige (tmd hinreichende) Bedingung fur die 
Konvergenz des ProduTctes: 

CD 

J/7" (1 + Yv + *A 

o 

wo die reellen ZaJden y v unter sich, desgleichen die d v unter sxch 
glewhes Vorzeichen besitzen, bestekt m der (absoluten) Konvergenz 
der Beihe 2(y v + 

Ein solches Product harm daher , wenn es iiberhaivpt hm¬ 
vergiert, nur absolut Tconvergieren 

§ 83. Absolute Konvergenz eines tmendlichen Frodnktes als not¬ 
wendige Bedingung fiir unbedingte Konvergenz. 

1. Um das zuletzt gewonnene Resnltat auf ein unendlicbes Produkt 
von der Form JJ(1 + a v ) anwenden zn konnen, falls die a y beliebige 
komplexe Zablen bedenten, bedftrfen wir nur nocb des folgenden Hilfs- 
satzes (dessen Analogon filr unendlicbe Reiben § 68, Nr. 1, S. 406, aus- 
gesprocben wurde): 

Bei einem unbedingt Tconvergenten Produkte hmvergiert 
cvuch jedes bdiebig herausgehobene Tedprodukt. 

Beweis. Es sei: 



(1) f[(l + a r )=A 

0 

ein unbedingt konvergentes Produkt. Zerlegt man die Folge der a 
in zwei rmbegrenzte Folgen (6J, (c y ) und setzt: 
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( 2 ) 


I(l + & # )(1 + & 1 )..-(1+ &„) = »„ 

|(1+ Co )(l+ <:,)■•• (1 + O=0„ 


bo folgt aus der unbedingien Konvergenz des obigen Produktes, daB: 


(3) lim B O v = A (wo also: | A | > 0), 

ft, r-V no ^ 

daB also, die Doppeliolge (B CJ gegen den Grenzwert A konvergiert. 
Infolgedessen mtlssen sich jeder beliebigen positiven Zahl s zwei 
Zablen m, n so znordnen lassen, daB: 

(4) | A — Bp • C v | < e fflr [i > m, v > n. 

Nimmt man hier e merklich kleiner als | A | nnd beniitzt wilder 
die Relation: 

|U|_|B -0 ||<|A —£ • C I, 

I I I I (l V I I = I ft V I > 

so ergibt sich: 

— s < | A | — | Bp • C v | < a v > w), 

nnd aus der zweiten dieser Ungleichungen: 

(5) \B ft G v \>\A\ — e = g v>n), 


wo also g eine bestimmte positive Zahl bedentet. 

Andererseits mtissen sich infolge der Beziehnng (3) zn jeder be- 
liebig klein vorgelegten positiven Zahl 3 zwei Zahlen M, N bo fixieren 
lessen, daB: 


( 6 ) 


B , -G , — B 

H+Q v+o H 


• C I <r 3 . a fttrl ^ ^ 1, 2, 

C v \<3 g tf=s o,l,2, 


wobei es offenbar freisteht, in jedem Falle M>m , N^> n zu w&HIen, 
sodafi gleichzeitig mit Ungl. (6) aneh Ungl (5) besteht. Setzt man 
non in (6) einmal 6 = 0, das andere Mai q = 0 nnd dividiert die bo 
entBtehenden Ungleichungen dnrch Ungl. (5), so ergeben sich die Be- 
ziehnngen: 


(7) 


■n * 


l±i_ 1 

/n JL 


<3 (p>M, q = 0,1, 2, 
<3 (y>N, tf = 0,1,2, 


■) 


welche in der Tat die Konvergenz der unendlichen Produkte: JJ [(1 + b fl ), 
TT (\ + c y ) nach sich ziehen. 1 ) 


1) Der obige Beweis des fragliohen Saties beroht offenbar t ceaentlich auf der 
in § 81, Nr. 8, 8. 636, gegebenen Definition der wibedingten Konvergenz eines un- 
endliohen Prodnktes, naeh welcher nicht nnr die Konvergene, sondem aooh der 
Wert eineB als unbedtngt konvergent an bezeichnenden Produktes ale unabh&ngig 
von der Anordnung der Faktoren angenommen vird. Nun l&flt §ich aber die 
Definition der unbedtngten Konvergenz fflr unendliche Produkte in analoger Weise, 
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2. Da jede komplexe Zahl a v in die Form gesetzt werden katm: 


a v = PJ, 


wo a > 0, p > 0, so wird sioh ein nnendliches Produkt von der Form 

op V 

im allgemeinaten Falle in vier Teilprodnkte von folgender 
Form zerlegen lassen: 


o o 

( 8 ) • . 

pj(i H( 

0 0 

wo die a y , wesentlich positiv oder Null aind, und wo einzelne dieser 
Produkte auch begrenzt a ein oder ganzlich fehlen konnen. (NB. 1st 
irgendein a v — 0, bo kann man den entsprechenden Faktor 1 + ganz 
naoh Willkflr dem era ten oder zweiten, bzw. 1 — P v i dem dritten oder 
vierten Produkte zuteilen — und analog, falls (3 y — 0.) 


1st nun FI -}- a v ) uribedingt konvergent, so mufi nach dem eben 

bewiesenen Satze jedes dieser Partialprodukte einneln Tcomergieren, 
Hierzu ist aber naoh dem letzten Satze des vorigen Paragraphen not- 
wendig, dafi jede der Beihen: 


2 2 


Oh 


,(*) 




konvergiert, und da deren Konvergenz diejenige von a y | naoh sioh 
zieht, so ergibt sioh sohlieBlich: 


wie dies fflr unendliche Reihen bemerkt wurde (b. § 68, Nr, 3, S. 407), auoh wetter 
fasBen, nfimlich. in der Weise, dafi man ein- unendliohee Produkt sohon dann un- 
bedmgt konvergent nennt, wenn ee nor unabh&ngig von der Anardnung der Fak- 
toren tlberhaupt sfcet^ konvergiert (also ohne den Znaatz: gegen deneetben Wert). 
Auch in dieeem Falle beh&lt der Bats, dad jedes beliebig herauagebobene Teil- 
prodnkt konvergiert, seine (Mtigkeit, nur mufi man dann den folgenden Bats von § 41, 
Nr. 6,8.368, bzw. dessen unmittelbar einlenohtende ttbertragung auf komplexe Doppel- 
folgen sum Beweise heransiehen: Bine Doppelfolge ist konvergent, wenn jede 
reguldre (Ah. mit monoton waohsenden Indisespaaren versehene) Teilfolge konvergiert. 
Tm yorliegenden Falle wftrde sub der bloBen Konvergent stlmtlicher TeilfoJgen 
(B (ohne anidrttoklibhe Voranssetsung des ZueammenfdUene ihrer Grenswerte) 
die Konvergent der Doppelfolge (B^OJ und damit die ExUtens des im Texte mit 
A. besei ohne ten Gxenatfeites folgen, worans dann alios Weitere wie im Texte 
sioh ergibt, 
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Ike notwendige (md nach § 81, Nr. 3, S. 626, auch 
hmreichende) Bedingung fur die unbedingte Konvergenz des 
unendlichen Produktes JJ (1 + a v ) besteht in der absoluten 
Eonvergenz der Beihe ^a v . 

Oder auch, da nach § 81, Nr. 3 die Konvergenz yon | a y | die 
absolute Konvergenz des betreffenden Produktes zur Folge hat: 

Jedes unbedmgt konvergente Produkt hmvergiert auch 
absolut}) 

Da andererseits (s. § 81, Nr. 3) jedes absolut konvergente Produkt 
auch unbedmgt konvergiert, bo ist hiermit das vollstandige Zusammen- 
fallen von absoluter und unbedingter Konvergenz eines ubendlichen 
Produktes erwiesen 

Schliefilioh hemerke man, dafi sich der m Nr. 1 dieses Paragraphen 
bewiesene Satz auch umkehren laflt, indem ja die Konvergenz der Teil- 
produkte (8) auch eme hmreichende Bedingung fiir diejenige des Ge- 
samtproduktes bildet; d. h. es gilt der Satz: 

Em unendliches Produkt ist unbedmgt kowoergent, wem 
jedes hercmgehobene unendkche Produkt kdnvergieri. 

Es findet also in alien diesen Beziehungen eme vollkommene 
Analogic zwischen unendlichen Beihen und unendlichen Produkten statt 


§ 84. Umformuiig eines absolut konvergenten unendlichen 
Produktes in ein zweifach unendllches Produkt. — Unendliohe 

Doppelprodukte. 

1. Der Satz, dafi der Wert eines absolut konvergenten Produktes 
unabh&ngig ist von der Anordnung der Faktoren, gestattet eine ahn- 
liche Erweiterung wie der entsprechende Satz fdr unendliohe Beihen, 
d. h. der Wert des ProdukteB bleibt ungeandert, wenn man dasselbe 


1) Auch dieae Auesage bleibt erhalten, wenn man ihr die m der vongen 
Fufinote erw&hnte ueitere Definition der unbedtngten Konvergenz zugrunde legt, 
da ja nach dem dort Gesagten auch in dieeem Falle die Konvergens der Teil- 
produkte (8) geBioherb ist und somit der im Text gegebene Beweis keinerlei 
Inderung erleidet. Da eodann nach dem Satze von g 81, Nr. 9, S. 624, jedeB 
absolut konvergente Produkt einen von der Anordnung der Faktoren unabh&ngigen 
Wert beeitzt, bo folgt schliefilioh, dafi jedes im weiteren Sinne unbedmgt kon- 
vergierende Produkt auoh im engeren Sinne unbedingt konvergiert, mit anderen 
Worten, dafi auch der Wert eines konvergenten Produktes von der Anordnung 
der Faktoren unabh&ngig iBt, Bobald nur feetsteht, dafi dae Produkt in jeder 
Anordnung konvergiert 
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in eine (endliche oder unbegrenzte) Anzahl (eo ipso konvergehter) 
Partialprodukte zerlegt tmd sodann deren Werte wiederum zu einem 
(endlichen oder unendlichen) Produkte vereinigt. 

Betraohten wir zunachst wieder ein konvergentes Produkt yon der 

Form: 

(1) A = f[(l + cc v ), wo > 0, 

o 

und denken uns die Folge der (aj, um gleich den allgemeineren Fall 

( (^)\ /fit ® 0; 1 y 2^ ■ ■ ■ • • \ 

% ) \v=0,l,2,.' 

zerlegt, so Va^Ti man das obige Produkt folgendermaBen in eine un- 
begrenzte Anzahl von konvergenten Partialprodukten zerlegen: 


( 2 ) 


(l+«f)(l + “D-•(! + «?)■ 

(x + a «)(i + a »)-( 1 + < > ) 


(i+«r)(i+• (i+<’)= K” ^= 0 , 1 , 2 ,...) 

lim A 1 ' 1 = A W U-0, 1,2, •••" 


Setzt man sodann: 

(3) 

w 

so folgt zunachst, dafi ftlr jedes noch so grofie (js-,v): 

(B) A ® • A® • • • A 1 ** < A 

sein mufi, da ja dieses Produkt nur eine bcffronMc Anzahl von Faktoren 

aus dem mit n monoton aunehmenden Produkte H (1 + ccj) enthalt 

o . 

Andererseits kann man zu beliebig klein gegebenem * > 0 erne Zahl p 
so fixieren, dafi: 

(0) A p = J7[(l + a v )>A-s f 

und sodann zwei Zahlen (w», n) so annehmen, dafi: 

(7) A£ 0) . A^..-A^> A^ftlr: fi>m, v>n. 

Die Zusammenfassung der Ungleiohungen (5), (6), (7) gibt bIbo: 

( 8 ) 


A — e < A?* • A^ 1} • • • A < A (p > m, v > w), 
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tmd hierans *folgt, wenn man zuerst p, sodann v iiber alle Grenzen 
wachsen l&Bt: 

OP 

(9) a_£ =jF 7 aM - A 

0 

d. h. man findet scblieBlicb: 


( 10 ) 


n A ’=n FK 1+ - a > 


wobei der Ausdruck: 


® w oo / oo \ 

JvJ J*J(l + <*^) die Bedeutnng von: H\TT( 1 + “D) 
o o <> \ x <> / 

bat und als gweifach imenctticjies Produkt oder praziser als iteriertes 
wnendliches Produkt bezeichnet wird. 

Man eTkennt obne weiteres die Richtigkeit des entsprechenden 
Resultates, falls die Anzahl der yorbandenen Partialprodukte eine 
begrenzte, etwa = n, ist, indem flir diesen Fall an die Stelle der 
Ungleicbnng (9) lediglicb die folgende tritt: 


(id 




Betracbtet man sodann die Gleicbnng (10) als die ursjprunghch, gegebene, 
so kann man umgeleehrt zeigen, daB jedeB durcb irgendwelcbe Grnppierung 
aller moglichen Faktoren (l aus dem obigen it&ri&rtm Produkte 

hervorgehende einfach unendliohe Produkt gleicbfalls gegen den Wert A 
konvergiert 

FaBt man namlich zun&cbst diejenigen Faktoren zu einer Gnippe 
zusammen, welobe je eine Diagonals des Sobemas (2) bilden, und setzt: 

( 12 ) (1 + «'”) (1 + «<’->) •••(! + ,) (1 + «*) = r , (v - 0 , 1 , 2 ,.), 

so erkennt man obne weiteres, daB: 

(13) r 0 •[•,•••• r,< a< 0) • a® • • • a«< a, 

GO 

woraus sofort die Konrergenz des unendlioben Produktes 

0 

(da r o • Tj ■ • • mit v monoton znnimmt). Da sodann aber das zwei- 
facb unendliohe Produkt (10) als eine Zerlegung des einfacben Pro- 
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CO 

duktes FI r v anfgefaBt warden kann, so ergibt sich amf Grand des 
o 

oben bewiesenen Resultates, daB aucb: 


(14) 




sein muB. 

Da scblieBbcb jedes andere duroh Umformimg des iterierten Pro- 
duktes entstandene einfache Produkt als eine bloBe Umordnung des 

oo 

eiufach unendliohen Produktes V y betrachtet warden kann, so ist 

o 

dessen Konvergenz gegen den Wert A gleicbfaUs evident. 

2. Sei jetzt das absolut konvergente Produkt: 


(16) 


J»7 (* + a v) = A 


vorgelegt, wo die a v beliebige komplexe Zablen bedeuten. Gibt man 
dann den Bezeichnungen a£\ A^\-A die analogs Bedeutung wie oben 
den A^,A^, so folgt zunachst, daB die Prodnkte far p —y oo ab¬ 
solut konvergieren mtiBsen, sodaB man also setzen kann: 


(16) 


UmA' r> =A (y> (v = 0,1,2,.) 


/U-*- e 


Sei femer | | | = so laBt sich zunacbst wieder einer 

beliebig klein vorzuscbreibenden positiven Zahl s eine Zahl p so 
zuordnen, daB: 

C 1 ?) A —A^<e. 

Da sodannfttr jedes p>0: \-A p+(} — A p \< A, +p -A p *) ; so hat man far 
q —► oo: 

(18) l^-^J^A-A^C. 


1 ) Man hat n&mlich: 


A , —A 
p+q p I 


A .. 


nnd sodann; 


p+< 


A. 


-1 


i^.Iss a , 


(b. S. 624, TJngL (18)), also aohliefllioh: 

I ^nj.0 "" A 0 | A 0 4. 0 A s 
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Andererseits kann man zwei Zahlen m, n bo grofi annehmen, daB 

^ fft V V 

Ji[ A® bzw. JzJ A® — und nm so mehr A® bzw. jtf A® Air 

o 0 o ■"'o*’ 

^ w, v n — aKe Faktoren enthSlt, welche in ^ bzw, A p vor- 
kommen. Aladann wird: 


(19) 14». A". A«... A«—A, 

und, wenn man erst /i, sodann v fiber alle Grenzen waohsen lafit: 
00 

( 20 ) PjAU-A p <A-A p <t 

0 

Aus Ungl. (18) und (20) folgt: 


( 21 ) 


H 


A 


< 2s, 


d. h. man findet schliefilich: 


(22) 77 A“ = 77 jq (1 + a«) - A. 

0 0 0 

Analog ergibt sich: 

( 23 ) n^-fiiib+w-A. 

0 0 0 

falls im ganzen nur n Partialprodnkte vorhanden sind. — 

1st umgekehrt ein absdkti konvergentes eweifach unendliches Pro- 
dukt vorgelegt, welches der Gleichung (22) gentigt, so folgt zuhaohst mit 
Benfitznng des m Nr. 1 gewonnenen Resultates, daB das durch An- 
ordnnng nach Diagonalen entstehende emfache Produkt absolut kon- 
Yergiert. Sein Wert kann dann aber wiederum kein anderer sein als 
derjenige des iterierten Prodnktes (23). Und darans folgt schlieBlich, 
daB jedes duroh Umformnng des iterierten Prodnktes (23) entstandene 
einfaohe Produkt gegen den Wert A konvergiert 

3. Als Beispiel ffir die Zerlegung eines einfach unendlichen Pro- 
duktes in ein zweifaoh unendliches und dessen Umformnng duroh Aus- 
wertnng der einzelnen Partialprodnkte wollen wir eine merkwfirdige 
Identitfit ableiten, die schon Euler angegeben hat und die nach Jacobis 
Vorgange in der Theorie der elliptisohen Fnnktionen Anwendnng 
findet. 
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Es bedeute q eme beliebige komplexe Zabl von der Bescbaffen- 

ao 

heit, dafi | g | < 1. Da alsdann die Reibe absolut konvergiert, 

iT « 

so gilt das gleiohe von dem nnendliohen Produkte FI (1 + (?)■> Bodafi 
man setzen kann: 1 

oo 

( 24 ) jqa+a) = < 3 - 

i 

Nun lafit Bich offenbar jede positive ganze Zabl X stets, und zwar nur 
auf eine einzige Weise in die Form setzen: 

A = 2* *(2*4-1), 

wo sowohl [i, als v lrgendeine bestimmte Zabl aus der Reihe 

0 ? 1, 2, .bedeutet; und umgekehrt stellt ein Ausdruck von der 

Form: 2 M • (2v + 1), falls ft, v die angegebene Bedeutung haben, eine 
ganze Zabl dar. Infolgedessen lfLBt sicb Q folgendermafien als zwei- 
faob unendlicbes Produkt sebreiben: 


(25) 


Q=FlF[(t+f’ +i) *). 


Bedeutet jetzt a eine beliebige komplexe Zabl, deren absoluter Betrag 
kleiner als 1 ist, so bat man: 


Flil + ^^FI 1 -^ 


ai«+i 


= lim 


s/ 4 

i 


1 —a l—o 
l — o i — a a 


l — o 


l»n+l 


1 — 0' 


a m 


= lim 


1 — 0' 


a m + 1 


l — o 


(26) 


= (da lim a" = 0 wegen: lim|a n | = lim | o |” == 0); 


und daber, wenn man a = c[ 


Sr + l 


setzt: 


0 * 

Durcb Einfilbrung dieses Wertes in das Doppelprodukt (25) ergibt 
siob also die Eulerscbe Relation: 


1 o * 


_1_ 


28) 


3 
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die man fibrigens etwas kiirzer auch folgendermafien ableiten kann 
Zerlegt man die Reihe der Zahlen v in die Reihe der nngeraden nnd 
der geraden Zahlen, so folgt, dafi: 


FI b-z^^FH 1 ~ 

1 o 


s a ' +i )-77( i-*") 


(29) =FJ il - i ‘ ,+lh H ( 1 +i ’ ) -R il - qV) 

o 1 1 

und hieraus durch Division mit dem link-R stehenden Produkte: 


(30) 77(l-4 i " +1 )-f7(l + 2’)=l. 

0 1 

eme Beziehnng, deren Inhalt mit demjemgen der GHeichung (28) 
tibereinstimmt 


4. Es liegt auf der Hand, dafi man ein zweifach nnendliches 
Schema von der Form (2) statt, wie es der Gang unserer Unter- 
suchung znnachst mit sich brachte, als iteriertes unendliches Produkt, 
anch als tvnendliches Doppelprodukt auffassen kann, und zwar in dem- 
selben Sinne, wie wir lm analogen Falle von unendlichen Doppehreih&n 
gesprochen haben. Danuch wird also das unendliche Doppelproduht 


(31) 


((l + a 0 <”>) (! + <>)• 

■•(1+0. 

(1+ «:')(!+ a«). 

•(1 + 0. 

(1 + 0(1+ «.")■ 

••(1 + 0. 


als Jconvergent bezeichnet, wenn A^\ d. h. das mit der (ft 4- 1) ten 
Kolonne und (v + l) ten Zeile absohliefiende Teilprodukt, ftlr ft —► oo, 
v —► oo einen bestimmten, und zwar, da es sich ja wieder urn ein unend¬ 
liches Produkt handelt, auch von Null verschiedenen Doppd-Limes 
besitzt, 

1st etwa: 

(32) Km A^= A (wo: | A | > 0), 

so heifit wiederum A der Wert jenes konvergenten Doppdproduktes, in 
Zeichen: 


(38) 


Hi 1 + a ?) =J - 
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Wir bedienen uus auch der abgekflrzten Bezeichnung _ZjT(l + 

w ann aus dem Zusammenhange deutlich ist, welches Doppelprodukt 
damit gemeint ist, oder wenn es (wie bei der Frage nach Konvergenz 
oder Divergenz) auf eine endliche Anzahl von Anfangsgliedem nicht 
ankommt. 

Die notwendige und hmrewhende Bedingung ffir die Konvergenz 
des Doppelproduktes l&Bt sicb dann nach § 73, Nr 5 ; Ungl. (27), 
S. 567, in die Form setzen: 


(34) 


A ( n + °) ( n ) 

^+g « I 


< s ffir 


. (9 = 

’ Itf = 


9 — 0» 

0 , 1 , 2 , 


t 


mit emem Zusatz von der Form: 


(34<0 


A f" + ®) 
^«+g 


>g> 0 far- 


f 9 — 0,1, 2, 

1 ff = 0,1, 2, 


Setzt man in der letzten Ungleichung p = tf = 0 und auBerdem ^ = s', 
bo folgfc duroh Division von Ungl. (34) durch (34 a), daB: 


(35) 


i («+ ff ) 

n+g 


(fi) 


< s' far: 


( q = 0, 1, 2, • • • ■ 
Itf = 0 , 1,2, • • ■ •. 


Eme ganz analoge Betrachtung, wie die in § 78, Nr. 2, S. 595, 
angestellte, zeigt aber, daB auch umgekehrt aus einer Bedingung von 
der Form (35) (in dem Sinne, daB zu jedem e' > 0 ein n existiert 
derart, daB dann UngL (35) m dem angegebenen Umfange besteht) 
sich zwei solche von der Form (34), (34 a) herleiten lassen. Somit 
kann auch die Bedingung (35) (in dem* eben bezeichneten Sinne) als 
notwendig und hmreichend far die Konvergenz des fraglichen Doppel- 
produktes gelten 

Bedeutet jetzt («^)o eine Doppelfolge positker redder Zahlen 1 ) und 
bezeiohnet man mit dasjenige aus Faktoren der Form (l + 
gebildete Produkb, welches genau dem zuvor mit A® bezeichneten 
.analog ist, d. h. mit der (ji + 1)*®“ Kolonne und (y + 1)*“ Zeile ab- 
schheBt, bo ward das entspreohende unendliche Doppelprodukt hm- 
vergieren, wenn: 


(36) 


A (»+<0 

«+g 




< s' 


far: 


10-0,1,8, 


1 ) Wegen der Bezeichnung b. § 41, Nr. 1, S. 269. 
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1st nun 
S 624). 

(37) 


= a { f ]\ so hat man offenbar (vgl. § 81, TJngl. (13), 


J (M+ff) 


A («+ff) / 

1 a(« + o) 

n + a 

n 

-1 

“ a« l 

n \ 

A ”±s_1 

A w 

71 


> 


und es ergibt sich somit: 


Glcichzettig mit dent Doppelprodukte //(1 + | konver- 

giert auch das Doppelprodukt JJ( 1 + aj h) ) 

/i. » f ' 

Das letztere heifit dann wiederum dbsolut konvergent. 

1st etwa* ^ 

(38) M( 1 + “D = A ' 

0 

so bleibt der Wert jedes aus diesem unendlichen Doppelprodukte her- 
ausgehobenen endlichen Produktes unterhalb A, und da jedes solche 
Produkt, wegen 1 + ct^ > 1, mit wachsender Faktorenzahl monoton zu- 
nimmt, so geht es bei unbegrenzt wachsender Faktorenzahl in ein kon- 
vergentes unendliches Produkt iiber. Daraus folgt insbesondere, dafi 
jede Zeile und jede Kolowne eiu konvergentes Produkt liefert. Das gleiche 
gilt dann offenbar auch fiir das absolut konvergente Doppelprodukt 
JT(l + a^j mit dem Zusatze, daB dabei jedes Zetlen- und Kolonnen- 

produkt absolut konvergiert. Auf Gtrund des allgemeinen Grenzwert 
satzes am Schlusse Ton §73, GL (33), S. 668, ergibt sich sodann: 

= lim lim A^ 

r->oo |it-> co ' 

= lim lim A^\ 

d. h. das absolut konvergente Doppelprodukt l&fit sich auch durch das 

iterierte ZeUenr bzw. Kolonnenprodukt ersetzen. 1 ) 

Aus der oben gemachten Bemerkung iiber das Yerhalten der Teil- 

produkte des unendlichen Produktes JJ{l 4- folgt weiter, dafi 

• ^ 
auch das unendliche Produkt der Diagonalen, also: 

(40) P[t>„ wo: /», = (l + «<’>)(1 + a'- 1 ’) ■ • • (l + a) 01 ) 

0 


(39) 


lim A™ 

l(, 1 ->■ 00 ** 


1) Diese Aussage gilt, Trie'die lediglich auf dem zitierten Grenzwertflatz be- 
rubenden Gleiobungen (89) zeigen, fdr jedes konvergente Doppelprodukt, bei welobem 
die Zeilen bzw. Kolonnen konvergente Produkte liefern. 
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konvergiert. Bezeiclmet man sodann mit n eine beliebige natiirliche, 
nut m die grofite in y enthaltene ganze Zabl, so bat man offenbar: 

(41) 

1 

und daber, wegen lim A^° = A, anch: 

m->-w 

00 

(42) = 

1 

Setzt man nocb: 


(43) •••(! + «‘ 0, ) = i, 

und beacbtet, daB (nacb dem bekannten Satze fiber den absoluten Be- 
trag einer Summe) 1 ): 


(44) 


i i 

so folgt mit Bertlcksicbtigung von Gl. (42): 


(m) 
'm t 


<L b.: 
(46) 


FJk-a, 


sodaB also ancb daa Frodukt der Diagonalen des Doppelproduktes 
m + a?) gegen denselben Wert (absolnt) honvergiert wie dieses 

n, * 

selbst, und zwar, wie die Herleitung (aus der Konvergeuz von 
00 

Jjv£§ y ) erkennen laBt, aucb dann nocb, wenn man statt der Diago- 
o 

nalen b v deren einzelne Faktoren als Faktoren des unendlioben Pro- 
duktes auffafit. 

Aus dem Umstande, dab dieses einfach unendlicbe, absolut kon- 
vergente Frodukt nacb dem Satze von § 81, Nr. 2, S. 624, uribedingt 
konvergiert, laBt sicb erscblieBen, daB das betracbtete Doppdprodulci als 
solcbes gleicbfaUs unbedingt konvergiert. Zun&cbst erkennt man, daB das 
auB den Faktoren (1 + aj^) gebildetel)oppelprodukt bei beliebiger TJmord- 
nung (als mit der Faktorenzabl monoton zunebmend und dabei unterbalb A 
bleibend) konvergiert (vgli§|40, Nr. 3, S.257); das gleiehe gilt also ffir das 


1 ) Ygl. das Zitat zu Ungl. (87). 
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absolut konvergierende Doppelprodukt 12 [1 + cl^)- Denkt man sick mm 

das letztere in irgendeiner Weise umgeordnet, so wird als zugehoriges, 
diesem umgeordneten Doppelprodukte gleichwertiges Diagonalenprodukt 

co 

ledigliok eine Umordnuug des zuvor mit JvJ b v bezeichneten zum Vor- 

o 

schein kommen und daber mit diesem, also sckkefilick mit dem ui- 
sprtinglichen Doppelprodukte gleickwertig sein: somit erweist sicb das 
letztere in der Tat als unbedingt konvergent 

Bemerkt man nock, dab die notwendige und Mnreichende Bedwgung 
ftir die Konvergent des JProduhtes 

CO co 


0 0 

co 

in der Konvergent der Reihe y}(*y+«r v 




■(! + *.") 

+ a^ 0) ) bestekt und 


diese mit der Konvergent der Doppelreihe zusammenfallt, dafi 

ferner die Konvergent des Diagonalproduktes JJp v mckt nur aus der- 
jenigen des DoppelprodvMes folgt, sondern auck umgekehrt diese letztere 
nack sick ziekt 1 ), so ergibt sich, dafi die Konvergent der Doppelreihe 
S off die notwendige und hvnreichende Bedmgung fflr diejenige des 

Doppelproduktes _/77l + , also sohlieBkcb ftir die absolute Konver- 

gent Ton H (l + bildet. 

Durcli Zusammenfassung der vorstebenden Einzelergebnisse findet 
man also: 

Die notwendige und hvnreichende JSedingung fur die ab¬ 
solute Konvergent des unendUchen Doppelproduktes U (l + a^) 

besteht in der absoluten Konvergent der Doppelreihe 

h,* f 

Das absolut loonvergente Doppelprodukt konvergiert unbedingt 
und Teann auch als itmertes oder emfach unendliches Produkt ge- 
schrieben werden. Insbesondere hat man: 

i oo 

-FIFK' + (iteriertes Zeilenprodukt) 

o o 

m « eo 

h[( l+a ?) \=HH( 1 4- (iteriertes Kolonnenprodukt) 

o oo 

_ -M(i+s w )( i +-r)-(‘+-n <D ST 

1) Man erkennt dies unmittelbar aus dem ersten Teile der Ungleichung (411 
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§86. tJmformung eines unendlichen Frodnktes in eine unend- 

co _^ oo 

liche Reihe. — Satz yon Euler: J7[ (l- = 2 V ^R' “ 

i P v i 

00 

Divergenz der Reihe: ^ —• 

““ Py 

1. Setzt man, wie bisher: 

(1) A y = (1 + cQ (1 + c^) • • ■ (1 + <0 (v = 0,1,2,.), 

so hat man: 

(2) \-A t _ 1 (1 + «0 (ffir v > 1), 
also: 

(3) A,-A,_i- A ,_i-V 

Nun ist allgemein: 

(4) A„ = A 0 +2(A v -A,_ 1 ) 

1 

und daher mit Beriioksichtigung von (1) nnd (3): 

(5) a.=i + h+ 2’ a -'“. 

l 

00 00 

Ist nun a v > 0 und a v) also auch LI (1 + a v ) = lim A n Convergent, 

-*■■£ n->oo 

0 0 

bo geht GL (6), weun man n ins Unendliche waohsen lafit, in die 
folgende liber: 

00 00 

(6) ]7[ (1 + a,) = 1 + a 0 + A,_! • 

o o 

woraus dann sohon yon selbst folgt, dafi die reohts stehende Reihe 
hmvergieren, und zwar, da sie aus lauter positiven Gliedern beateht, 
t mbedingt Tconvergteren mufi (wie man tlbrigens auoh direkt erkennt, da 
die A v _ 1 f(ir jedes v unter einer endlichen Grenze bleiben und ^ct v 
konrergieren sollte). Da aber: 

A v _! • % = (1 + (1 + «,)■•■ (1 + • «„ 

naoh Ausftihrung der angedeuteten Multiplikation wiederum aus lauter* 

positiven Termen, namlioh solohen von der Form a x , u x ct v ct^u f . 

zusammengesetzt ist, bo bleibt die obige Reihe auch nooh unbedingt 
konvergent, wenn man jedes Glied in diese einzelnen Bestandteile zer- 
legt und sodann die letzteren ganz beliebig anordnei Setzt man etwa 
zur Abktirzung: 
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2 ®* = 2 a * 
o * 

OO 00 

(wo: x< X) 

10 #1 
00 00 CO 

222 2 “'*>** < wo: *<*<**) 


a i o 


so hat man insbesondere: 


00 _ 

(8) J^f(l + «„) = 1 + + + + 


2. Tritt jetzt an die Stelle dee eben betraohteten Prodaktes ein 

00 

absolutkonyergentesProdukt von der Form (1 + a v ) f wo die a v beliebige 

o 

kompleze Zahlen bedeuten, so findet man, wenn: 

(9) A = (* + a o) (1 + Oi) • • • (1 + a v ) 

gesetzt wird, in analoger Weise: 

00 OO 

(10) ]7[ (1 + <0 = 1 + % + ]>} a v , 

o i 

wobei die reohts stehende Reihe zunaohst in dem Sinne dbsolut kon- 
00 

vergiert, dab ^ I A y _ t a> y I konvergiert. 1 ) Setzt man aber wieder: 

00 

| a y | = a y und beriicksichtigt, dab dann auch -f- a y ) konvprgent 

o 

ist und die Entvrioklungen des vorigen Artikels gelten, so erkennt 
man, dab jene Reihe auch nooh absolut und somit unbedingt konvergent 
bleibt, wertn man jedes Glied: 

(11) A-i a * = C 1 + a o) (1 + «i) * * * (1 + a v _i) • ct v 

duroh Ausftthrung der Multiplikation in seine Bestandteile von der 
Form a x , a x a v * • • zerlegt und diese als Glieder der Reihe anffabt. 

Man kann daher (mit Einftihrung der analogen Abkdrzungen wie 
in Art. 1) die Entwicklung (10) auch in die folgende Form setzen: 


( 12 ) (1 + a y ) « 1 + ^ a * + 2 a * a i+2 a * a * a b + 


1) Weil n&mlich | a y | konver&iert uHd die [ J. y _ 1 | onter einer endliohen 
Grenze bleiben. i 
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Hieraus folgt z. B., daB man ein unendlicbes Produkt von der Form 

00 

7,7(1 + a v <z), welohes ja flir jeden beliebigen komplexen Wert a; ab- 

soiut konvergiert, wenn die Reihe ^,a -x. d. b scblieBlicb die Reibe 
^Sa r absolut konvergiert, steta in eine fdr jedes bestimmte x absolut 
konvergierende, nach steigenden ganzen Potenzen von x geordnete 
Reibe nmformen kann, namlich: 

(is) 2^(i+*,*)=i+°*) ■ * + (^ °* ■ ®i) • ® s 

& Als Beiepiel fiir die Umformnng eines nnendlioben Produktes 
in eme unendlicbe Reibe wollen wir eine gleicbfalls scbon von Euler 
berriibrende, an sicb merkwtirdige nnd fdr die Zablentheorie besonders 
wicbtige Formel ableiten, -vvelcbe u. a. aucb den frbher (§ 51, Nr. 7, 
S. 352 am Ende) angektlndigten Divergenz beweis flir die Reibe der 
reziproken Primzahlen liefern wird. 

Bezeicbnet man mit p v (v = 1, 2, 3,.) die unbegrenzte Reibe 

der Primzahlen, so ist das Produkt: 

00 

FI (*“( wo also: p l = 2, p a = 3,.) 


°0 J 

fttr q > 0 siober konvergent, da die Reibe - 1 - +p als eine aus der als 

konvergent erkannten Reibe: -jqp^ herausgehobene Reibe gleicbfalls 

konvergiert. Da also das obige Produkt einen encUichm von Null ver- 
schiedmen Wert bat, so gilt das gleiobe von dem folgenden, seinen 
reziproken Wert darstellenden Produkte: 


Nun ist allgemein fdr 0 < a < 1: 
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Divergent von 



Formt man jetzt die rechte Seite in eine unendliohe Reihe tun, wobei 
ee offenbar gestattet ist, die (an Stelle der oben mit a x a x , 

a x a i a ftt .bezeicbneten Terrne) zun&chst erscbeinenden unendlichen 

Reihen bzw., Produkte soloher Reihen wiederum in ibre einfeohsten 
Bestandteile zu zerlegen nnd diese beliebig anzuordnen (da ja diese 
Bestandteile durchweg positiv sind), so ergibt siob offenbar: 


(is) 17—S— 

1 f i+f 

wenn man beaobtet, dafi jede ganze Zahl m sich stets, und zwar nur auf 
eine einzige Weise in die Form aetzen laBt: m = p™* • p™ 1 • ■ • p™ v , 
wo die p x , Primzahlen, die m x , m v • • ■ m v positive ganze 

Zahlen bedeuten, nnd dafi bei der Umformung des obigen Produktes 

in eine nnendliohe Reibe jede Zabl der Folge 1, 2, 3, .emmal und 

nur einmal znm Yorschein kommt. 

Die Formel (15) gilt ftlr jedes p > 0. Ftlr p = 0 divergiert die 
recbte Seite nacb + oo: indessen darf man bieraus noob niobt ohne 
weiteres den Soblufi zieben, dafi das gleicbe auob ftlr die linke Seite 
der Fall sein mufi, da die Formel (15) unter der ausdrtloklichen Yor- 
auesetzung p > 0 abgeleitet warde. Man kann indessen die Riohtig- 
keit des fraglioben Resultates in der Weise erkennen, dafi man p = ^ 
setzt nnd bemerkt, dafi beide Seiten der Gleichung (15) mit wacbsenden 
ganzzabBgen Werten von m monoton mmehmen nnd die recbte Seite 
mit v —► oo ins Unendliche wachst; oder auf Ghrand direkter Rechnung 
noob ansobanlicber, wenn man zun&chst von der Gleicbung ansgebt: 



Da nun alle unterhalb p n lid|genden ganzen Zahlen X nur solche Prim- 
faktoren bzw. Potenzen solcber Primfaktoren entbalten kftnnen, welobe 
Tdemer als p n sind, so kommen bei der Ausflibrung des auf der reobten 
Seite von GL (16) stebenden Produktes offenbar die sdmUichen der Be- 
dingung X p n genilgenden Briiobe j- t anfierdem aber noob unendlich 
viele andere zum Yorsobein, und man flndet daher: 



1 

1 




> 



i 


(17) 
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woraus dann, wegen lim p n — + oo, waiter folgt: 


(18) 


n-rr - 

i 1 — r- 


= + oo. 


Hit diesem Produkt dwetgiert dann aber anoh das folgende: FK'-j) 
(namlioh naob Nidi) und somit schliefilich anch die unendlicbe Reibe 

00 i 

2k 

i 

§ 86. Bedingt konvergento Produkte. 

1. Das nnendliche Produkt 


(i) 




ist, wegen der ftir jedes endlicbe, reelle oder komplexe x bestebenden 

oo 

absoluten Konvergenz der Reibe ftir jedes solehe x absolut und 

i 

demgemafi unbedmgt konvergent. 1 ) Setzt man dasselbe jedoob in die Form: 


( 2 ) 


*-$ ('■+ 9 (»■-*)■£ $ (>+ i)$ (!■- 3 

OO 00 

und beacbtet, dafi die Produkte 1 — -j-) wegen der 

Divergenz der Reibe — einzeln genommen divergieren, so folgt, 'dafi 
i 

jener -Grenzwert P nur durcb die paarweise Zuordnung der Faktorea 
von der Form + -jg) und — ~j zustande kommt, mit andorea 
Worten, dafi die Konvergenz des Produktes 

(i+f)(i-f)(i+^)(i-f). 

wesentlicb von der Anordnmg der Faktoren abhangt, dafi dasselbe also 
nur bedingt konvergiert. 


1) Fflr = wo p*»±l, ±S, ± 8, . wird jedesmal ein Faktor des 

Produktea gleioh Null. Bolohe nnendliche Produkte, die offenbar ateta den Wert 
Null haben, warden biaher, ala fflr den aonst hier vorliegenden ZuBamtn enhang 
nnweBentliob, von der Betraohtung auageaoblOBBen. Dagegen beeiteen sie fflr die 
Funktumenlehre eine gewisBe Bedentung: man beBeiobnet dann ein derartiges 
Produkt als konvergent oder divergent, je nachdem es nach AusBchluB dea Nutt* 
faktora konvergiert oder duvergierb. 
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Wir wollen nun den Cbarakter solclier bedingt Jconvergenter Produkte 
etwas genauer untersuchen, bescbranken uns dabei aber an dieser Stelle 
auf die Betracbtung yon Produkten mit lauter reellen Faktoren, da die 
vollstdndige Erlediguug des betreffenden Problems ftir den Fall Jcom- 
plexer Faktoren gewisse Hilfsmittel aus der Funktionenlebre erfordert 
und daher besser auf eine spfitere Gelegenbeit 1 ) yersoboben wird. 

Es seien nun (« v ), (j5 r ) zwei unbegrenzte Folgen reeller positiyer 
Zablen yon der Besohaffenheit, daB lim a, = lim /3 v = 0 ist und die 

V+eo v->co 

Reihen ^ ce v , jS v divergieren. Alsdann lassen sick naoh einem frfiber 
bewiesenen Satze (s. § 57, Nr. 2, S. 403) aus den Zahlen a,, — § v un- 
endlicb viele bedingt konvergierende Reiben mit beliebig vorgesobrie- 
bener Summe S bilden. Mit anderen Worten (§ 60, Gtl. (46),. S. 435): 
Man kann zwei Folgen yon niemals abnebmenden, mit X fiber alle 
Grenzen waobsenden, positiyen ganzen Zablen m v n k einander so zu- 
ordnen, daB: 

/ m z n JL \ 

(3) = S 

wird. 

Ffigen wir jetzt nocb die Annabme binzu, daB die Zablen (i v daroh- 
weg tmter der Mnheib liegen sollen, sodaB also ffir jedes v: 1 — (J v > 0 
(was wiederum wegen lim fi v = 0 keine wesentlicbe Einscbrankung be- 

v ->co 

deutet), so folgt, .daB yon den beiden stets positiven Produkten: 

0 0 

das erstere mit wacbsendem n jede positive Zabl fibersteigt, das zweite 
unter jede positive Zabl berabsinkt. Bedeutet daber P eine beliebig 
vorgescbriebene positive Zabl, so wird man in ganz analoger Weise, 
wie bei der Bildung einer bedingt konyergierenden Reibe mit vor- 
gescbriebener Summe, durob passende Einscbaltung von Faktoren der 
Form (1 — /J v ) m das Produkt der Faktoren (1 + aj ein unbegrenzt 
fortsetzbares Produkt bilden konnen, das siob bei hinlfinglioher Fort- 
setzung dieses Verfabrens von P urn weniger als eine beliebig klein 
vorzuscbreibende Zabl unterscbeidet. Man kann danaoh sagen, daB das 
duroh den angedeuteten unbegrenzt fortsetzbaren Prozefi definierte, aus 
den Faktoren (1 + «„), (1 — P v ) zusammengesetzte wnendliche Produkt 
in dieser Anordmmg , also „bedmgt u gegen den Wert P konvergiert. 
Anders ausgesprooben: Es lassen sicb wiederum zwei Reiben niemals 

1 ) Im zweiten Bande dieser Vorleuungen. 
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abnehmender, mit X fiber alle Grenzen wachsender, positiver ganzer 
Zablen m v einander so zuordnen, daB: 


(4) 

wird. 



+ o 




Es entatebt nun die Frage: Entapricht hier einer aoloben An- 

ordnung der Zahlen a v , /3 v , filr welche die Reihe (3) Jconvergiert, aucb 

stets eine hmergmbe Anordnung filr das unendliche Produkt (4)? Oder 

etwas allgemeiner ausgesprochen: Was lafit sich fiber das Yerhalten 
00 

des Produktas H (1 + y y ) bei der durch die Folge der Indizes vor- 

geachriebenen Anordnung aussagen, wenn die Reihe y v in der ent- 
aprechenden Anordnung bedingt konrergiert? o 

Die Beantwortung dieser Frage gibt der folgende Satz: 


• Konvergiert die Reihe y in der durch die Indizes vor- 

•q V * 

geschriebenen Anordnung, so ist das Produld m + y„) in der 

o 

enisprechenden Anordnung konvergent oder es divergieri nach 

00 

Null,je nachdem die Reihekonvergiert oder divergierV) 

o 


2. Zum Beweise des vorstehenden Satzea sind einige Hilfsformeln 
erforderlich, welohe zunSchat entwickelt werden sollen. 

Aub der Definitionsgleichung (a. §33, Gl. (18), S. 202): 


e “ = Um(l+5)’ 

folgt durch Anwendung des binomiachen Satzea: 

• 7+ Vj ^(7)'+ r± ^f^ • © + • • • + (■=)*) 

/ ,_I (l_i) (,_•) 

’““A 1 +«+- T i • “•+ 1 i.\ ' , °>+• • • 

+--«/ 


1 ) Dez Satz gilt nattirlioh unabh&ngig dayon, ob ledwgt oder unbedingt 
konyergiert, da im letzteren Falle ^y* nor konvergteren kann, andereraeita da* 
Produkt ]J[(\ -f J%) Bohon anf Grand nnserer frflheren Ergebnisae (unbedingt) 
Jconvergiert. Etwaz Neuee bietet daher der Satx nur, Venn ^y. nur ledwgt 
konyergiert. 



Nr. 2. 


§ 86 . Bedingt konvergente Produkte. 


658 


und daher: 


'< lim (1+a-f-^a'H-h 4" “0 


L> lim (1 + 

v-Voo 


+ !IZ 1+ (*-4)K), 

“+ 2 «+ 2 8 a ), 


also fttr 0 < « < 1: 

(5) J <1+ “ + t“’( 1+ “ + “ ,+ .) =1+ “ + ri^; = i=;(i-T“’) 

|>l + a H-i«*=(l + «)(l+i- j£j) 

und am so mehr: 
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C- Y —;—- fwegen: 0 < (i — (l l) 

l>(l + «)(l+ia>). 

Hieraus folgt weiter: 

(7) !-«< — “ 




( 8 ) 


1 + a < 




fOr; 0 < a < 1 


und duroh ZueammenfasBung dieBer beiden Ungleiohungen, wenn y ==±« 
gesetzt wird: 

(9) 


1 + y<—V” fttr: 0 < | y | < J. 
1 + T r * 


Bedeutet nun (y v ) eine Folge reeller Zahlen mit beliebigem Vor- 
leichen und von der Beschaffenheit, dafi | yJ < 1 fttr v>n, sodann a 
einen beliebigen positiven ecliten Bruch, so folgt aus den TJngleichungen 
(7) und (9), daB: 


(10) 



wo: ^e-y.+i+y.+fH—+>'«+» 




Abschnitt III. Kap. IIL Unendliohe Produkte 


and hieraus, wegen: 


I? (* + 1 ^) 5,1 +T(j , ’+i+n , +i+•••+?■'+,)» 


um so mehr- 


(11) / v /(i + y v )< - t— nzzr 

n+i Ci-«)(i+ T y n , e ) 

wenn: ^ = y* +1 + y’ +a + ■ • • + . 

Wird jetzt angenommen, daB: 

w + p 

( 12 ) lr„, e H also: tf -y„ rP ^0» 

“i 

so hat man nach Ungl (11) wiederam um so mehr: 

"+e / «+p \ 

(13) JTJ (1 + y y ) <- - -i-r ( falls: <1 <* ) 

W \ / 

Dieae Formel wird dazu dienen, um den in dem oben ansgesprochenen 
Satze enthaltenen DivergenCeiR zu erledigen. Zn dem entspreohenden 
Konvergenn beweise gentlgt die aus (13) hervorgehende einfaohere Be- 
ziehung: 

(14) bf (i + ^ < _L_ (falls: Vy, < A 

n + 1 \ JTfl / 

welohe offenbar auch die folgende naoh sich zieht: 

l ( it,* ttf I \ 

(15) Jvj (1 — y v ) < ^ I da ja auch: >v (— yj = >v y I < tf J. 

Mit Bentttzung dieser letzten Ungleichung wird sodann: 


and daher: 


jj( l+y„)>l-«' (fUls: 


(16) 
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3 Sei nun zunachst mit der Reihe: auch die Reihe: 

Convergent (die letztere natfirlich eo ijpso absolut, da eie nnr positive 
Glieder enthalt), alsdann konvergiert, da 0 < | y | < d < 1 ftir v > n, 

ry S 

auoh die Reihe: -- und infolge der Beziehung: 

T jy 


Tv i+y v 

— y 

die Reihe: — Infolgedessen kann man einer beliebig Hein an- 

znnehmenden positiven Zahl s eine positive Zabl n so zuordnen, daB 
gleichneitig ■ 

n + p I « + p 

Sr. <■• Sr" 


(17) 


■ + y. 


< b (p — 1,2, 3, 


0 


n + l | |n + l 

unci daher nach Ungl. (14) und (16): 

1 ~ s < 0- + 7,) < i37' 


«+i 


oder, wenn man allgemein: (1 + y 0 ) (1 + ft) • ■ • (1 + y) = f v setzt: 


(18) 


— 8 < 


"+g 


1 <iJ^ (? = 1,2,8,.), 


woraus in der Tat die Konvergena des unendlichen Produktes JJ(1 + ft,) 
hervorgeht. 0 

1 st dagegen divergent und wd sodann wiederom n so 

fixiert, daB fiir jedes q = 1, 2, 3,.die Beziehung besteht: 

n+p 

(19) y} K < 

n + l 

so laBt sioh zunachst eine untere Sohranke fttr q so bestimmen, 

— th* 

daB die bisher (s. Gl. (ID) mit y n ? bezeichnete Summe: y* eine 

n + l 

beliebig grofi anzunehmende positive Zahl ilbersteigt. Und da anderer- 
seits nach Ungl. (13): 


( 20 ) 


w+g 

ft 


(1 + y„) < —- 7 — r=\ 11 

"+ 1 (1—e)(l + - y Bp ) 


10 erkennt man, daB das unendliohe Produkt (1 + y v ) nach Null 


mufi. Damit ist aber der am Schlusse von Nr. 1 aus- 
gesprochene Satz vollstfindig bewiesen. 
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Hiernaoh ergibt sich z.B., dafl von den beiden unendlichen Produkten: 

$(‘+ t r 1 H 1 +i)( 1 -9( ,+ i)( 1 -i). 

. 

das erste konvergiert, das zweite nach Null dwergiert. 
tTbrigens findet man: 

also aucb: 


2 n 2n+l 


t, 




§ 87. Anwendnng der Lekre von den unendlichon Produkten zur 
VerschBrflmg des allgemeinen Konvergenzkriteriums zweiter Art, 
sowie zur Feststellung der Divergenz und bedingten Konvergenz 

gewisser Reihen. 

1 Der in § 47, Nr. 2, 9. 320, bewiesene Hilfssatz, welcher die 
Gnmdlage fiir die Herstellung der Kriterien zweiter Art bildete, dafl 
namlich fdr v > w: 

Py^-q,, wenu: (v>»), 

Jry 

laBt sich auf Grand der Konvergenzeigenschaften unendlicher Produkte 
in der Weise vervollstandigen, daB selbst unter der Voraussetzung: 

der SchluB erhalten bleibfc: p > kq. 

P y % = v 

Bofem nur diese Voraussetzung einer passenden Einschrllnkung unter- 

worfen wird Es gilt n&mlich der folgende Satz: 

Sind (p v ) fm (q v ) stwei uriberfrenete Folgen posUiver ZaMen 
(eventuell auch mzt dem Qrenzwerte 0 fur v —► oo) und ist fiir 
v > n; 


(!) wo!0S», +1<1 , 

so bestekt die notwendige und hinreickende Bedingung fiir 
die Existene einer Betnehtmg von der Form: 

Py ^ * 2 , ( v ^ n 7 * > 0 ) 
in der Konvergene der Reike J'ffl . 


( 2 ) 
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Beweis. Setzt man in (1) der Reihe nach: v = n, (w + 1), • ■ •, 
(n + Q — 1) und multipliziert die bo entstehenden Gleichungen mitein- 
ander, bo folgt: 

Vn n+l 

und daher: 

*«+« -T. • ~ ^ ' 2 ”+* > * • R (1 “ ^ 


n “I - 1 


1 


»+*>■ 


Man hat nun (naoh § 82, Nr. 1, S 621): 

00 

r ) = 0 n > 0, wenn honvergiert, 


n+l 


Ra — fty) = 0, wenn divergiert, 

n + l 


also im ersten Falle fttr q — 0,1, 2, 

wahrend im eweiien: 


wo 


2m n+l 


lira = 0 

p->- oo 2»i+n 

wird. — 

Zusatz. Eb bedarf wohl kaum der Bemerkung, dafi im Falle der 
Voraussetzung: 


d») 


(*^») 


Pv = x v + 1 ' 2, 

und der Konvergenz von um bo mehr die Beziehung besteht: 

( 2 ) > hq v (y > »). 

Yersteht man ferner unter (y y ) eine Folge von Zahlen beliebigen 
Vortseichens, die nur der Bedingung: y v < 1 zu gentlgen haben (dagegen, 
soweit eie negativ, numerisch an keine Schranke gebunden sind), und 
ist flir v > n: 


(lb) 


P *+i 


>(i 


p v = ' *'+ 1> % 


■o ergibt sich auf Grund der oben bentitzten Schlufiweiee, dafi wiederum: 
(2) JP, >*•£„ (fflr: v > n), 
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n +9 

sofem nur festateht, daB J7J (1 — y y ) fdr jedes (nocb so groBe) q nicbt 
unter eine gewisse positive Zahl herabsinkt, was offenbar allemal der 

ao 

Fall ist, wenn das unendlicbe Produkt FI (1 — y v ) entweder Jconver- 

71 1 

giert (wenn aucb nur bedingt ) oder nacb + oo divergiert oder so ossnl- 


liert, daB: lim 11 (1 — y v ) > 0 ausfallt. 

n+1 

2 Setzt man nacb dem Yorbilde von § 47, Nr. 3, S. 320, in (1 a) 
p v = G~\ q v = a v+p (sodaB also a y+p redl und 
so folgt. daB fiir v^n: 

O' 1 £ k ■ a, +p , also: a, +f < - j • £ 
und somit ^a y Itonvergieii, wenn fdr v ^>n: 


'*+ 


).±±£±1, 

H-i J a v+j> 


anders gescbrieben: 

(3) G v 


*v+p 


‘v+p + 1 


0- K+l) ^v + l = 


wobei also die positiven Zablen & v nur der Bedingung zu geniigen 
haben, daB ^& y konvergiert. 

Die biernacb fdr die Konvergenz der Reibe ^a v binreichende 
Bedingung (3) laBt sich aber obne weiteres aucb durob die folgende 
ersetzen: 

( 4 ) 

v->oe 

1st namlicb diese Bedingung erf (lilt, so bat man fiir biil&ngliob 
groBe v, etwa fiir v ]> n: 

anders gescbrieben: 

woraus aber auf Grand des an UngL (3) gekntipften Ergebnisses wieder 
die Konvergen* von "Sa y bervorgebt, da ja J£(d' v , 1 + w-—^ wiederum 
konvergiert. ' v+i 
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Vergleicbt man daa Konvergenzkriterium (4) mit der in § 47, 
Nr. 3 unter (12), S. 321, gegebenen Kriterienform, namlicb: 


( 5 ) 


x v+p +1 ' 


so erschemt das Kriterium (4) offenbar als eine merklicbe Verbesserwng 
von (5), da ja, wegen: (1 - # r+1 ) C, +1 < C r+1 , die Bediiigung (4) sehr 
wobl erfiillt sein kann, wenn: 


lrn (C,- 


°y + P 

'' + P + 1 



< 0 


ausfallt, also das Kriterium (5) heme Entscbeidung liefert. Setzt man 

insbesondere: & =%> unter Q eine bdiebig grofi zu denkende positive 
v ^ v 

Zabl verstanden, so nimmt die ftir die Konvergenz von 2u a v 
reicbende Bedingung (4) die Form an: 

( 4 a) lim (G v a Uv+P ~ - > — G, d.h. schlieBlich: > — oo. 


(Bei spiel. Setzt man, wie in dem §54, Nr. 2 amEnde, S. 380, be- 
fcracbteten Beispiele: G y = v(v + 1), im Ubrigen: a y+p = (statt 

wie dort: a r+p = ^*)» s° folgt: 

a ’^Tx~' °.+i -FT&i 9 (* + * + V -(* ■+ 2 > <’ +*)’) 

also: 

Urn - 0,+ 1 )-(2j» -1) < 0 fflr p £ 1, 

v-».« \ va v+p+l ' 

sodaB also das Kriterium (5) versagen vnirde, wahrend (4 a) Auskunft 
gibt .) l ) 

3 . Die bisber gewonnenen Hilfsmittel zur Feststeillimg der Konver¬ 
genz oder Divergenz unendlicber Produhte setzen uns in den Stand 
die frttber abgeleiteten Kriterien zur Beurteilung gewisser unendlicber 
Beihen zu vervollstandigen, namlicb derjenigen, deren im flbrigen als 
beiiebig homplex zu denkende Glieder a, einer Bedingung von der Form: 

-^- = 1 +7 + ^1 (wo: bm \r w \< + oo) 

a r4-l * * 


1) Man tiberzengt sich leioht, dafi die Anwendtmg deB in Nr. 1 enthaltenen 
ErgebniBBes anf daa JDteer^enjkritenum oder auf die Umformung des Konvergene - 
kriteriumB dnrob EmfflhrtULg der D y an Stelle der O t (vgl. § 64, Nr. 1, S. 878) 
kein nennenBVertes Resultat liefert. 
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genfigen. Wir fanden (§ 76, Nr. 5, S. 690), daB in dieBem Falls 
absolut Tconvergiert oder absolut dwergiert , je naohdem 91 (ft) > 1 oder 
91 (ft) ^ 1. Im letzteren Falle bliebe dann zunachst noch die MSglich- 
keit bedingter Konvergenz. Es wird sich nnn zeigen, dafi diese Even¬ 
tuality ftlr die Reihe JzHa v in Wirklichkeit ausgeschlossen erachemt, 
daB aie dagegen fflr die Reihe — 1 ) v a v eintritt, wenn: 0<8t(ft)^l. 

Wir betrachten zunachat eme Folge positiver reeller Zahlen a y} fBr 
welche die Beziehung besteht: 


( 6 ) 


CC v 0-, 

— = 1 +- + -J- 

a T+t 9 *■ 


Dabei bedeutet wiederum x eine von v nnabhangige reelle Zahl, wahrend 
p r mit v siob andern kann, jedoch nur so, daB | Q y | stets unter einer 
fasten Schranke g bleibt. 

1st nnn x von Null verschieden, so laBt sich Gl. (6) in die Form 
aetzen: 


(7) 



und aodann eine Zahl m in der Weise fixieren, daB ffir v>m: 
\n\v>g > I I, also: 1 + — > 0. 

— I F r 

Daraus folgt, dafi ftlr v>m: 


( 8 ) 


—— < 1, falls: * < 

“*+i 


0, 



1, falls: % > 0, 


d. h. die nehmen, von einer bestimmten Stelle an, monoton tu, wenn 
x < 0, monoton db , wenn x > 0. 

Um den Qxenzwert von a y fiir v —► oo zu bestimmen, sohreiben wir 
GL (6) folgendermaBen: 


(9) 


>+i 


( 1 + 7 )( l +^) 


nnd anbatituieren der Reihe nach v = m, (m -f- 1), • • • (p — 1) (dabei 
hat man, wenn x eine negative ganee Zahl sein sollte, von vornherein 
m > | x | anznnehmen, damit v + x stets von Null verschieden ausffillt). 
Alsdann ergibt sich doroh Multiplikation der betreffenden Gleichungen: 




*(»+*))■ 


( 10 ) 
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L&Bt man (i ins Unendliclie wachsen, so konvergiert das zweite Produkt, 


wegen: 




*(v + x) 


\v + X 


, wahrend das erste nach 0 oder oo divergiert, 


je nachdem x < 0 oder x > 0. Hiernach wird: 


und, 

( 11 ) 


ttm . I = 0, falls: x < 0, 
i = 5 = oo, falls: x > 0, 

da a m eine bestimmte positive Zahl vorstellt: 

lima (=<*>, falls: x<0, 

^ 1= 0, falls. x>0. 1 ) 


1st x = 0, also: 


( 12 ) 



<?v 


so erkenut man zunachst, daB die a y nur dann monoton bu- bzw. ab~ 
nehmen, wenn ftlr v>m bestandig < 0 bzw. > 0 ist. Sie besitzen 
aber in jedem Fade flir v —> oo einen bestimmten, von Null ver- 
schiedenen Grenzwert. Man findet ndmlich fiir x = 0 aus Gl. (10): 


(13) 

und hieraus: 

n*i 


5 -S(i+s> 


lim a = 

44 

/a-* oo n 




1) Duroh eine unerhebliohe Modifikation dea im Tezte eingesohlagenen Ver- 
fahrena l&Bt siob das bei frflherer Gelegenheib (b. §68, S. 867, FoBnote) angekttndigte 
Reaultat berleiten, daB in einem besonderen Falle — n&mlioh, wenn die dorcbweg 
poaitiven Reihenglieder a v der GL (6) genflgen — die Bedingang lim va y =*0 sobon 

v->co 

hinreichend fiir die Konvergenz der Reihe iat. Ana GL(9) folgt dutch Multi- 

p 

plikation nut ^-j— 


C+l) ( 1 + W (W + *)) “ + j) ( 1 + „ („ + *)) 


(v + l)*« v+1 \f+l/\ v(v + *), 

und hierana duroh Substitution von v = m 1 (»» +1), 
i“—i . _ /*—l 


V+i/ \~ 1 v(v + ! 

(p—1) und Multiplikation; 




Daraua folgt, analog wie im Text: 

0 fflr x>l 

limfta^ \ =■ oo „ x<l 

l> 0 (endlioh) „ x = 1 . 

Mithin muB auoh umgelcehrt steta x > 1 aein, wenn lim pa^ *= 0. Aladann iat aber 
auoh die Reihe Jconvergent (nach § 66, Nr. S, 889). 



<302 Abschnitt III. Kap. 1IL Unendliohe Prodnkte. Nr. 4. 

d. h. endlich tend von NuU verschieden, da das betreffende Produkt Icon- 
vergiert. 


4 Es seien jetzt die a beliebig komplez und: 


(15) 


+ | + ^ (wo|r y |<,) 

j . K X% , Qy g y* 

= H---r-- 5 —t 


so wird (vgL § 77, Gl. (24), (25), S. 589): 


(16) 
■wo: 

(17) 


*v + l 


’= 1 + V + % 


*9y + U v p; + «r, a 


B = ** + a a + 2f> v + 2 


und daher auch i? v stets nnter einer endlichen Grenze Q bleibt 
Infolgedessen ergibt siob ans Nr. 3 unmittelbar folgendes: 

1) 1st x < 0, so nehxnen die Zahlen | a v J a , also anch die | a v | mit v 
monoton &u, und man bat: 

(18) lim I a v I = oo, also anoh: lim a v = oo. 

»->oo ?->od 

2) 1st x > 0, so nebmen die | a y bzw die | a y | mit waobsendem v 
monoton ab, and man bat* 

(19) lim I a y I = 0, also ancb: lim a v — 0. 

V->08 1 V-^ao 

3) 1st x — 0, so besitzt | a y |*, also aucb | a y | fttr v —► oo eine 
beBtimmten, von Nidi verschiedenen Grenzwert. Daraus folgt aber nocb 
nicht, dafi das gleicbe fdr a y selbst gilt. Man bat nun in dem be* 
traebteten Falle: 


^ = 1 + V + £ = (l + V) (l + 

und daber: 


Das eweite Produkt ist wiederum filr p —>• oo absolut Tconvergeni, da: 


r r 

^ 9 _, 

1 

v(P+li) 


U 

1+ v 
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Das ersie dagegen besitzt zwar ftir [i —> oo einen bestimmten ab- 
soluten Betrag, wogegen der Evriheitsfalctor, wenn A von Null verscbieden 
ist, unbestimmt wird (§ 82, Nr. 2, S. 630). 

Somit wird in diesem Falle fdr [i—>■ oo in derWeise unbestimmt, 

daB zwar lim I a I emen bestimmten, von Null verscbiedenen Wert be- 

,U ->- 00 ^ 

sitzt, wabrend der Einbeitsfaktor von unbestimmt wird. 

Nur in dem besonderen Falle A = 0 (also: h = 0) bat man: 


( 21 ) 



sodaB also lim a einen bestimmten, von NuM verschiedenen Wert besitzt 


5. Aus den unter 1) und 3) der vorigen Nummer gefondenen 
Resultaten folgt, daB die Reibe 2 a v ^ stets divergieren muB, 

da ibre Glieder nickb den Grenzwert NuM besitzen. Da sie im tibngen 
fllr * > 1 als dbsolut Tconvergent erkannt wurde, so erfordert nur 
nocb der Fall 0 < x < 1, fiir weloben ja immerbin lim a r = 0 sicb er- 

_ v+oo 

gab, eine genauere Untersucbung. Wir wollen nun zeigen: 


Auch fiir 0<x^l ist ^a y divergent. Dagegen tst 
2 (a y — a v + f) dbsolut md somit ^ a y x v noch fiir dUe x 
mit dem absoluten Betrage |a;| =» 1, mit einzigem AusscJdufi 
von ® —1, bedingt Tconvergent. 


B ewe is. Wir bringen GL (15) durcb Multiplikation und Division 
der recbten Seite mit ^1—^ auf die Form: 

v**\ v) v * 


*y+l 


i-* 

v 


( 22 ) 


wo: 


sodaB also 1 1 I mit I r I Btets unter einer endlicben Grenze bleibt. So- 


dann setzen wir: 


JPr 


1,80 : rr: 


i. 






(23) 
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wo p y und q v einzeln genommen den Beziehungen genflgen aollen: 


(24) 


‘ -.-* 7-1 + = (— 1 .** 




^+i i_A 2*+i 
l V 

Pi = Si = «!• 

Was dann zunachst die q v beferifft, bo besitzen dieselben (s. daB ScbloB- 
resultat der yorigen Nummer) filr v —► oo emen besUmmten, von Null 
verschiedenen Grenzwert, etwa: 

(25) lim a = q, 

V CO 

Um die Art der Annaberung yon q y an diesen Grenzwert q nahar 
zu beurteilen, bat man nacb Gl. (24): 

_ _ *v ^r+l 

Qr 2*4-1 1 

and bierans, wenn man v der Reibe naob durcb (v -f- 1), (v -f 2), • • • 
(v + n — 1) ersetzt and die resultierenden Gleicbnngen zu der yor- 
Btebenden addiert: 


(26) 


» 4 -n —1 




t„+y 


Da 1|, | q^ | stets endliob bleiben, bo Tconvergiert diese Summe, 
wenn » ins Unondliobe wachst, und es ergibt siob somit fttr n —► oo: 


(27) 

also: 

(28) 




ij _ 2 |< 

' — ■4? c-ot+i) 


Nun bleibt offenbar der Zabler jedes Reibengliedes unter enaer 
endliohen Z.hl A, imd da: = T» 


(29) 

BodaB man setzen kann: 

(30) 


I % 21 < 


2„ = 2 + -p wo: \\\<h. 


*) lit speziell Jb =*« 1, bo wird die Gleiohung: 

Pw _ 1 

*+l !_A 

filr *. bi 1 ainnloB. Dieaelbe soil dann (wie auch die Gleicbnngen (22)* (18)) nnr fflr 
*<>2 gelten und auBerdem e 


geutit werden. 


Pt -1 i 




Nr 6. 


§ 87. Dirergenz uad bedingte Konrergeaz gewisser Roihea. 


665 


Andererseits laBt sioh zeigen, daB ^p v divergiert, wahrend und 
—1> V+1 ) absolut Icomei'gieren. Man hat nach Gl. (24): 9 

(31) ^±1 = 1-1 = ^ 

v ' P M P p 

nnd hieraus dnrch Substitution von p = 1, 2, • ■ • v x ) nnd Multiplication: 


(32) 

Hiemach wird: 


(33) 


^ + 1 1 • 2 • • • v 


1—ft 2—ft 


, j . i-w «-rv 

Ss=Pt + p 3 = 1 + —r~ = -t~ 


S t = PL+Pl+Pi 


2—ft (1—ft) (2—ft) _ (2—ft) (»—ft) 


1*2 


1*2 


Angenommen, man habe allgemein: 

(34) s r =i> 1 +i> 8 + 
so wird: 

(35) 1 *' ‘ {v ~ k) 


_ (2—ft) (ft—ft) • • • (v —ft ) 

"7" P v l. 2 * • ■ • (v _1) * 

1 —ft\ (2 —ft) (8 —ft) ■ 


-ft) (8 —ft) • ■ ■ (v— ft) A, 1—*\ __ 
1.2 - (» — 1) \ L ^ v ) 


1-2 


(y+1—fc)^ 

• v 


d. h. « r+1 hat dann wiederum genau die entsprechende Form. Da aber 
die Richtigkeit der Beziehung (34) ftir v — 2, v = 3 erwiesen ist, so 
gilt sie hiemaoh fiir jeden Wert von v. Bringt man jetzt s v+1 auf 
die Form: 


S 


v+1 


* 



p+1—ft 
f* 



(36) 




i* ) 

p+l—x/* 


bo erkennt man, daB unter der Yoraussetzung * < 1 das erste Produkt 
fttr v —► oo nach + oo divergiert, wahrend das zweite einen bestimmten 
endlichen absoluten Bebrag, aber, falls nicht gerade 1 = 0, einen un- 
bestimmten Einheitsfaktor besitzt. Es divergiert also in diesem Falle Sv 
in der Weise, daB der absolute Bebrag unendlieh grofi und anBerdem, 
wenn nicht gerade 1 = 0 ist, der Einheitsfaktor unbestimmt wird. 


*) Dabei ist wieder der Spezialfall ft «*» 1 auszusbhlieflen. In dieaem Falle wird: 

Pft p 

nnd daher dnroh Substitution von p ■■ 2, 8, - • ■ v und Multiplication: 


■A^ 


aft ^'#i nfl 




y.+i . i 
ft ,,+i »■ 
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1st x = 1, so reduziert sioh GL (36) auf die folgende: 

(37) 

sodaB s v+1 fQr X ^ 0 mit nnbegrenzt wachsendem v (nach § 82, Nr. 2, 
S 630) en^ieh-wnbestimmt wd *) — 

Man hat nun ferner: 


l 



und hierans folgt ohne weiteres mit Hilfe des Konvergenzkriterium b in 

§ 76, Nr. 6, S 590, dafi absohU Iconvergieri, falls SR (k + 1) > 1, 
d. h x > 0. 

Sohliefilioh wird auch: 


P,-Py+1 _ Pr 


Py 


^r+1 “■Py+I Py+1 ^_ Pv-\-% 

Pv+t 


v-k 


»+ 1 
V 


v + 1 


1-i 

V 


(vgl. Gl. (38)). 


worans wiederum fiir x > 0 die absolute Konvergenz von jp, +1 ) 

resnltiert. 

Jetzt ergibt sich mit Berftoksiohtigimg von Gl. (23) nnd (30): 

( 40 ) a , “-P, • 2,=z -p,+ K ■ ~ 


(41) 


a — 


•.+i“ 2(P.-i’.+») + \ • T“*.+i • 7+7 


1) Der Pall x = l, t«0, d. h i =* 1 ist bereita in der Torigen FuBnote 
behandelt 
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Aub der ereten Gleichung erkennt man sofort die Divergenz von ^a r? 

p 

da 2-S\, dwergiert und, wegen \hy\<.h, ccbsolut Jconvergiert 

Infolge der zweiten Gleichung wird: 

(42) + 

woraus die Konvergenz der Reihe I uJ^ittelbar hervorgeht. 

Mit der letzteren Reihe konvergiert aber, da tlberdies lima,= 0 

(Gl. (19)), nach dem Satze von § 77, Nr. 2, S. 594, die Reihe ^a v x 
fQr alle x mit dem absolnten Betrage | x \ = 1 mit Ansnahme von 
x = 1, nnd zwar offenbar nnr bedingt. 

Wendet man dieses Ergebnis auf die Jiypergeometrische Reihe an, 
also auf die Annahme (s § 76, GL (29), S. 590): 

/.«j\ _ a(q+l)« • ■ (fl + »-l) -6(6 + 1) • • ■ (6 + y-l) 

{$6) 1 . 2 • • • v • C(C+1) ■ • • (c + v-1) 


+ h 


iVf i 
*>-)-1 


bo hat man (b. a. a. 0 GL (31)): 

k = 1 + c — (a + b), also: x = l + 8t(c — (a + 6)), 


und die Bedingung 0 < x < 1, unter welcher das fragliche Ergebnis 
gilt, nimmt daher die Form an: 


(44) 


— 1 < (c — (a + b)) < 0. 


1st diese Bedingung erfiillt, bo ist also die. hypergeometnsohe Reihe 
zwar divergent , dagegen konvergiert J£a v x y noch ftir alle x mit 
dem absolnten Betrage | x | =* 1 mit einziger Ansnahme von x = \. 

Durch die Spezialisierung b = c und Substitution von — a an 
Stelle von a, — x an Stelle von x (vgL a. a. 0. Gl (33), (34)) geht 
die allgemeine hypergeometrische Reihe x in die binomisehe 

^(a\x y liber, wo: 


(45) 


(°), ! 


a (a — 1 ) 


1 • 2 


(a — v + 3 ) 
v 


Unter der in diesem Falle aus (44) hervorgehenden Bedingung, 
namlich: 

(46) - 1 < 91 (a) < 0 

ist damn die biiloniiBche Reihe '^!(d) x y noch bedingt konvergeni ftir 
alle x mit dem absolnten Betrage \x\= 1, auBer ftir x = — 1, in 
welohem Falle sie (d. h. also die Reihe -S V— 1)* ■ (o) r ) divergiert. 
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Abschnitt IY. 

Endliche nnd unendliche Eetten.brfl.clie. 


Kapitel I. 

Allgemeine Graadlagea der Lelure voa dea Kettenbrtlchen. 


§ 88. Unendliche Algorithinen. — Euklidisober Algorithmus und 
regelmaUiger Kettenbruch. — Endliche, insbesondere elemenlare 
Eettenbrftche ana belieblgen Zahlen. — Durchweg elementnre 

Kettenbrliche. 

1. Das charakteristisohe Merkmal der besonderen als unendliche 
Beiken nnd Produkts bezeichneten Zahlenfolgen, also derjenigen von 
der Form (a 0 + + • • ■ + a v ) bzw. (o 0 • a 1 • • • a v ), bostebt darm, dafi 

jedes ihrer Glieder ftlr v X aus dem unmittelbar vorhorgehenden 
duroh eine unverilnderlich bleibende Itechenvorschrift erzeugt wird, 
namlich duroh die Addition einer jedesmal vorgeschriebenen, also aus- 
driicJdich als gegeben 1 ) anznBehenden Zahl bzrw. durch Muttiplikation 


1) Eierauf liegt der Nachdruck. Denn andererseits liLBfc Bich ja jedea 
Glied a t (v ^ 1) einer ganz beliebig vorgelegten Zahlenfolge durch Additton einer 
pasaend bestinmten Zahl und, falls duicbweg | a, | > 0, auch durch MulHplikation 
mit einer aolohen aua a r _ 1 erzeugen Man hat n&mlich 

a * + (<*„—a, _j) 


brw. a v = a y _j. ——. 

Daraufl folgt vreiter: 

n 

a "° a 0 + ^( a r~°>-i) ( y g L 8 86, G1 (4), S. 646) 

JL 


bnr a.-a,. FT 

a v —1 


a, | > 0 ftlr * c* 0,1, • • •, n — 1). 


Wenn eodann Hm a n zum mindeaten im treiteaten Sinne (a-. § 78, Nr. 8, S. 666) 
•xiatiert, ao ergibt aieh: 


lim o M = a 0 

fi-Vco 


0 


bznr. lim 
*•>■00 



Eb lUt eioh alio der Grenzwert (im ireiteaten Binne) jeder einen aolohen beaitzen- 
den Zahlenfolge (a y ) auch duroh eine unendliche Iteihe und, im Falle | a | ;> 0, 
auch duroh ein unendhches ProduJct darstellen. Beaondera von der erston” dieaer 
faeiden MOgliohkeiten vird in der Fnnktionenlehre hlufig Gebrauch gemacht. 
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mit einer solchen. Da man die unbegrenzt fortzusetzende Wieder- 
holtrng irgendeiner bestimmten Rechenvorschrift auch als unendliohen 
Algorithmus zn bezeichnen pflegt, bo ersoheinen in diesem Zusammen- 
bange die unendlioben Reiben and Produkte als einfaobste Typen 
solcber nnendlicber Algonthmen, da sie ja lediglicb auf einer bestan- 
digen Wiecferholung je einer der beiden einfaohsten Rechenoperationen 
beruhen. Im Anscblasse hieran liegt die Frage nahe, ob die beiden 
noob fibrigen der vier fundamentalen Rechenoperationen nicbt geeignet 
sind, weitere Typen unendlioher Algorithmen von entsprechender Ein- 
fachheit zu liefern. Diese Frage ist zunacbst offenbar zn vemeinen. Denn 
die bestandig wiederbolte Ausiibung der Stibtrdktion bzw. Division auf 
die Glieder einer vorgeschriebenen Zahlenfolge (a,) wtirde ja wieder 
nur eine wiendliche Reihe, namlicb eine solcbe von der Form: 

a 0 — Oj — a, — • • • — d y —.bzw., mit Hinzuftigang der beschrankenden 

YoransBetznng |a # |>0, ein unendliches Produkt von der Form: 

a o * a[ ’ ’' * a". liefern. Dagegen besitzen wir in dem sog. 

Euhlidischen Algorithmus (§ 6, Nr. 2, S. 35) eine besondere Form ernes 
fortgesetzten ZbfliswmsprozeBses, welche zunacbst zur Bildung eines 
neuen Typus von Zablenverbindungen, namlicb der (endlichen) Ketten- 
bruche AnlaB gibt, und diese letzteren lassen sicb acbkeBlich ancb zu 
einem unendliohen Algorithmus von annabernd ahnlicher Einfacbbeit 
und Wicbtigkeit wie die beiden zuvorgenannten ausgestalten. l ) 

2. Eb seien £ 0 , zwei natiirlicbe rdativ prime Zablen, und zwar 
| 0 > Die Anwendung des Euklidiscben Algorithmus liefert alsdann 
nacb § 6, GL (3), S. 35, und GL (4), 9. 37, wenn man die dort 
gebrauobten Bucbstaben: 

b a a t • ■ • a,_ 1 • • • und: q q t 0 a • • • q r ••. 
durch: S 0 ^ • ■ • £„ ■ • • und: ... ^ ..., 

auBerdem nocb n — 1 durch n ersetzt, ein Gleichungssystem von 
folgender Form: 


1) And.ere Beiapiele von unendliohen Algorithmen bieten die in § 78 
betraohteten t ten&rten Mittihoerte und iterierts Summations. Einen unendliohen 
Algorithms yon vreaentlich verwiokelterem Bildungsgesetz liefern die aog. unend- 
lichen Determinants, dersn Betraohtung jedooh nioht im Bahmen dieper Vor- 
leaungen liegt Dagegen wird in deren eweitem Bande nooh ein vreiterer ver- 
hSltniam&fiig ainfaoher, winder auf MittehcertbUdung beruhender unendlioher 
Algorithmus entwickelt warden, der fflr die dortige Behandlung der Funktionen- 
lehre grundlegende Bedeutung beaitat. 
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| lo = 

li “ /Ma 

+k 


( 1 ) 


and es let' 
( 2 ) 


«,+i 

l«-l = @n — l^n"^ 1 

K = Pn ' 


0 r > 1 ( v = °> !» •' • n — *)> fl,> 1 
So> &!> e,> ■ >% n > i 


Aub (1) ergibt sich welter: 


(3) 


|o _ a _i_S* 
fix Po + fix 


& _ a _l a, 

fi, Pl & 

r— A J,_ 


A 


also: 


^5= * 

Sl ft + l 


A, +r> a^o: |= - 


f + 1* 

,+ fi. 


£y—1 a i 1 


nF l' 


. ; aho: — 


1 A _l_ 6 *±> 

s„ 


1 _ ft I 1 

-T- = P fl _i + r» 
"n 6 n 


also: 


I, 


^n—X A ±1 fl J_JL 

r*i—1 ' | r n _it a 

®n rn 




£„ 


Durch sukzessiTeB Einsetzen der fttr f 1 ; f 2 > • • •■7— > • * • f -- ge- 

£1 £1 £ r —1 £„__i 

fandenen Werte in die erste der CHeichungen (3) findet man somit: 

| = ft+- i T = /3o+-h-»rf, 

6 *j.Si ft+ . 1 


* + g 


A+| 


t 


A+ 


ft+ 


allgemein: 

C4) 


1 
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schJieBlich: 

(5a) 


k Pq 


fc + 




+- 


ft .-1 + p - 

r» 

oder in etwas beque merer Sehreibweise zun&chst 1 ): 
(5b) &=/!„■ 1 


01 + 


*^ 0 .+ 



Die anf der rechten Seite dieser Gleichung stehende Zahlen- 
verbindung wird als ein n-gliedriger regdmafiiger Kettenbrvch *) oder 
anch als regelmafriger Kettenbruch n isr Ordmmg bezeiohnet. Da in dem 
vorliegenden Znsammenbange nacb TJngl. (2) stets § n > 1, also > 2 
(lm dbrigen nnr ^ 1), so mag ausdrflcklicb noeh festgesetzt 
werden, dafi der Kettenbrncb anch dann nooh ein regdmafiiger heifien 
soil, wenn an SteUe yon § n die 1 steht, sowie anch dann, wenn /3 0 die 
Null oder eine negative ganze Zabl bedeutet. Insbesondere lafit sich 
also der n-gliedrige regelmahige Kettenbrncb (5 b) stets in einen (n +1)- 
gliedrigen umformen, indem man das Endglied: 


j- duroh:- y 

(0 —D + - 

ersetzt. n 1 

Da die in Gl. (5 b) wesentlichpoBitiven ganzen Zahlen /3 0 , /3 lf • • • /3„ duroh 
das anf dem Enklidiscben Algorithmna berubende Gleichungssystem (1) 
vollkommen eindentig bestimmt sind, so ist in vorstehendem ein Yer- 
fahren gegeben, nm einen positiven redussierten unechten Bruch in einen 
regdmafligen Kettenbruch zu „verwandeln u oder ihn duroh einen solohen 
„dcurzusteUen (t . Dieses Yerfabren laht siob anch unmittelbar auf den 
Fall eines echten Brncbes ansdehnen, wenn man nnr beacbtet, daB aus 
der ersten der Gleiohungen (3) folgt: 

k a _i_it 


0 «+ 


C 


1) Wait ere Vereufaohiingen der Sohieibweiae a. in Nr. 8. 

2) Dab additive Anfaogsglied j9„ velchei, vie Bioh aogleioh seigen vird, anoh 
fehlen kann, vird also bierbei nicht mitgex&hlt. 
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und daB somit durch weiteres Einsetzen der aus den Gleichungen (8) 
resnltierenden Werte fBr Bich eT & ht: 

6l Si ®n—1 


( 6 ) 


a. 



(wo jetzt: Sj < 6 0 ), 


+ ■ 




also ein (n + l)-gliedriger regelmaBiger Kettenbruch ohne additives 
Anfangsglied (mit der Zusatzbedingung P n >2). 

Bedeutet ferner — y einen negativen (echten oder unechten) Bruch, 
g die n&chBte oberhalb y liegende ganze Zahl, so kann man setzen: 


-y = -g + (g—y) 
= Po + (£i—y), 


wo jetzt P 0 <0 nnd der positive echte Bruch g — y nach dem Yorbild 
von Gl. (6) in einen Kettenbruch verwandelt werden kann. 

Andererseits ist nnmittelbar ersichtlioh, daB ein Kettenbruch von 
der Form (Bb') (gleichgtlltig ob p 0 > 0 oder /3 0 < 0) auch umgekehrt in 
einen gewShnlichen Bruch verwandelt werden kann. Denn eine solche 
Zahlenverbindung enthalt (wenn man von dem rein SuBerlichen Merk- 
mal der verktlrzten Brnchstriche absieht und aUenfalls auf die korrektere 
Schreibweise (Ba) zuriickgreift) nicht das Geringste, was durch die ge- 
wBhnlichen Eegeln fdr das Rechnen mit Brdchen nicht vollkommen 
deflniert w&re. Mon braucht eben nur mit fl n beginnend die einzelnen 
Kenner auf Grund der Formel: 


•r 




der Reihe nach fortzuschaffen, bis man einen Bruch erhfilt, dessen 
ZShier und Kenner nur noch aus additiven und multiplikativen Yer- 
bindungen der P v besteht. ‘Da im ganzen Yerlaufe dieses Rechnungs- 
verfahrens (allenfalls abgesehen von 0 O ) nur mit positiven (ganzen) Zahlen 
operiert wild, so ersoheint die einzige tlberhaupt denkbare Schwierigkeity 
nSmlichdas etwaige Auftreten von Null als Nenner, definitiv ausgeschlosseu. 


3. Die zuletzt gemaohten Bemerkuugen lassen sioh offenbar ohne 
weiteres auf den Fall tibertragen, daB man in dem Kettenbruch- 
symbol (Bb) nicht nur die P v , sondern auch die dort durchweg aus der 
Zahl 1 bestehenden Zahler durch gone bdtebige positive Zahlen ersetzh 
Ja, sie behalten auch dann noch Ghltigkeit, wenn man fflx den gleichen 
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Zweck bdiebtge Icomplexe Zahlen verwendet, die nnr insoweit gewissen 
EvnscSvrankungen zn gentigen haben, dafi die Anwendbarkeit der 
Eeduktionsformel (7) lm Yerlanfe der Rechnung menials durch das 
Auffcreten yon Nidi als Kenner eine Stfaung erleidet. 

Wirwollennun aber, am die Anwendbarkeit yon Zahlenyerbindungen 
der Form: 


( 8 ) 


Ui 

\+ 


&,+ 


+■ 


n—1 


v-i+r 


nach Moglichkeit zn erweitern, jedes solche Symbol zunachsfc rein formal 
als einen n-gliedrigen Kettenbruch bezeichnen, auch wenn die a y , b v ganz 
bdiebige, den Begeln der yier Spezies gentLgende „ Elements", ins- 
besondere bdidiige hmplexe Zahlen (einschliefilich der Nidi) yorstellen, 
die also eyentnell nickt den oben erwahnten Evnschrimhmgen zn ge¬ 
ntigen braucben. lnwieweit ein solcbes Symbol auoh im letzteren Falle 
geeignet erscheint, eine bestimmte Zdhl vorzustellen, wird sich ans 
spaterhin noch zu treffenden Festsetzungen ergeben. 

In dem Ausdruoke (8) heiBt 2> 0 das Anfangsglied (welches infolge 

0 

der Moglichkeit J 0 = 0 auoh schlechthin fehlen kann), (v = 1, 2 ; • • • n) 

das v t0 Glted oder der v 1 * Teilbruch, and zwar a y bzw. b y der v u Teil- 
zahler bzw. Tednenner. 

Statt der etwas weitlaufigen Schreibweise (8) bedienen wir un* in 
Zukunft der gedrangteren 1 ): 


( 9 ) 6 ° + |&f + 

oder auoh der AbktLrznng: 

( 10 ) 



+ 


1) In der Liberator findet man nicht selten auch die folgenden weniger 
oharahteristuohen SchreibweiBon: 


a. . a. . 
‘•+F+S- + 



«1 a* % 

° +6 i+ 6 i+* '+&«_! + &„ 

9) Treten an die Stelle von a v , b v Ansdrdoke, welch e mehrere Indices enb- 
halten, sodaB es notwendig ersoheint, denjenigen, welcher der Beihe naoh die 
Werte l,-2, • ■ ■ n anmnehmen hat, anadrfloklich kennthoh in maohen, so sohreibb 
man statt (10): 
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Erschemt es erforderlich, eine gewisBe Anzahl von Anfangsgliedem 
(z B. Y®g en eine8 von den ^rigen Gliedem abweichenden Bildungs- 
gesetzes) besonders herauszuheben, so scbreiben wir statt (10) nach 
Bedarf: 

, A . , , r°i a m °*1 

w 6 .+U’---c d-+.' 

Im Falle b 0 = 0 wird das additive Glied b 0 zumeist einfach fort- 
gel assen, sodafi wir dann also statt (9) bzw. (10) zu scbreiben pflegen: 

ri+$ + - + r! 

kzw - : \rX 

Lautet der v* Teilzahler (— a v ), so schreibt man auch: 


statt: 


l I _L . . . a *\ _1_ . . . -L. 

\h + \K + + h 

«ll ■ ,- a t I, , a n\ 

i .+isr+---+rsr + '“ + |5r’ 


also z. B.: 


__Ll_.il_ 


v i r* | & «-i 


oder auch: 5 0 + 


HI. 


wenn aUe Teilzabler den Wert — 1 haben, nnd: 

*•+ + • ■ ■ +( - + 

wenn sie, mit 1 anfaugend, zwischen + 1 und — 1 alternieren. 


4. TJm die Bedingungen ilbersicbtliob zu formulieren, welchen die 
a , b v genbgen mbssen, damit der Kettenbruch (8) (bzw. (9), (10)) nach 
demselben Yerfahren wie der regelmaBige Kettenbrucb (5 b), also ledig- 
licb mit emwandfreier Benbtzung der Formel (7), auf die Form eines 
einfacben Bruobes gebracbt werden kann, erscheint es zweokm&Big, ein 
System linearer GHeichungen aufzustellen, welches zu dem fraglicben 
Kettenbrucbe in der namliohen Beziehung stebt wie das Gleichungs- 
system (1) zu dem regelmaBigen Kettenbrucbe (5 b). Wir betracbten 
also den Kettenbruch (8), d. h. sobbeBliob die Zablen b 0 , b v , a f 
(v = 1, 2, • • • n), als gegeben und definieren sodann die Zablen x y 
(v = 0, 1, • ■ ■ n) durcb die folgenden (n + 1) Gleiohungem: 
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( 11 ) 


X 0 = bq X^ + X g 
X l =“&!*! + <*,*, 


X n-S = K-^n—X^ 0 n-\ X n 
X = b ,X +o 

/a — 1 /* — 1 /i 1 n 


Dio (m + 1) Zahlen x Q} x v • • • $ n sind dann in jedem Falle vollig ein- 
deutig bestimmt. Kennt man namlich ftir lrgendein v die Zablen 
x v+1 und x v , so ergibt sich. daraus sofort auch dor Wert von oc y _ t Da 
aber x n und % a _ x durcb die beiden letzten Grleichtmgen bestimmt sind, 
so konnen aucb x x n sukzessive berechnet werden. Dabei 

ergibt sioh scbliefihcb x 1 als ein lediglicb aus additiven und multi- 
plikativen Yerbmdungen von b v • ■ • b n und a s , ■ • • a n zusammengesetzter 
oder, wie man ktlrzer zu sagen pflegt, gamer rationaler Ausdruck bzw. 
als game (rationale) Fmktion 1 ) dieser Zablen, zu denen dann bei der 
Bestimmung von x Q nocb b 0 und a t in analoger Verkntipfung hinzu- 
treten. 1 ) 

Wir heben fdr spatere Verwendung ausdrttoklich bervor, dafi dieses 
Ergebnis, d. b. die emdeutige Existem bzw. Bestimmbarkeit der x y , ms- 
besondere diejenige von x t und x 0} da sie lediglicb auf Additionen und 
Multiplikationen der a v , b r berubt, von deren AuswaM vollig unabhdngig 
ist. Zunachst aber wollen wir bezttglicb der (im tibrigen belietbigen) 
AuswabI von b v • ■ • b n und cr s , • • ■ a n die EinscbrSnkung trefFen, daB 
x n , x n-v *' ’ x x durchweg von Null versohieden ausfallen sollen, in Zeioben: 

(12) | I > 0; | ** | > 0, ■ * * | ® B | >. 0 

(wobei man also unter x t , x v • • • x n die aus den Gleicbungen (11) bervor- 
gebenden ganzen Funktionen der betrefFenden a y , b y zu verstehen bat). 
Diese Bedingungen werden z. B. insbesondere Btets ausnabmslos erfdllt 
sein, wenn b lt • • • b n und a af • • • a n durobweg positive Zablen smd. 

Unter der Yoraussetzung (12) lassen siob non aber die Gleicbungen 
(11) aucb durob die folgenden ersetzen: 


1) Bezflglioh dieser Bezeiohnung vgL § Nr. 4, B. 168, 

8) Allgemein enoheint also x r (v ™ 1, 2, ••• n—1) als gauze Fnnktion von 
6 r , • • b n nnd o, +1 , 
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also: -* ---- 

x, , , x. 


a v-l _ u ~ x v+l , x v 1 

— = D,-i + a r--jr’ a *® 01 - z— 

I "r-l + «, -=~ 


x„ , 1 X m 1 

—— = b , + a • t also: -=- 

®» ” _1 “ ®* *.-i , , 1 

6 »-l + a n^- 


und hieraus ergeben aiob durch Bukzessives Einsetzen der far — > 
x ®- 1 *i 

—— i • • • ——» — gefundenen Ausdriicke in die erate dieser Gleichnngen 

die Beziehungen: 

U I*. 


J, I _®lI 4- _|_L ^-*1 . a r X r+i\ 

6 - + tc + i^ + . + Frf + f£7 

,j„ + .“sl + -S! + . + f^d+^d + £d. 

Oo+ |\ + \i, + + 16„_, + \K-> + |&. 


Jeder der Kettenbrflche (14), insbesondere der letzte (mit dem yor- 
gelegten Kettenbruche (8) bzw. (9), (10) identische) liefert dann eine 
Darstellung der in der einfachen Bruckform ^ daratellbaren, durch das 
Gleichungsaystem (11) eindeutig defimerten Zahl. Dabei erweisen sich 
die fttr die MOgliqhkeit einer Bolchen Darstellung ala hinreichend er- 
kannten Bedingungen (12) beztiglich des letzten Kettenbruches in lhrer 
Gesamtheit auch ala notwendig, da ja im Fall® x r = 0 (fdr irgendein 

v aus der Folge v = 1, 2, ■ ■ ■ «) — — und sinrilos warden. 

Andererseita kann offenbar die BtLckrerwandlung dea letzten der 
Kettenbrilche (14) in den vorletzten daduroh erzielt warden, daB man 
den letzten Nenner b n nacb dem Vorbilde der Formel (7) fortschafft, 
da ja (mit Bentltzung der beiden letzten der Gleiohungen (ID): 
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+ = a »-1 = a n-l X n = a n-X X n 

| 6 »-1 ” l 6 « h °/> 6 „_l* n + a n X n— 1 

n - 1 + ^ 

Das analogs gilt bezflglich des Uberganges von lrgendeinem an- 
dersn der Kettenbrftche (14) zn dem nnmittelbar vorbergebenden, da ja: 


a ^-l| , a v X v+l\ _ a v—l _ a v-l x v _ a y—x & v 

| 6 r-l | * a *®r+l — l X v ~^~ a v X Y±l ®,-i 

1 ' ^ 


Hiernacb lauft es also scblieBliob anf dasselbe hinaus, ob man den 

letzten der Kettenbriiche (14), also den Kettenbrnob 6 0 + [~, durcb 

L°y J i 

sukzessives Forts chaffen des jedesmaligen letzten Nenners scbliefibcb 
anf die Form ernes Qnotienten — zweier bestimmter ganzer Fnnktionen 
der a yf b v bringt oder ob man x x und x 0 aus den Gleicbungen (11) be- 
recbnet. Und es erweist sicb somit unter der Voranssetzung (12) der 
fragbobe Kettenbrnob, falls man ibn nur in seiner ursprlinglicben Ge¬ 
stalt, also folgendermafien: 


&o H" 




6 ,+ 




+ 


*n —1 


Q 

4 "-i+r 


anscbreibt, ala eine Zablenverbindung, deren Sinn lediglich anf Grand 
der dementaren Regeln fiir das Becbnen mit Brtlcben schon vollJcommen 
feststekt und die anf Grand dieser Regeln eine eindeutig bestdmmbare 
ZaJU vorstellt. Wir wollen daber einen solcben Kettenbrnob ala emen 
dementaren bezeiobnen. Der Bracb — beifit die reduzierte Form des 

i flJj 

Kettenbruches oder anob, da er ja eine bestimmte Zabl in gewobnlibher 
Bracbform vorstellt, der Wert des Kettenbrucbes. 

Gleichzeitig mit dem Kettenbrnobe 1 ) ["—”1 ist anob jeder der Ketten- 

ro “j n i 

brtiche -1 fflr 1 < m < n ein dementarer , wie obne vreiteres aus 

LyJm ran" 

den fflr den elementaren Cbarakter von |jpJ mafigebenden Bedingnngen 

(12) hervorgebt Mit anderen Worten, ein elementarer Kettenbrnob 


1 ) Dm additive Anfangsglied b t hat offenbar anf den Oharakter dee Ketten- 
braoheo keinen Emflafi, weebalb wir es hier und anch eonst h&nfig ■» 0 Botzen, 
also einf&ch weglaaeen. 
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bleibt elementar, wenn man eine beliebige Anzahl yon Aw/aw^sghedern 
fortlaflt. 1 ) Img ware es dagegen, anzunehmen, dafl das analoge stets 
auch bei Weglassung einer beliebigen Anzahl yon JSwigliedem statt- 

t a “] m 

ftir m < n gleichfalls ein 

dementarer sem mtlfite, wie das folgende einfache Beispiel yerdeutlichen 
moge. Man hat: 

a » 5 » 1 = _«i b t h + <*i q 9 

, 6 yJ x l 6 i I 6 * I 6 # ! & i IMa+Oj &i&A + «s&i+aA 


0 

ry , _ 5 U o »i 


“A 


&, 6, + a* 

1st nun: a i = — \b if so wird: 


r 5 ii * _ _ _m*a_ 

\K IM» + < 




Mi 

wahrend der Versuch, den Kettenbruoh |JJ zu reduzieren, auf die snm- 
lose Form ^ ftthrfc. Der Kettenbruoh ist somit in diesem 

Fall© ein dementarer (sofem nnr: | b g & fl + a s | >*(), | a b b L | > 0), mcU 
aber der Kettenbruoh j g-J 

Besitzt aber em elementarer Kettenbracb 1"—] die besondereEigon- 
schaffc, dafi aucb jeder Kettenbruoh yon der Form I ■— I f worn<.n, 
ein dementa/rer ist, so gilt naoh dem zuvor Gtesagten das letztere wieder 

[ a 

^ , wo 1 < fc < m, d. h. 
schlieBlich far jeden aus konsekutiven GUiedem bestehenden Teilketten- 
bruch (insbesondere aucb f&r die einzelnen TeUbriiche d. b man hat 
in diesem Falle ausnahmslos | b y | > 0 fOr v > 1). * Einen solcben 


r<i ■]* g 

1) InsbeBondere xat dmm stets |j~J , d. b. „ elemental 11 , also \ 


von 


NtiR versdhieden, wie ja sobon die letzte der Bedingtragen (12) aussagt. Dagegen 
kann fdr * < n auch bei einem elmentaren w-gliedrigen Kettenbroohe beliebig 
oft 6 =0 sein, z. B.: 
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Kettenbruoh wollen wir ala durchweg dementar bezeicbnen. Offenbar 
gebort jeder ana lanter positives Zahlen bestebende Eettenbrnch dieser 
besonderen Eategone an. 

Der Vollstandigkeit balber sei nocb erwabnt, dafi dnrch die am 


— 


Ende der vorigen Nummer getroffene Festsetzung, statt pr— 1 auch zu 
a I I 

acbreiben: — ,-=p, zunacbst bei elementaren Kettenbrflchen offenbar kein 

p* 

Widersprucb entstebt, da ja: 

“,-l' , “V+ll 

-I 


x 

*» %+l| 


\*,-l 




^Y — l^V a v®»>+l 


§ 89. Die Nbheningshrilche durchweg elementarer Kettenbriicho. 

1. Das im vorigen Paragraphen angegebene Yerfabren znr Her- 
stellung der reduzierten Form ernes w-gliedrigen dementaren JEetten- 

bruebes 6 0 + jjpj ist einer wichtigen Erganzung fahig, welcbe ge- 

stattet, die reduzierte Form ernes durcb 5inzutreten einea weiteren 

“I* 1 

Teilbrncbes p -— entstebenden (n + l)-gliedrigen elementaren Ketten- 

®o+l 

rvi n+1 

bruobea b 0 + IpJ zn bestimmen, ohne dafi es notig ware, wiederum 

den gesamten, nnnmebr mit der Fortscbaffung des Nenners be- 

ginnenden Reduktionsprozefi vollsttindig durchzumacben. 

Wie in Nr. 4 des vorigen Paragrapben bemerkt wnrde, sind die 
dort mit x Q und bezeicbneten Zablen, also Zabler und Nenner der 
reduzierten Form des gegebenen n-gliedrigen Kettenbrucbes, bestimmt 
durcb gewisse ganze rationale Ausdrtlcke in den a,, b yJ und zwar ist 
der Nenner x x unabb&ngig von b 0 und a t . Wir wollen, tun dies durcb 
die Scbreibweise kenntliob zu macben, den fraglicben Zabler jetzt mit: 

A„Q>o, ■■■ V> °1> «•.••• “n) 1 )) 

den Nenner mit: 


(Pit &at ’ ‘ 


*i» 


<0 


bezeiobnen. 


1) Bei dieser Scbreibweise bedeutet also A n bzw. B n nioht etwa einen Factor, 
sondern dient als „Fvnktton8zeichen .", bezeiobnet also einen bestunmten, ans den 
in der Klammer stehenden Zablen (Qbngens ganz nnd rational) znsammengesetkten 
AusdrucJc. 
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Um hieraus emeu ScbluB anf die Zusammensetzung des analog mit: 

n+1 $03 ^11 ' * * ^ w +i5 £J s; ®n+l) 

bzw. (&U ^8 3 ’ ‘ ’ &„+l» °S> a 8) * ‘ ' a n+l) 

zu bezeicbnenden Zablers nnd Nenners der reduzierten Form fflr den 

ra v -| n+1 

{n + l)-gliedrigen Kettenbmcb 6 0 + jj^-J zieben zn konnen, brauebt 

man. nor den letzteren dnrcb Forts cbaffung des letzten Nenners in 
einen w-gliedrigen umzuformen, also: 

x , rvi" +1 x , °il, , «.-il, ».+i«. I 

(1) s - + bd 1 5t+ F + ''' + P^ + I 5 ^VH^ I ’ 

der also aus dem gegebmen n-gliediigen Kettenbrucbe bervorgeben 
wiirde, wenn man daselbst 
* a durob: b , , a 

n w-pi n 

b durcb: b.b-{- a,. 

n n-f-i fl 1 tin-1 

ersetzt. Das Entsprecbende mub also aucb ftir die betreffenden redu- 
aierien Formen gelten, nnd man findet somit: 

A „+i Po- • • • K+ii °i» • • • ®»+i) 

= A n 1’ \+l \ ®B+lj®W * ’ ‘ °fl—i;^B+i a n'l 


( 2 ) 


*„ +1 Ou 


l »+i> ® 


2 3 


•«+ 


0 


K-1> 6 „+i &. + “„+ii “» 1 ‘ ‘ - A+i*«.■ 


Man ist also imstande, die Ajisdriicke A n + lt B n+1 sofort anznsobreiben, 
sobald die Zosammensetznng der Ausdrilcke A nJ JB n vollst&ndig bekannt 
ist. Um diese Kenntnis zu erlangen, wollen wir jetzt nocb die Yoraus- 
setzung macben, dab der vorgelegte n-gliedrige Kettenbrucb nicbt nnr 
dberbanpt, sondem durchweg elementar sein moge, und sodann allgemeni 

mit ^ die rednzierte Form des Kettenbruohes 6 0 + + ■ ■ • + 

(y = 1, 2, * • • n) bezeiobnen, sodab also -=p eine bestimmte Zabl vor- 

stellt nnd inBbesondere ( B v | > 0 ist. Der Gleicbformigkeit balber 
werde ancb nocb gesetzt: 

(1 0 ) i, = -^ = ^, d. 1. A = &o A= 1. 

mit dem ausdrtioklicben Zusatze, dab diese Festsetznng ancb im Falle 
b 0 = 0 gttltig bleiben soil, dab also in diesem Falle nicbt nnr zu setzen ist: 

-4 0 = 0 (was ja selbstverst&ndlicb), 


sondem ancb: 


» _ i 
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Des weiteren ergibt sich: 

<M i * + Tr hh Sr 1 ’ »!»<•: A = + A-»1 

TJm hieraus die Werte von A at B a abzuleiten, hat man nach dem in 
den Formeln ( 2 ) enthaltenen Verfahren lediglich a x dnrch b a a t und b t 
durch 6 a + Oj zn ersetzen und findet somit: 

A a = (b a b l + a a ')b 0 + b a a l B a = b a \ + a a 
= b a (b t \ + aj-f <* 5,60 = b a \ + <v 1 , 

also, mit Berttcksichtigung yon (I 0 ) und (I x ): 

(I a ) A a b a A t ~t" B a ~ b a B x -f- q^Bq. 

Durch rollstandige Jnduktion lafit sich aber unmittelbar zeigen, dafi 
analoge Beqehungen ftir jedes A f , B v (2 < v ;< w) bestehen. Denn an- 
genommen, man habe fflr lrgendein v >2: 

(I) A v =? \A y _ x + a y A y __ 9 B y = \B y _ x -f a y B v _ if 


so ergibt sich daraus, da ja A y __ lf A y __ v #„_ 2 Von a v i \ 

abhangig Bind, mit Bentitzung der Formeln (2): 

-^V+l = “I™ 1 

1 a v-^r— 2 ) a v+l^-v —1 
■^v + l = a y+l)-®v—1 ^v+i a r-®r—9 

= + a v+l B r _ 1} 

d. h. mit Bertloksichtigung von (I): 

“^v+l 8=8 ^V+I^y a r+l^i’— 1 + a v +l^y— 1* 


Gelten also die Formeln (I) fttr einen gewissen Index v, bo bleiben 
aie auch gflltig, wenn v durch v + 1 ersetzt wird. Sie gelten somit 
fiir jedes v > 2 , da ihre Bichtigkeit nach Gl. (I s ) ftir v = 2 bereits fesfr 
steht, und konnen daher dazu dienen, auf Grand der fttr Aq, A lf B 0 , 
B x gegebenen Anfangswerte (I„), (Ij) die A y , B y fttr v = 2, 3, • ■ ■ n 
flukzesaiye zu berechnen 


Die Briiohe ~ (v = 0,1, • • • n) heifien die Nahenmgsbriiche v in Ord- 
nung des n-gliedrigen (zun&ohst als durchweg dementar vorausgesetzten) 

, und zwar iat ^ fttr v>l identisch mit der 


*- * ,JJL f a 1 «J 

redueiertm Form des v-gliedrigen KettenbrUohes &o + |& + ‘ ‘ ’ + p - 1 

(bzw. mit b 0 im Falle v «= 0). Inabesondere iat ^ auf Grand der vor- 

stehenden Betrachtung identisch mit der redueiertm Form des vorgelegten 
n-gliedrigen Kettenbruohes, alao gleich dem Werte des letzteren; andera 
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ausgesprochen: man gelangt za demselben Endergebms, wenn man den 
A 

Bruch jr durch Rekursion (vermittelst der Reknraionaformel (I) und der An- 

fangsbedingungen (l ff ), (Ij) beatimmt, wie wenn man die rednzierte Form 
des Kettenbruches durch direhte JReduhtum (d h. durch aukzessive Fort- 
scbaffung der Nenner, mifc dem letzten beginnend, vermittelst der Formel 
—= htt—A herstellt. 1 ) 
l + b' ) 

Im tibrigen laQt aich das oben beztiglich der Berechnung der Nabe- 
nmgsbrttebe gewonnene Ergebnis zn dem folgenden Satze zuaammen- 
f as sen: 

Die 2dJder A v und die Nenner B v (v > 2) der Ndhermgsbruche 
ernes durchweg elementcvren Kettenbruches b 0 + , d. h. der 

reduzierten Formen der Kettenbruche b n + iiil 

i». i\ 

(v = 2, 3, ■ • • n) genugen den Rekwsionsformdn 

(I) A = + S,=lB r _ 1 + aB r _„ 

also der gemeinsamen ReJeursionsformel• 

(P) C, = 6 v C,_ 1 + a,C' i ._ s , 


mit verschiedenen Anfangsbedingungen, namlich 

(I 0 ) O 0 = A 0 = b 0 bzw. C 0 = JB 0 = 1 (auch mi Falle b 0 = 0) 
(I,) <7, = A = Mo + % 4-l,. 


Hierzu sei (analog wie lin vongen Paragraphen zu G1 (11), S. 675) 
ausdrflcklich bemerkt, daB bei gang bdiebiger Vorgabe der Zalilen 
b 0} b n nnd Oj, ■ ■ ■ a n , also ganz unabhangig davon, ob der ana ihnen 

gebildete Kettenbrucb b Q + ein durchweg elementarer iat oder nicht, 


1) Bei dem letatgenanuten Yerfahren wild also von rechts n&ch links (bzv., 
bei der nrBprtngliohen. Sohreibweiae der Kettenbrflche, von wiien nach oben) 
openert, nnd jeder Sohritt liefert eine Umformung des gegebenen KettenbruohaB 
in emeu anderen mit jedeamal am 1 venninderter Gliederzahl, bia sohheBlioh. die 
rednzierte Form zum Yorachein honunt. 

Bei dem nenerdinga entwickelten Yerfabren acbreiten die an dem gegebenen 
Kettenbruche .vorzunehmenden. Operationen von links nach rechts (bzw. von oben 
nach unUn) fort, und die Einzelergebmsse aind die reduzierten Formen von Ttil- 
kettenbrCchen , deren Gliederzahl jedeamal um 1 zunimmt nnd die auf dieae Weiaa 
dem gegebenen Kettenbruche zum mindeaten formal \mmer nSJter komment daher 
die Bezeichnung Ndhervngsbrxiche, die im dbrigen, wie aich ap&ter nooh xeigen 
wixd, bei’ besonderer Auawahl der o v , b v (z. B. t wenn alle a,, b y positiv Bind) eino 
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die Zahlen A y , B v (v = 0,1, ■ • • n) aus den vorstehenden Bedingnngen 
stets eind&utig bestimmbar sind (wobei dann allerdings fiir irgendwelche 

Wert© von v der Wert B v = 0 zum Yorschem kommen, also das Bruch- 
A v 

symbol smnlos werden koniite), 

2 Als Beispiel fur die praktische Yerwertung der Rekursions- 
formel (I) znr Berechnung der reduzierten Form ernes numerisch ge- 
gebenen Kettenbruches diene der Kettenbmch: 

1 _ II . ii _ 6 ! , 8 J _ i] 

|2 ‘ |4 |6 ‘ |4 |2 * 


Die betreffeude Reehnnng laBt sick am zweckmaBigsten in Form 
des folgenden Schemas zusammenstellen: 


o 

II 

a 

1 

2 

3 

4 

5 

a = 

v 

-1 

3 

-5 

3 

-1 


2 

4 

6 

4 

2 

iH 

II 

2 1 —1 

4-1 + 8.1 

6-7 — 6 1 

4-87 + 8.7 

2.169-1-37 

1 

7 

87 

169 

801 

JS, = 1 

2 

4 28-1 

6-11 — 6.2 

4-66 + 3.11 

2-257—1.66 

Cl 

ii 

56 

267 

458 


Die einzelnen Naherungsbrttche lauten somit: 

1 1 7 87 169 301 
1* 2* 11* 56' 207 ; 458* 

und der letzte dieser Brtlche liefert den Wert des vorgelegten Ketten- 
bruches. Will man denselben nach dem im vorigen Paragraphen be- 
sprochenen Yerfahren der direkten Reduktion ermitteln, so gestaltet sioh 
die Rechnung folgendermafien: 


12 ^|4 |6 ~ | 2*4 — 1 

1 _ J1 _l il _ - !-*J 

|2 ' |4 | 7-6 + 6 

, 11 , 48-3 1 

X |2 ' | 48-4 — 85 

1_«1±J 

A | 167.2 + 144 
468 — 167 __ 801 
468 ~ 468 ' 

Oder auoh, wenn man naoh dem Yorbilde des Gleichungsaystemg (11), 
S 675, zur Berechnung der reduzierten Form — des gegebenen Ketten- 
bruohes die Gleichungen zugrunde legt: 


|2 |4 |6 ~ |4 |2 



584 AbsohnittIV. Eap I. Allgem.GmndlagenderLehrevondenZettenbrflchen. Nr. 1. 


SO q — 1 • 1 ■ *C| 

x x = 2 • + 3 ■ x A 

x a — 4 • Xg — 5 • 
a?s = 6-aj 4 + 3-a s 
= 4 • — 1 

— 2 , 

bo lafit sich die obige Kettenbruokreduktion einfaoher in Form des 
folgenden Schemas darstellen: 

v = 4 8 2 1 0 


4 - 2—1 #-7 + 8-2 

7 48 


4 . 48 — 6-7 

167 


2-167 + 8-48 
468 


1-468 — 1-167 

8<SI 


§ 90. Allgemeinste endliche Kettenbr&che aus beliebigen Zahlen. 
— Ansdehnnng des Mhermigsbnicli-Verfahrens auf solche 

Kettenbrtiche. 

1. Wie in § 88, Nr. 4, S. 675, bereits hervorgehoben wnrde, sind 
dnroh ein Gleiohimgssystem von der Form (s. GL (11) a. a. 0.): 

x o = 

X 1 = h 3 * + 

® r _i = + o.* r+ i 

+ °» 

x 0 trnd bei gome bdiebiger Wahl der Zahlen 6 0 , ■ ■ • b n nnd a X} • • ■ a n 
oils eindeutig lestimmte Zahlen definiert. Und da im Falle | x y | > 0 (fElr 
v = 1,2 • ■ • n) ^ die redueierte Form des (in diesem Falle „elementaren << ) 

Kettenbruches \ + darstellt, so wollen wir jetzt in jedem Falle 
dem obigen Kettenbruche das Bruchsymbol gleiobgdltig ob dasselbe 
eine bestimnite Zahl vorstellt oder nicht, als redueierte Form znordnen 
nnd diese Festsetznng durch die Formel ausdrttoken: 



wobei das doppelte Gleibhheitszeichen darauf hinweisen soil, dafl 
Zahler nnd Netmer des Broohsymbols einzeln genommen eindeutig 
lestimmte Zahlen sind, auoh wenn sie in der Yerbindung ~ kerne 
Bolche liefem, -was offenbar dann nnd nnr dann eintritt, wenn 0 
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ist. Hat man aber I x. | > 0, so wollen wir die unter der Form -- 
erscbeinende eindeutig bestimmte ZaM auch wie derum als den Wert 
des betreffenden Kettenbruckes bezeichnen, bzw. den Kettenbruch als 
eine auf Grand der getroffenen Festsetzungen zulassige Darstdlungs- 
form der Zcthl — betrachten (wie dies ja Bohon ohnehm der Fall 
ware, wenn der betreffende Kettenbruch sich als em demmtarer 
erweist). Im Falle: |a5j> 0 kann also die Beziehung (2) auch ohne 
weiteres durch die Grleichwng: 



ersetzt werden. Ist dagegen x 1 = 0, so hat es bei der Schreibweise (2) 
sein Bewenden, und wir sagen in diesem Falle, der Kettenbruch sei sinnlos. 

2 Die Herstellung der redusierten Form filr den Kettenbruch 
6°+ war bei der yorstehenden Betrachtung in der Weise gedaoht, 

daB man von x n ausgehend der Reihe nach & n _ 1} x n _ t , • • • x lt x Q aus 
den Gleichungen (1) bereohnet. Da hierbei x n = b n und die fhr 
x n —\} x n—v * ‘ ‘ x i bzw. x Q sich ergebenden Zahlenverbindungen durch- 
aus ldentisch sind mit denjenigen 1 ), welche sich filr die jeweils auf- 
tretenden SchluBnenner bzw. den schlieBlich letzten Zdhler ergeben 
wtirden, wenn man den fr&glichen Kettenbruch, genau wie einen als 
dementar vorausgesetzten, durch sukzessiyes Fortschaffen der Kenner 
„redumert 11 (also unbekfimmert darum, ob unter den hierbei auftreten- 
den Nennem x y solche Zahlenverbindungen vorkommen, die gleich Null 
sind) *), so mag diese .Art der Herstellung der redusierten Form wieder 


1) Vgl. hierzu in § 88 die Gleichungen (14), S. 676, sowie das numerische 
Beiepiel am Schlusse des vorigen Faragraphen und die folgende FuBnote. 

2) Man hat diese Art des Operierens mit sonst sinnlosen Brflchen ledighoh 
als erne besondere, in dem vorliegenden Znsammenhange beqneme Schreibweise 
fflr die snkzessive Reduktion des Gleichungssj stems (1) bis zur sohlieBliohen 
Bestimmung von nnd <r 0 zu betrachten und die Reohtfertignng dieser Methods 
darin zu erblicken, daB nioht nur das En&ergebnis, sondern auch jedes Zwischm - 
residtat auf Grand der gegebenen Definition fllr die reduzierte Form eines 
beliebigen Kettenbruches ein vollkommm nchtiges ist Jeder der Kettenbrfiohe, 
weloher bei der sukzessiven Reduktion von 


i »+IST + "' + Iiv 

auftntt, bat die Form (vgl. S. 676, Gl. (14))- 

. . «tl . . °r-l| , 
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als eine }) durch dvrekte Reduktion" erfolgte bezeicbnet werden. Es ist 
nun fdr unsere weiteren Entwioklungen wichtig nacbzuweisen, daB 
dieses YerfaJiren, geradeso wie bei einem durchweg elementaren Kettrn- 
bruche, auch dnrcb ein rekursorisches ersetzt werden kann 

Hierzu betraebten wir an Stelle des GHeicbungssystems (1) ein 
solcbes, bei welcbem der dort ala fesfc gedaehte Index n dureh einen 
veranderlicben Index v ersetzt ist und die (aus den wiederum als gegeben 
anzusebenden Zahlen 6 0> ■ ■ ■ a v • ■ • a y ) zn bestimmendcn Zahlen, als 
wesentlicb von v abbangig, mit x^, bezeiobnet werden 

niogen, also: 

f * 0 ’’ 

» . - 


(4) 


*i W 


*(»•) _ 7) r Wj. „ *W 

x i— 1 ~ °z—i x i ^ a z x z+i 

x ^ =6 a 

r —1 v —I k 1 r 


X, 


'w 


= 6 . 


Ftir v = 0 rednziert sicb also dieses System auf die einzige Gleiebung: 

( 4 0 ) 


a; <0) = & 
x o °o- 


Sodann bat man fiir v = 1: 


A) 


«. W -»r 


So®* 11 + o, 


30 / 

Wird die reduzierte Form dieses letateren Kettenbraohes mit —7 bezeicbnet, bo 

h&tte man anf Grand der gegebenen Definition Xq, aas den Gleiobangen zn 
bestimmen: 




6 0 x{ -f 
«a + a t ®a 


<_i = ^_i® v + VV +JL 


wobei dann <c t , rc^j doroh die noch feblenden Gleichungen des Systems (1) 

bestimmt sind: _ - _ . _ 

®y “Mv+i + ^+i^+s 


x . = & ,2 4-a 

n—1 n —l*j ~ “n 

f* fl 

Diese beiden GleiobnngsBysteme zusammen besagen abet genan daBselbe wie 
das System (1), nnd man findet daber: 
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Fiihren wir nock (wie sich sogleick ala zweckmBfiig erweisen wird) 
die Bezeichnnng ein: 

*T-i, 

so lassen sick die Beziekungen (4 0 ) und (4 A ) in Verbindung mit der 
eoeben eingefiihrten in die folgende Form setzen: 

(5«) *i m =i 

(5,) *f=6 r 

Des weiteren lautet das System (4) fiir v = 2: 


(4,) 


a;‘ S) = b , 
8 


also, wenn man den Wert von in die beiden ersten Gleiohungen, 
den sodann ans der zweiten Gleickung resnltierenden Wert yon in 
die erste Gleicknng emsetzt: 

*0°° = \ ( 6 A + a a) + a A = b A + a 3 

= K PA + a i) + a A = l A + a * * 1 

oder mit Berilcksicktigung von (5 0 ) nnd (5^: 

(5,) - vr+«*» «r= mp+vp- 

Durck vollstandige Induktion lafit sick nun aber unmittelbar zeigen, 
dafi analoge Formeln ftix x^*\ x^ bei beliebigen v ^ 2 beeteken, 
namlick: 

( 5 ) x™ = l 9 a%~ l) + X T = K x i" l) + 

Es werde also angenommen, dafi die Ricktigkeit dieser Beziekungen 
ffir lrgendein bestimmtes v>2 erwiesen sei. Andererseits kaben ja 
\ dem Gleichungssystem (4) zu genttgen. Das entspreckende 
Gleickungssystem zur Bestimmung yon untersckeidet 

sick yon (4) dadurch, dafi an die Stelle der letzten ewei Bedingungen 
namlick: M M 

« M = 6, 
v y' 

nunmekr die drei folgenden treten: 


V—l 
pOH- 1 ), 


,x 


(v+U 




' v — l~ v + a v X v+i 

% +1 


X, 


^+1) 

*+l 


J v+V 
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die sicli aber durch Einfiibrung des Wertes von aus der dritteu 

GHeichung in die beiden ersten anf die folgenden swei reduzieren lassen: 


x 

x 


(*-+!) 
1—1 
(v + l) 


r 


= KK+t + “,+i ■ 


Jetzt beBtebt das System zur Bestimmung von x ( Q l+x \ x[ r+1) aus genau 
ebensoviel (nSmlicb v + 1) GHeichungen, wie das zur BeBtimmnng von 
Zq\ x™ dienende System (4), aucb baben die ersten v — 1 Bestimmungs- 
gleiobungen in beiden Systemen genan dieselbe Form, und nur die 
beiden letzten unterscbeiden sicb dadurcb, dafi jetzt 


a ¥ durcb a r \ +1 

K duro11 KK+l + a r+l 


ersetzt ist. Durcb Vornabme dieser Yertausobnng in den Formeln (6) 
mtissen also x£\ in x^ +1 \ x^ +X) dbergeben. Beacbtet man, daB 
(x = 0, 1) von a p , b v vSllig unabbangig sind (da ja in 
den betreffenden Bestimmnngsgleicbungen alle Indizes sicb nur bis 
v — 1 bzw. v — 2 erstrecken), so folgt ans (5) zunacbsh: 




v+1 + a r+l ) *Q ^ + a A+l X 0 


= (b v b 

=K+i a>, x o ~ l) +*,*?-*)+ a 


*+l X 0 


(r—2) 
(»—1) 


also, mit noobmaliger Bendtzung von (5): 


x o °*+i 


®o W + “,+ 1*0 


(r-1) 


nnd ganz in derselben Weise: 


/■v+ll_ 




<*) 


+ *r+l X l 


(>— 1 ) 


d. b. die Formeln (6) bleiben besteben, wenn v durcb v+1 ersetzt 
wird. Sie gelten also fdr jedes v > 2, da ibre Riobtigkeit ftir v — 2 
bereits festBtebt. 

Anders ausgesprocben gendgen also und ®J r) , d. b. Zabler und 
Nenner der reduzierten Form des (bub bdiehig gegebenen Zable t 

gebildeten) Kettenbrucbes b 0 + 

Bionsformel: 

(6 1 ) * w =B,a; ( '- 1) +a r a ( '- ,) 

und unterscbeiden Bicb nur in den Anfangswerten f dr v «= 0 und v « 
nSmlicb (naob GU. (5 0 ) und (bi)): 

* r =». - r-i 

x « ) =W+ a 1 *i w “ 6 r 


j&7 ‘-[E7 der 9 eme i*samen Eekur 
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3. Die Vergleichung dieser Beziehungen mit denjenigen fiir die 
Zahler A y und die Nenner B y der Naherungsbrilcbe ernes dwrchweg 
elementaren Kettenbruches, namlicb (S. 682, GL (I), (I 0 ), (Ij)): 


A o =b o 


B o= 1 


(I) A=*A+“i B=\ 

A=hA-i+ a , A ,-, B ,= (»> 2 ), 

zeigt unmittelbar, daB: 

(®o> * r =. B , 




und daher fflr jedes.v>2 auoh: 

( 6 ) •P-A. 

wenn man in (I) unter 6„ und a v ■ • ■ a y diesdben ala behebig 

gegeben anzusebenden Zahlen yersteht, wie in dem Kettenbruche 

a i| a„| 

&„ + ITT H-H ih ' Bezeichnet man also aueh in diesem Falle die 


&0 + |^' 


Ay 

Bruchsymbole (v = 0,1, ■ ■ ■ ri), gleichgCLlfcig ob dieselben einen Sinn 

baben oder nicht (welcher letztere Pall ja nur eintritt, falls B y = 0 

ist), als Ndhertmgsbruche des Kettenbruobes 6 o+s: l+ --- + ir- 8 oiaBt 

| 1 

sicb das m den Gleicbungen (6 0 ), (6j), (6) entbaltene Ergebnis folgender- 
maBen aussprecben: 

0 

Die redutiierte Form — ernes am bdiebigen Zahlen 

gebUdeten Kettenbruches &o"^|_7rJ 1 deren ursprUnghche Defini¬ 
tion mf der Herstdlung durch direhte Reduction d. h. <w,f 
der Bestimmung von x 0 und x x aus dem Glewhungssyst&m: 

x o = b o x i + a i x i 

X 1 = ^2+^3, 

X n-l=K-l X n+ a « 

X n = \ 

beruhte, Tcann auch relcursonseh als Ndherungsbruch n**" Ord- 
nung gewonnen warden, d. h. man hat: 

* 0 =* A n x x = B nt also: 6 0 + \j^\^ =K n ’ 

wo A f , B y fur v = 0, 1, • • • n sukmswe am dm Farmdm (I) 
gu besUmmen sind. 
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Oder auch, mit Rflcksicht auf die am Anfang von Nr. 2, S. 685, und 
in der Fnflnote 1, S 682, gemachten Bemerknngen; 


Man gelangt m dem gleichen Ergebnis, wenn mm ernen be- 
& I ^ I 

Uebigen Kettenbruch b 0 + ^ +-bn- 1 dutch sulceesswes Fort - 

r» 

schaffen der Nenner von rechts nach links (also genau wie ernen 
dementaren Kdtenbruch, d. h. ohne Rucksicht auf das etwaige 
Vorkommen von Null als Nenner) auf die redueicrte Form 
Irmgt oder aber , wenn man die letetere von linJcs nach rechts 
durch das Naherungsbrmh-Verfaliren bestimmt. 


Hierans folgt msbesondere, daB der Wert eines elementarm Ketten- 
bruches aneb dann als letder Nahermgsbruch zum Yorscbein kommt, 
wenn der Kettenbrncb Item durchweg elementarer ist (im Gegensatz zu 
der § 89, Nr. 1 ausdrllcklich gemachten Voraussetzong), wenn also 
enter den Naherungsbrdchen beliebig viele sinnlose vorkommen. 


§ 91. Neue Bezeichnnngen. — Ein Hauptsatz. 

1. Urn ans detn Hauptergebnis des vorigen Paragraphen nocb weitere 
Folgerungen zn ziehen, fubren wir znnacbst einige neue Bezeichnungen ein 
Es werde der Kettenbrncb 


mit 


l j - p * . 1 * ! 


-b (wo: 0 < (i < v < w) 1 * * ) 


bezeiobnet. Es ist also das Zeicben (Z ) als durchaus identisch mit 
dem obigen Ketteribrucfie anzusehen, bedentet nicht etwa die redueierte Form 
des letzteren. Wir drilcken diese FeBtsetznng dnreb die Schreibweise ans: 


(1) (E ) = 6 -+ £L 

w ^ -r h+i 

Dabei dient also das Zeicben = als Identittitszeichen nnd wird auch 
weiterhin in diesem Sinne von nns gebraucht werden, wie tibrigens 
in der Algebra und Funktionenlehre allgemein iiblioh. 8 ) 


1) pie als zulasBig gedaobte Annahme fi=»v ist natttrlich so zu vemtehen, 
daB dann ein Q-lied mit dem Index ft + 1 flberhaupt nicht vorhanden ist und bo- 
mit der Kettenbruch aich auf das Anfangsglied b^ rednziert. 

2) Anders in der ZaJUentheorte , wo daB nftmbche Zeiohen zur Bezeiohnung der 

Bog. Kongnmn dient. Bedeuten z. B. a, 6, m ganze Zahlen, bo besagt die Beziehung- 

6 = a (mod. m), 

(in Worten: 6 ist Tcongruent a modulo m) soviel oIb: 6 unterBcheidet aich von a 

nur um ein gauzes Vielfaches von m. 
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Bezeicbnet man femer mit 2?^* (A = (i, /t + 1, ■■■») die 

A 

Zahler nnd Nenner der N&berungsbriicbe von {K v ), bo stellfc -jr£- die 

redueierte Form von (K^ y ) vor, fiir welche letztere wir gelegentlicb ancb v 
(ohne Klammer) scbreiben werden, in Zeicben (vgl. S. 684, Formel (2)j): 

(2) W K^~^. 

Pt* f*,V 

Da hierbei A 0 y) B 0 y offenbar genan dieselbe Bedentnng baben 
wie die frflber beniitzten Bezeiobnungen A y1 B y , so werden wir unB 
zumeist fdr A Q y , B Qy dieser einfacberen Bezeiobnungen bedienen nnd 
dementsprecbend ancb kiirzer (KJ bzw K y statt: (2T 0r ) bzw. K 0 v 
schreiben. 

Beacbtet man, dafi: 

nnd daB beim tJbergange von (K q J ) zu (K^ ^ lediglieb 2?^ an 

die Stelle von A Q v B 0 z bzw. A v B x treten, so ergeben sicb znr Be- 
reobnung der A^ v B^ die folgenden Anfangsgleicbnngen nnd (mit Be- 
riicksicbtignng der Formeln (I), S. 689) die folgenden Rekursionsformeln: 
A =& B = 1 

p.t* t* t*,t* 

. _ -^( U ,+ ^ + a /t+i ^.,+ 1-^+1 ) 

=KA nm , £ =bB„ , W>#i+2/ 


ft. ft 

B =1 

ft, v 

+ ^ + 1^*"^" % + l 

B , ft+ 1 ~ ^+i 

= b A 

M.r * ft.v— 1 

B =65 

ft.v f fb *—1 

+ a v -^-n, r —1 

+ a B 

1 * ft, v —8 


Da femer: 


VhJ 1 ) 




1) Brmgt man das letzte Q-lied dieser IdentitBt anf die Form. 

v~^fi 1. v a fi + 1 BjU+l, v 




v Ba + * 

nnd hierauB mit Bentitzung von (III) durch Yergleichnng der Zahler, wenn man 
noch *»n setzt- 

n~^ a n+l^fi+l t n 

fflr w^ji + 1, also- p <n. Fflr p = n hat man nach (II): 

B , =6 . 

n —1, n n 

Yergleioht man diese Beziehnngen mit denjenigen des G-leiohungssystems (11) 
von 9 88 / Nr 4 , S. 676, wonaoh: 

x b ” ^p e6 p +1 a p ++ * 

*n 03 i 

so ergibt sich, dafi 

l,n 

falls x aus dem Gleiehnngssystem (11) bestimmt vird. 
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so folgt, daB der Nenner B^ v yon K identisch ist mit dem Zahler 


Ton ab0! 


(HI) 




(v>p+ 1). 


2. Aus den Betrachtungen des vorigen Paragraphen (vgl insbesondere 
die FuBnote 2, S. 685) folgt, daB die redwsierte Form des Kettenbruches; 

(4) + ... + $ + ... + $ 

dieselbe ist wie diejenige des folgenden: 


( 6 ) 


i n + rl ll + --- + 


S-l 


\K 


I » »+ i I 

\K-± + I 


(v<n- 1), 


wo a; und a? 


r+l 


aus den Gleichungen zn bestimmen sind: 


:r , = b .a +o„ 

n — 1 «— 1 n 1 n 

X_ = b_ 


Aus diesen Gleichungen geht aber hervor, dafi —-- die reduzierte 


Form des Kettenbruches 

C- K ',,*) = i r+ir ±ll + 


Vf-i 


( 6 ) 


+ 


v+i P*» 

vorstellt, sodafi also mit Benfltzung der in der vorigen Nummer ein- 
gefBhrten Bezeichnungen sich ergibt: 

( 7 ) K-K* ^ + i = ^.--) 

Da femer auf Gnind jener neuen Bezeichnungen der Kettenbruch 
(K h ) auch folgendermafien geschrieben werden kann: 


( 8 ) 


(£„) = K+$ + 


\-l 


+ 


' P,-i 1 F,«)' 

so laBt sich das zu Anfang dieser Nummer ausgesprochene Ergebnis 
mit den soeben daran gekntlpften Bemerkungen zu dem folgenden 
HawpisaU zusammenfassen: 


A 

1) Setzt man in (5) and (7) speziell t|al, so folgt, dafi — alsreduzierteForm 

■®n QiBf 

yon (E n ) identisch 1st mit der redumerten Form von 6 # + —v—’ "i alao mit: 

b A + a S ■*« w 

0 1,n — 1 — 1, n -. Die Yergleiohung der Nenner gibt nnr die bereits aus Gl, (III) 


"l.n 

fflr /* = 0, ft»n resnltierende Besiehung: 

mit deren Bentttzung dnrcih Yergleiohung der Z&hler sich ergibt 1 

A n **b a B n + a i B 1 
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Der n-gliednge KeMenbruch: 


&o+ nr + 


v—1 


+ 


0 1 \h ' 1 \K-1 1 Fr,J 

unci der v-gliedrige (1 < v < n) 


h _L jM _ L . 

|6, + 


i a v —1 i n / 7 /w \ = - “r l w\ 


A, » 

r,» 


fax&ew die gleiche reduzierte Form , sie sim? aZso entiveder gleich- 
wertig oder beide sinnlos. 


3. Der vorsteben.de Satz wtirde offenbar eine nocb etwas einfacbere 
Form annebmen, falls es gestattet ist, bei dem zweiten der obigeu 
Kettenbrflcbe Zabler und Nenner des letzten Teilbraob.ee mit dem 
Faktor jp— ?u multiplizieren, den betrefifenden Teilbrach also in den 
folgenden umznformen: — and auf diese Weise eine nocb durcb- 

sicbtigere Beziebung za der ursprtlnglicben Form des Kettenbraches 
za gewomen. 

Hierbei handelt es sicb offenbar lediglich am die Entscbeidung 
der Frage: In welober Beziebung steben die reduzierten Formen zweier 
Kettenbrttche von der Form 


s »+if 1 + 


, a v\ 

I IX 


|ft*-i ‘ I ft 


& n + hi +... + + JiT*!, 

#+ |ft| + + |ft,_! + | Oft/ 

wo c eine beliebige, von Null verachiedene Zahl bedentet? 

Bezeicbnet man die reduzierte Form deB zweiten Kettenbruches 

. K , . 

mit -p} so ergibt sicb: 


= cA 


B l = c K s ,-i + ca , s ,-, 

= cB„ 


d. b. die reduzierte Form des zweiten Kettenbrucbes ist mit derjenigen 
des ersten zwar mcht identisch f jedoob nor im Zabler and Nenner Tim 
den namlicben Faktor versobieden oder, wie wir sagen wollen, aqtii- 
valent *), die Kettenbrflcbe selbst sind also entweder gleichwertig oder 
beide sinnlos. 


1) Eb handelt eioh hier am den einfachBten Fall der sog. Aguivalene zweier 
Kettenbrflohe — einer Beziehung, von der aehr bald ( 0 . $ 04 Nr. 1, S. 706) noch 
auBfflhrlioh die Bede eein wird und die eine wiohtige Bolle in der Lehre von 
den Kettenbrflohen spielt. 
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Die Anwendbarkeit dieses Ergebmsses auf den vorliegenden Fall 
erfordert nnr, dafi der dabei in Frage kommende Faktor eine be* 

■°r, ** 

stimmte Zahl yorstellt, also | B v n | > 0 oder, was ja anf dasselbe hinaus- 
lauffc, K „ mckt svmbs ist. 

Eiemach ergibt sich als besonderer, librigens besonders einfacher 
nnd wicbtiger Fall des obigen Eauptsatzes der folgende Satz: 


Ist die reduzierte Form K v n nicht smnlos, so sind die beiden 
Kettenbruche: 


&o+i^ + 


+ 




I. 1 

+ F... 


gleichwertig oder beide sinvdos. 


4. Em anderer wicbtiger Sonderfall des Eanptsatzes yon Nr. 2 
kommt zum Vorschein, wenn man lhn auf den Kettenbrucb: 

JLi + fil j _h 

l&o ' l^i + \K } 

anwendet. Scbreibt man den letzteren folgendermaBen: 

0+ wb)’ 

so folgt aus dem obigen Eauptsatze unmittelbar*), daB die reduzierte 


Form mit derjenigen yon: 


0 + 
B . 


J M| 


l 0, n 


fibereinstimmt, d. b. sie lautet: -j-. Somit ergibt sich: 

■“« 

Die reduzierte Form des Kettetibruches: 

JJ-L fd 4-. . .4-^=1 

ist die reziproJce von derjenigen des Kettenbruches: 


*+S 1 +-+ 


8' 


K 




1) Dabei ist es keineavregB notwendig, den Fall 6 0 =» 0 auflzuBchlieBen, 

2) Man bemerke, daB der Index v = 0 hiei dieselbe Rolle epielt wie *«l 
bei der Faasung des Hauptsatzes, sodaB also bier das betreffende ErgebniB auoh 
nook far v = 0 gilt. 

8) Da es offenbar freiflteht, n auch durcb jeden klemeren Index zu ersetsen, 
bo folgt nooh, dafi s&mtUehe N&herungsbrUche deB einen Kettenbruohes die rest" 
proTcm des anderen Bind, d. h. bezeichnet man die NSherungsbrilolie dea zweiten 

A. AI A.' B 

Kettenbruches mit^, die des ersten mit bo hat man. a 


BL 

(♦ = 0 , t, a, 




■) 
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er besitet also einen bestimmten Wert, wenn ] A n \ >0 ist, unci 
sswar den resijgrohen Wert von demjenigen des Sweden Ketten - 
bruches, wenn auch | | > 0, den Wert Null, wenn B = 0, 

also der sweite Ketlenbruch sinnlos ist. Dagegen wird er sv>rn- 
los, wenn = 0. 


§ 92. Yerallgemeinerung der Rekursionsformeln fur die Ziihler 
und Nenner der Niilierungsbruche. — Differenzen der 
Mhernngsbriiche. 

1. Der Hauptsatz des vongen Paragrapben kann dazu dienen, die 
Rekursionsformeln fdr die Zabler und Nenner der Naherungsbrilclie 
wesentlicb zu verallgemeinem. Ist 0<^<r<v + p und sodaun: 


(**.+.)=»,+i£“+ 


‘v+l 


= J _L -£±ll 

<“ + l 6 , + x 


+ 


, N . a 
+ 1 & , + iwt 

flj 


+ ■■ + 


We 


g i'+i 


1(^+1.’'+?) 


I 6 * 1 F 

so besitzt dieser Kettenbrucb auf Grund jenes Hauptsatzes dieselbe 
reduzierte Form wie der folgende: 


+ l 6 , + i 


■ a »’l , S+l^y+l, . + e 


Um diese letztere berzustellen, bat man zunacbst mit Bemitzung der 
Rekursionsformeln (II), S 691: 




^ 16.. 


g v+l| — bp+1 v a v -\-1 v —1 

Pv+1 = ^r+1 r + g v+l v —j 


und daher: 

\ /'iv+e = y -d»+1, r+e - !" g f+i -®/z, v —i ?+p 

Da andererseits: 

(2) <**.+,) I S'f?' 

* — /*> *+Q 

so ergeben sicb durcb Trennung yon ZSkier und Nenner die folgende n 
Beziebungen: J ) 


(IV) 


* 


+ P ~ v Ar+1, v+ Q + a r+l ^r-l B *+l, *+? 


B 


*+Q v 


^ft,v —1 r+e * 


1) Da nach (III), 8. 692, 

*+e 03 ^t*+ 1* H- e ’ 

bo iBifit rich die zweite der Formeln (IV) anoh folgendermaBen achreiben: 

“ “^/u+i, v A-+1, y+e + a *+i ^n+t, y —l 1. ’ , +e’ 
und Bie untersoheidet sioh dann von der eraten nur dadurch, dafl (i 4-1 an <3 i® 
Stelle von p getreten ist. 

Anoh kann man offenbar mit Hilfe der obigen Beziehnng die Formeln (IV) 
■n Timcpflittalten dafi sie nui lanter A oder lanter B enthalten. 



696 AbsohnittlV. Kap.I. Allgem. GrundlagenderLehrevondenKettenbrtlchen. Nr.!. 

welche insbesondere ftir p = 0, wenn man wieder allgemein A v B % statt 

A B schreibfc, die folgende Form annebmen 1 ): 

01 ^ v 0| 2 

rv\ P'+« = ■ 4r+1 '’ +f + a ' ,+1 't r ~ l ^’ +1, ’ +f (1 <v < v + f ) 

{Y) 1*.+,- 4, +J „ +( , + ».. +1 B r _, - 

oder aucb (nacb (III), S. 692): 


(Va) 


■^, + 9 == ^y^r,y+Q + “r+l A-l ^r + 1, r+ ? 

= By + a v+l-®r-l-®»+l.»+p' 


Man kann fibrigens der reckten Seite dieser Beziehungen nocb yer- 
acbiedene andere Formen geben, wenn man davon Gebraucb macht, 
daB v + q, also die Unite Seite, ungeandert bleibt, falls man v und q 
yertanscbt bzw. v durob v ± X, q durcb pTI ersetzt. 

2. Bine andere wicbtige Gxundfonnel beziebt sicb auf die Different 
zweier konsekutiver bzw. zweier beliebiger Naberungsbrilcbe. 

Bs werde gesetzt: 

(3) = A By —i “i '( v = ^ 

also insbesondere: 

(3a) A t = A± B q Aq B x 

= (b x \ + <*i) — &o \ (nacb B - 689 ) 

= %• 

Durcb Anwendung der Rekursionsformel (I) auf A y} B y ergibt sioh 
aus der Definitionsgleicbung filr A y die Umformung: 

A y = B0> v A y _i + a v A v __ s ) — A_i (&, 

— % (A—a A—1 A—1 A— a ) 

(4) =-«,Vi' 

Ersetzt man in dieser Rekursionsformel v der Keibe nacb durob v — 1, 
„ _ 2, ■ • ■ 2, so findet man weiter: 

£ A r _, 

A v L,= — tt,_ 2 A,_„ 


As == — fli Aj == — Q> x 

und daber durcb sukzessives Einsetzen dieser Resultate in Gl. (4) 
scbliefilicb: 

(VI) A, =A y B yr _ t -A_i B v = (-1)"" 1 • • • a„ (v« 1,2,3, • • •)• 


nacb 


*) Filr g =* 1 gehen diesfi Beziehungen (wegen j A y + Xi v +i a, b yw ^ v By+t, r-f l" 1 
(ID, 8. 601) in die gewflbnliohen Bekuwionaformeln fflr Am fiber. 
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Sind lf B ¥ von NuU verscihieclen, bq ergibt aich also 




'r—1 


— _1 04 dm • • * Qt 


ala Ansdrnok fttr die Differenz zweier konsekativer Naherungsbrttohe. 

Eine entBprechende Formel fttr die Differenz zweier beliebiger 
NiiherungsbrQohe findet man mit Hilfe der verallgemeinerten Rekuraions- 
formeln (V). Multipliziert man die erste dieser Gleichungen mit B 
nnd subtrahiert davon die mit A y multiplizierfce zweite, bo folgt zunachst: 


B ¥+Q = a y+1 J? y+l r+9 (Av-t — A, B p __ t ) 


— ®,+i ■ B r+i,r+ ? 


bIbo mit Berttokflichtigung yon (VI): 


(VIII) A r+? J?„ — A f B v+ q — (— 1)*‘ l • 2?, +1> r+ ^ (1 < v< v+ q) 

ala Verallgemeinerang der Formel (VI) (welche wieder zum Vorechein 
kommt, wenn man q = 1 annimmt und sodann v + 1 durch v ersetzt 
— vgl. FuBnote 1 der yorigen Seite). 

Man bemerke, daB die vorstebende, nnter der Voraussetzung v > 1 
abgeleitete Formel ancb nock fttr v = 0 giiltig bleibt: Setzt man nam- 
lich in der letzten Q-leicbung yon FuBnote 1, S. 692, » = p, bo hat man: 


“A,- 


(S) + 

oder auch, wegen: A 0 = b 0 , B 0 = 1: 

(Vina) A Q B a -A Q l 

also genau diejenige Formel, welche ana (VIII) fttr v *= 0 hervorgeht. 
Sind B y , -B r+? wiederum von Null verschieden, bo folgt weiter: 

(K) Z - Z t =^±£ (- 1)’. —'" Vy * ,+1 ’ ’+ t 

ala Ansdrnok fttr die Differenz zweier bdiebiger Naherungabrttohe. 


8. Da daB Anfangaglied b 0 nnr fttr die Wertbeatimmnng des Ketten- 
bruches rein additiv in Betraoht kommt, dagegen auf seine sonstige 
Natur, insbesondere auf die Beachaffenheit der N&hernngabrttche nicht 
den geringaten EinfluB ttbt, so ist es zuweilen bequemer, bei TJnter- 
Bnchnng der Nttherungabrucheigenschaften, lediglich mit Eettenbrttohen 

ron der Form I ^ I zn operieren (wobei dann, wie bereits in § 89 

Nr. 1, S. 680, bemerkt wnrde, B, = l zn setzen iat) nnd dem- 

entaprechend bei der BetTachtong yon Teilkettenbrttchen statt der bis- 
her bentttzten Form (§ 91, Nr. 1, S. 690/691, Gl. (1), (2)): 
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(-£■,,„) = *V+re— 


VM 


+^1 _ 




°* f*> * 


die folgende zugrunde zu legen: 

w 

Da das Glied auf den Nenner B^ y keinen EinfluB hat, so er- 
kennt man zunachst, daB ein ffir allemal: 

(6) =b^,. 

Dm aueh A*, in die frfiher bentttzten Bezeichmmgen zu fiber- 
tragen, hat man zunachst: 

(K* } — a ^+ 1 I 

nnd daher naoh dem Hanptsatz von § 91, Nr. (2): 

Ap t , *= ^+1 -^a*+ *. » f 

S fh* a + 

also insbesondere: 

(7) -Aft, v = a ft+x^ft+ 1, v ) 

Mit Benfitzung dieser Beziehnng lassen sich die Formeln (V a) in 
die folgende etwas einfachere Form setzen: 

(V') | A ’ + * Z BB ,y+ ' t (^ v<v + ^ 

ebenso die Formel (VIII) in die folgende: 

(TUI 1 ) J., +e B r - A,B. +t - (- 1)’ • <h<h • ■ ■ ®, • A :„+ t - 

Ferner hat man mit Benfitzung der Bezeichnungsweise (5): 

w_w=[a>i^ J+ - + rfe? + ivfe J ; 

1) Setat man mit BeatLtznng der bisbengen Bezeiohnungsweise (bei welcher 
ja die Annahme b, =■ 0 nicbt auegeechlosBen var): 

i» 


w<r]’ 
L * J 1 




bo bat man also* 
nnd lodann: 

‘do,n := Ai» 

8) Die Vergleiobung der Nenner eigibt nnr die bereitj anf S. 698 angefflhrte 
Formel (111): 
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folglich hat (KJ, wegen: 

(jr 

V v.n' d 

a n 

h _L_ ( T?* \ “ B *. rfiv "t" n 

K+( K v, n ) = — b - 1 

y, n 

nach dem Hauptsatze von § 91, Nr. 2, S 693, dieselbe reduzierte Form 
wie der Kettenbmch: 


l&i + 


i 


r fry—1 ^ \B b + A* 

J O i 1 1 n' / y“- a -y,n 

sodafi also: 

(9) K -^y,w) — Z n A y —^ 

’ n ~(. B y,nK + A l,n) S y-l + By,n a y S V-*^~ Br,n B v + ^', n B r-l 

d. h. schliefllioh: Die beiden Ketteribmche 

°y| , a »+l| 


( 10 ) 


\\ 




l*> 


? r+l 


I a *l 


und: ilH-1—!i + 

l&i ^ K. 


haben dieselbe reduzierte Form. 

Daraus folgt insbesondere, daft: 

j_ 


(u) 


ji+ 


I6.+ C-I&, 


I II, “ N 


= A y + cA y __ t 


1 =S y -{ m ojB y _j 


§ 93. Formale Eigenachaften der N&herungszfihler und -nenner; 
IrreduzibilitSt. — Einflufi der Null als Teilzhhler. — Eigen- 
schaften der Naherungsbrftche, falls kein Teilzflhler glelch 

Null 1st. 

1. Die Kekurs ionsfonneln fflr die Zahler und Nenner der Nahe- 
rungsbrUche:' 

(I) A v = 5,A,_i + a,A r _„ B, = + o,J5 y _, 

lassen znn&chst unmittelbar erkennen, dafi die ganzen Funktionen der 
a v znr Darstellung der A y} B y dienen, keinen einzigen von 

1 verschiedenen numerischen Koefftzienten besitzen. Da nSmlich A y _ v 
A y _ t bzw. B y _ v jB y _, weder a y noch b y enthalten, bo kann kein 
Gked von bA^ bzw. bB„ . in aA m , bzw. <x 2? , vorkommen. 
Haben also A y _ v A y _ t bzw. B y _ lf B y _ a keinen von 1 verschiedenen 
Koefflzienten, bo gilt das n&mlicheT von A y bzw. B y . Da aber: 

(« *e - \ Bo -1 

(Ii) A 1 «= 6^ + Oi B x => b xt 
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ao folgt mittelat vollatandiger Induktion die Richtigkeit der aus- 
geaprochenen Bekauptung fttr jedea A v bzw. B y . Daxaus ergibt aiob 
weiter, dafl A v nnd J3, keinen (ganzzahligen) numerischen Faktor, also 
audb keinen gemeinsamen derarfcigen Teller besitzen 1 ) 

Des weiteren. laBt sieh aber zeigen, dafi A y bzw. B y llberhaupt 
keinen „ TeOer ‘ f haben konnen, d. h. daB keine der aus den a v \ zu- 
aammengesetzten ganzen Fnnktionen, welohe znr Darstellnng von A v 
bzw. B dienen, in ein Brodukt zweier solcher Fnnktionen zerlegbar 
i B t (deren jede dann eben als ein Teller der Geaamtfnnktion zu gelten 
hfitte). Wenn namlioh fttr A v eine solcbe Zerlegung eriatierte, ao 
mtiflte aie mit Berttoksiohtignng des UmstandeB, daB jedea Glied von A y 
einen derbeidenFaktoren a r ,b v in der eratenPotenz enthelt,dieFormhaben: 

(1) A v = Q> v Ky + a v L y) ■ 

wo K , L pf M v ganze Fnnktionen der a v b^ far X 5s v — 1, also un- 
abh&ngig von \ w&ren nnd aomit keine Verfindernng erleiden 
kiJnnten, wenn man a v , b v irgendwie epezialiaiert. Mit Berflckaiohtigung 
von (I) wttrde flich also inabesondere ana Gl. (1) ergeben: 

fftir o v = 1,6,== 1: A r __ t + A f _ t = ( K v + L r ) • M y 
W lfttr a t « 1, 6,= 2: 2 A r __ t + A y _ % = (2K y + L r ) • M v , 

and daher: 

(S) A-1 = <?■ A ,-t + + A-.) = *.*,■>. 

d. h. M mtlBte gemeinsamer Toiler von A r nnd A v _ x aein. Dann lieBe 
sich aber ganz anf dieaelbe Weiae oder anch nnmittelbar ana der 
Rekuiaionsibrmel (I) folgem, daB M y anch Toiler von A y _ % nnd 
sohlieBlieh gemeinsamer Toiler von A 1 nnd A 9 aein mttBte. Da aber, 


1) Dies gilt natfirlloh nur bo lange, als die a A , gang beliebig « Zahlen Tor- 
atellen, genauer gesagt, solange mit. den Zeichen o i , b^ r ®l n formal gereobnet, 
aber fiber ibie Bedeutong keine spezielle Yerffignng getroffen wild (z. B. in der 
WeiaOi dafi zwisohen irgendwelohen a^, b^ von vornherein bwondere Begiehmgen 

aa ¥ 

bestehen wlp in § 91, Nr. S, S. 698, wo der letzte Teilbrnoh lantet: ^d« 

dafi die a*, numerkch gegeben Bind). * 

9) M~*n hfitte dieses Besnltat offenbar etwai kfirzer atu Gl. (1) dnrob die 
einiige Festaetzungs 

A bO, 6 m 1 

T 1 t 

erbalten. Da aber die Null als Tejlz&hler in gewisaer Beziebnng eine Ausnabme* 
zteUnng einnimmt (wie in Nr. 8 dieses Paragraphen nooh gonaner erOrbort wlrd), 
•o sriohien es zweokm&Big, dieie (in dem vorliegenden Znsammenbange war all 
«nl tariff erveisbarel Annahma vorlfinfiff in venneiden. 
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wie die Gleichungen (Ij) nnd (4) zeigen, A t und A 0 keinen gemein- 
samen Teiler haben, bo ergibt sioh anf diese Weise die Unzul&BBig- 
keit der in Gl. (1) angenommenen Zerlegnng. 1 ) Man bezeiohnet die 
biermit festgestellte Unzerlegbarkeit yon A v mit dem Ausdrncke: 
A v sei eine irreducible ganze Fnnktion yon & 0 , • • • Z> r ; a lt ■ • • a r# bzw. 
kiirzer: A y sei irreducibel . 

In analoger Weise ergibt sich, dafi B r eine irreducible ganze Funk- 
tion von ■ • • & r ; a t , • • • a f ist (vgL § 89, Nr. 1, S. 679) Darauafolgt 

weiter, dafi die Naherungsbrtiche — (yon denen ja bereits gezeigt wnrde, 

dafi Z&hler nnd Nenner keinen ganzzahligen nnmerisohen Faktdr ge- 
mein haben konnen) in der Form „reduzierter“ Brttobe im tlblichen 
Sinne erscheinen, also nioht „gektirzt“ warden kfinnen (immer nnter 
der Vorauseetzung, dafi fiber die Auswahl der Zablen a l , b x 'keine spe- 
stidlen Verf&gungen bestehen). 

Ea yerdient bemerkt zu werden, dafi die JrredticibdiiM der A y) B f 
muiatis muntandis erhalten bleibt, wenn dnrchweg a v = 1 oder (zum 
mind eaten fdr v > 1) = 1 gesetzt wird, wenn es siob also um Ketten- 

brfiche von den beaonders haufigen nnd wiohtigen Spezialformen 

\ und b 0 + bandelt: im ersteren Fall© sind die 

irrednzible ganze Fnnktionen der b xf im zweiten ebenaolcbe von & 0 nnd 
den a v Dabei bleibt ffLr den ersten Fall der oben geffihrte Beweis 
nnver&ndert beatehen, da ja die nnter (2) bezttglioh a y gemaohte Special- 
annahme schon yon vornherein erfQllt ist. Dagegen ware im zweiten 
Falle die zweite der SpezialiBierungen (2) wegen b v = 2 unzulEssig nnd 
mflfite dnrch die folgende: = 2, b y = 1 ersetzt werden. Alsdann 
ergibt sioh durch die oben benfitzte Sohlufiweise, dafi zunKohst 
A y __ a den Teiler M y haben mfifite, sodann aber anch A y __ x wegen: 
A y _ x =* (K y +L^)M — A y _ v Bodafi Bohliefilieh der weitere Fortgang 
des Beweises keine Andernng erfordert. Im flbrigen ergibt siob, genad 
wie im Anfang dieser Nummer fUr den allgemeinen Fall, dafi die A ft JB f 
anob keinen (ganzzahligen) numerischen Teiler besitzen. 

2. Wir wollen jetzt den Einflufi untersuoben, weloben das Auf- 
treten der Null als Teilz&bler anf den Oharakter ewes ti-gliedrigen 
Kettenbmcbefl austlbi Man dfirfte zi iT, 5cbat geneigt sein, dem Ketten- 


1) Obeohon in dem vorliegenden Zuiammenhange die a x , b x ala „beliebig“ 
in der rnvor (S. 700, Fnfinote 1) angegebenen Bedeutnng in gelten haben, m> 
mag dooh ausdrfloklioh bemerkt werden, dafi im Falle &, *»0 alle A f offen- 

bar den Faktor a, baben. 
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[ ^ fl 

Y , falls «! = 0 ist, ohne weiteres den Wert 0 beizulegen, 
und falls a m + t far lrgendein m > 0 der erste Teilzahler mit dem Werte 0 
sein sollte,den Kettenbruch b Q -f- j^~ 


als gleichwertig mit demjenigen 

Kettenbruche anzusehen, welcher durch Weglassung des mit dem Zah- 

ler 0 beginnenden Kettenbrnch.es y daraus entsteht, also mit: 
ral m L 

b Q + \y\ • Diese Schltisse erweisen sichmdessen sofort als unzulaasig, 

wenn man bedenkt, dafi der etwaige Wert eines Kettenbrncbes duroh 
seine reduzierte Form bestimmt wird und dafi diese letztere, auch -wenn 
ihr ZaMer gleioh NuU ist, noch koines wegs den Wert Null zu liefern 
braucht, vielmehr sinnlos wird, falls gleicbzeitig der Nenner gleich 
Null ist. 

Es werde nun angenommen, dafi a m _^ 1 = 0, wo m > 0, und zwar 
soil m der Ueinste Index sein, fiir welchen die Null als Teilzahler er- 
scheint (eine Bedmgung, die im Falle m — 0 schon von selbst.erftillt 
ist). Wir betrachten alsdann zunachst den Fall, dafi | S m \ > 0 (welcher 
fdr m =■ 0, wegen B 0 = 1, der einzig mfigliche ist), sodafi also dem 

[ CL ™i 

y j (welcher fflr m = 0 sich auf b Q reduziert) ein 

bestimmter Wert zukommt. 

Aus den Beziehungen: 




^tn- 1 — 1 , TA-[" Q 

B , — B A ., , , 


welche aus den Formeln (V) des vorigen Paragraphen fllr v 
°m+i 0 hervorgehen, folgt sodann: 


(5) 


•4"»+g 



also:.& 0 + 




m und 


ffir jedes q, fllr welches von Null verschieden ist, d.h.: 


(6i) ^r q = 1, wenn: b m+l 

(6) for q>2, wenn*): +> +°» 


+ 0 1 ), 

auch nicht von der Form: . 


1) Wegen: m ^_ 1 = (a. dLe exete dex Gleiobnngen (ID, S. 891). 

V«1 Jia ana fll fl aqi <m AnfcnAhmAnda DAfinition ron A. . i « _ i .. 
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Lnsbesondere hat man also fttr n > m + 2: 

(7) b Q + = 6 0 + t wenn: J m+1 + ^ =j= 0 und 4 s ~q‘ 

1st dagegen: 

^8) b n+l = 0 bzw. ftlr q > 2 : b n+1 + y =0 oder von der Form: 

A A ^ ’'Jm+l 

so wird m+1 bzw. J n+Q (p ^ 2) sinnlos (namlich naoh (4) yon der 

m-t-1 w*-f- p ' 

Form: £)• 

Es bleibt nooh der Fall J9 = 0 zn betrachten, welcher offenbar 

tn t 

nnr eintreten kann, wenn m > 0. Dann folgt aber ans (4), dafi: 
J5 m+p — 0 fttr Qt anderen Worten: ist der Kettenbruch 

^1 sinnlos , bo gilt das gleiche yon jedem der EettenbrQohe 

raX+e [a X 1 

J,i + , insbesondere also yon b a + ■ 

Somit findet man als Gesamtergebnis der yorstehenden Betrachtnng: 


Ist a m , (wo w > Oj der ersie Teihdhler mil dem Werte 

r*-i m +e 


Null, so Team der Kettenbruch b 0 + y 
stimmten Wert hdben, und ewar: L 


nur dann einen be- 


. Kr +P T ixr 

b 0 + t- = b 0 + Y 

L r -> 1 L ’Ji 


wenn der rechts stehende Kettenbruch einen Sinn hat und auflerdem: 

r n 


&m+l + T +° bzw -+r^ 


1st diese eweite Bedingung nicht erfiillt, so wird 
r a "l m+ 9 

b 0 + I yI sinnlos. Das letztere findet fur jedes p >11 
statt, wenn es schon fiir p = 0 der Fall ist. 

8. Sind samtliohe a y (y — 1, 2, 3, • • •) von Null verschieden, so folgt 
znnSchst ans der Difierenzenformel (VI) yon § 92, Nr. 2, S. 696, dafi: 

(») _ 

1) Im Falle m=» 0 bnr. p=» 1, hat wiedorum 1 yl b*w. b m ^. 1 -fT-yl 

die Bedeutung yon b a bnr. , *- r -*i *-*»+* 
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und dafi daher die Naherungszahler und -nenner Bolcber Kettenbrttche 
die folgenden Eigenscbaften besitzen: 

I. Sind B r __ l nnd B r von Null verschieden, so kann niemals die 


A 

Beziebung 


»—1 


besteben, sodaB also zwei Iconsehuiive Nahenmgt» 
brUcbe, die Uberbaupt be8timmte Werte beBitzen, stets verschiedene Werte 


V—1 


S. 


baben. 1 2 ) 

IL 1st = so folgt ans (9), daB | 1 1 > 0 Bern muB, nnd 

da gleicbzeitig mit TTngL (9) anch die dnroh Vertausohung yon v 
mit v + 1 daraus beryorgehende Beziebnng bestebt, bo folgt analog, 
daB ancb | B v+1 \ >0. Es kSnnen also niemalB zwei JconsekuHve NShe- 
rungabrdcbe gleicbzeitig smnlos ansfallen. 

Daraus folgt insbesondere, daB ein smnloser Kettenbrncb (mit lauter 
yon Null verscbiedenen Teilzahlem) durch Weglassung des letzten Teil- 
brucbes oder dnrcb Eineufugung eines beliebigen Teilbrncbes (mit von 
Null verscbiedenem Zahler) bzw. dnrcb beliebige Abimderung des letzten 
Teilnennera *) in einen aolohen iibergebt, der einen bestimmten Wert besitzfc. 

III. 1st B v = 0, bo muB | A v \ > 0 sein. Ein Naberangabrncb kann 
daber iminer nur in der Weise sinnlos werden, daB sein reziproker Wert 
unzweideutig gleiob NuU ist 


§ 94. Transformation eines Eettenbrnches in einen Hqnivalenten. ~ 
Herstellnng eines Eettenbrnches mit yorgeschriebenen N&herungs- 
brilchen. — Die beiden Hanptformen eines Eettenbrnches. 


1. Multipliziert man den m Un Teilz&hler nnd Teilnenner nnd, falls 
m<n, ancb den (m + l) toa Teilzabler des Kettenbruobes: 


( 1 ) 


to=*°+k 1 +--- 




+ 


i ii. 


| ft m \K+i r» 

mit einer beliebigen yon Null verscbiedenen Zabl e, so entsteht der 
Kettenbrucb: 


1) Diesee Resultat kaDn ancb folgendermaBen amgeeprooben vrezden: Bfr- 

' A A 

gteht fflr irgendein m die Beziehnng: = io mufl fflr mindeateni einen 

Ji m+1 •"« 

Index * ana der JReihe 1, 2, ••• m + 1 der Teilx abler a v »0 sein. Am Nr.2 folgt 
eodann, daB aucb fflr aflc mcht sinnlosen Naberungabrttohe mit bflbezem Index 
m + p gleiohfalls die Beziebung gilt: 

^«+g „ . 

2) Die Vermehrang des letzten Teilnennen nm eine beliebige Zabl k iit ja 

jt 

gleiohwertig mit der Hinxaffigung des Teilbraobea —■ 
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ffD^+&f+-+S+ : 


+ •■• + 


dessen N&berungsbraobe mit (v = 0, 1, • • •«) bezeichnet werdeii 

■"v 

mogen. Man bat alsdann zunachst: 

(3) A' v = A y , B y = B w far: v = 0,1, • • •, m — 1 


Dagegen wird. 

A' = cbA m + caA m , = cA n 

V7i i7i Bi—i ■ i7i m —a n 

B' = cb B , + da B = cJB 

wi m m—1 1 m m—1 m 

und analog: 

^m+1 = C A»+1» -®m+l = 

schlieBlicb allgemein: 

(4) A' = cA y , B' = cB y flir: v = m, m -f 1, • • ■ n, 

wie sich dnrob vollstiLndige Induktion leicbt best&tigen lafit. 

A f 

Hiernaob ist jeder Naberungsbrucb jp gleichwertig mit dem ent- 

jA. 

sprecbenden bzw. gleichzeihg mit dem letzteren sinrdos. 

"&V 

Wir verallgemeinern nun die vorstebende Betraobtnng in der Weise, 
daB wir ein analoges Multiplikationsverfahren auf jeden Teilbruob des 
Kettenbruchea (KJ anwenden. B& seien also c v c v ■ ■ • c H beliebige yon 
Null verschjedene Zablen, und es werde jetzt gesetzt: 

fX\ /V f \ — T. i « 1 «|I . C|C.a*l i . C *-l e * a *\ , , e n- 1 C A| 

w (- flr «)= & o+|g^+]-^-+ , -'+ | s v b v +, " + r~^A~~ 

Fttr die Z&bler und Nenner der N&henragsbriicbe dieses Ketten- 
bruobes ergeben sicb sodann die Beziebungen: 


( 6 .) 

A 0 = A 9j 

B' = B 0 

( 6 .) 

A-i = CyAy, 

B x *= CyBy 

(«.) 

Ay = CyC^Ay, 

By = Cj Cj B^ 


und scbliefilicb Mlgemein: 

(6) A\ = CjC, • • • c y A f , B' = • • • cB v (v = 3, 2, ■ ■ • n), 

wie wiederum mit Hilfe der RekurBionsformeln fOr die A', B' dureb 
yollstSndige Induktion leiobt best&tigt wird. 

Daraus folgt auoh wie der, dafi jeder der Nftberungsbrflebe 

-jP (v = 0,1, ■ • ■ n) mit dem entspreebenden — gleichwertig bzw. gleich- 
zeitig mit dem letzteren einrilos ist. 
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Man bezeichnet zwei »-gliedrige Kettenbriiche (K®), (K®) ale 
agmvalent, wenn fHr die Zabler nnd Nenner ibrer Nahernngsbrtiohe 
durchweg Beziebungen von der Form bestehen: 


(7) B V (!1 = C - 


sodafi also entsprecbende Naherungsbriiche gleichtoertig oder gleicheeitig 
sinnlos ansfallen. Wir wollen eine derartige Beziehnng zweier Ketten- 
brflobe nnd (iff*) dnrcb die Scbreibweise kennzeichneii 2 ):' 


(8) (£■„«) for. (K®) Sgtmdmt 

oder anoh: 


i(») 


i(D 


( 9 ) 


0 = o,l,■ ■ • »)• 


Auf Grand der obigen Definition Bind also die in GL (1) nnd (5) 
mit (K ) nnd (K£) bezeicbneten Kettenbriiohe Equivalent. Da sich 

[ •>■ tl 

1 c r°»l 

—p-g—J setzen lEflt, wenn man c 0 die Be- 
deutnng von 1 beilegt, bo bestebt also die Beziebung: 


( 10 ) 



1) Dabei ist offenbar, wegen. 

Si s) = 3i 1J = 1, 

in jedem Falle: 

. Ot- 1 

zu setzen. 

2) Es erschien notwendig, fOr die „iqmvalenz“ zweier Kettenbriiohe statt 
der von anderen Mathematikem hierfflx gelegenthoh gebranohten Bezeiohnungen = 
oder ~ snr Yermeidnng von VerwechBlungen ein nmes Zeiohen einznfdhren, da 
vir jadas Zeiohen = als Idmtit&tszeichen (§ 91, Nr. 1, GL (1), S 696), das Zeiohen 
znr Oharakterisiemng der vnfinitciren Ahnhchkeit (§ 87, Nr. 6, GL(48a), 8.287) 
eingefdhrt haben. 

Es bedaxf wohl kanm der Bemerknng, dafi die beiden Seiten einer Beziehung 
▼on der Form (6) oder (9) vertauschbar sind nnd dafi feraer ans den Tor aw- 


KM*?) 




stets folgt: 
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sofern c i} c it ■ • ■ c n gang belicbtge von Null verschiedene Zahlen bedeuten, 
wahrend c 0 = 1 zu setzen ist *) 

2 Es yerdient bemerkt zu warden, dafi der Inhalt der Beziehung (10) 
umkehrbar ist, sofern nur nooh die Beschrankung | a J > 0 (v = 1/2, ■ • • n) 

[ Ch "1 ^ 

jj-l aquivalente Kettenbruch ist 

dann in der Form enthalten: 6 0 + (wo: c 0 = 1, lm Ubrigen: 

| c,. | > 0). L ' Jl 

Dem Beweise schioken wir den folgenden Hilfssate voran, der sich 
auch spaterhm noch als ntltzlioh erweisen wird: 

Es gibt stets einen und nur einen Kettenbruch b Q + , 

lessen Naherungsbruche ~ filr v = 0,1, • • • n identisch sind mit 

^y 

bdiebig vorgescfvriebenen (eventudl auch teilweise smnlosen) Bruch- 
& & 

symboUn -£°i j£- (v =» 1, 2, ■ • • »), sofern die Zahlen ®L y , 8t> y der 
Bedtngung genugen. 


(U) 


a. a . s 


A St A 

Beweis: Um zunfichst die Forderongen = 

friedigen, hat man zu setzen: 0 1 

U2o) h ~ 

und sodann (wegen: A ± = b 0 b t + a l} B t — b t ): 

b 9 b lt &j_ == 

6^ — 


= -=*- zu be- 


(12i) 


( «i 


1) Die links Seite der Beziehung (10) l&fib sioh, wenn c 0 , wie die flbngen c v , 
nur der Bedingung: |c 0 1 >0 unterworfen wird, auoh folgendermafien eohreiben 


- . 1 lA-i®*®/!" 


Oder auoh ganz ohne Benfltzong yon c 0 naoh § 88, Nr. 8, GL (10 a), S. 674, in der 
Formi 


• + L 0 A' «A J, 


€ty _ J C# r 

■2) Danaoh hat man also stets: ^und zwar in dem Sinno, dafi 

1 

zwei Jconsekutive dieaer Bruehsymbole weder gleiohwertig nooh glewhztiUg rinnlos 
■ein lollen. 


Gy 
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Angenommen nun, man habe fttr irgendein v 2: 

(18) A y _ % = -Ay—i i un< ^ : 8 = l ®,—j; l 1 


1> 


so folgt: 

(14) A = ®v. 

dann und mtr dann, wenn und den Bedingungen genttgen: 


-I" 6 r®,—i + a A-9 


d. h. wenn gesetzt wird: 

(12) «=- i'®' 1 ) 


1 <®V — 9 — 8 ®r—1 


6 =- 


S—Q v —9<®» 


— 1 *®,— 9 — 1 * 


(v ^ 2). 

Da dieae Ausdrttcke auf Grand der Yoraussetzung (11) eindeutig 
bestimmte Zahlen voratellen and andererseita die Gttltigkeit der Bedin¬ 
gungen (18) fllr v = 2 bereits festateht, so ergibt aich zun&ohst die 
Riobtigkeit der Beziehnngen (14) fttr v = 2, falls a v) b y gemaB den 
Gleichungen (12) bestinimt warden, und sodann darcb yollstiindige In- 
duktion in entspreobender Weise fttr jedes weitere v < n. 

Somit genttgt der daroh GL (12 0 ), (12,), (12) definierte Kettenbruoli 

r~Q “i n 

b° + ^- den verlangten Bedingungen, und er ist der einzige dieser Art, 


3. Ea werde jetzt angenommen, man habe: 


(16) 




nnd | a r | > 0 fttr v = 1, 2 


A* A 

Bezeichnet man wieder mit -=p bzw. jr(v = 0,1, • • ■, n) die Ntthe* 
rungabrttcbe dieser Ketfcenbriiebe, bo folgt aus den Formeln (12), dafi: 

(16) 2/ ~jp _-|p -> 

/-| rj\ _ _ A ¥ B v _ t A v _ t B v 

( 17 ) « r — A v _ t B v ^ t r 


b * ” a;_, u;_ t _a;_, b'_ l 




A - l 1 ®, - 9 Ay - 3 B v -] 


fttr 

v>2. 


Infolge der £.quiyalenz (15) mtlasen naoh Gl. (7) fttr v «=» 0,1, • • ■, n 
Beziebungen yon der Form besteben: 

(18) A\ = O v A y} B y = OyBy (wo: O 0 = 1, im flbrigen | OJ > 0), 


1 ) Man bemerke, daB dieae Beziehnng, aobald man die £J, & durcb "A, 3 
eraetst, keine andere lit al> die in | 92 , Nr. 2 , S. 690 , all Gl. ( 4 ) in der Form 
angeiobriebene: A A 
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sodaB eich durch Einsetzen dieeer Werfce in die AusdrUcke (16) und 
Vergleichung mit den entapreohenden Ausdrttoken (17) ergibt: 

("is 2 * 

v —l 


a. 


O 


• a.. 


V — I 


anders geschrieben: 

(19) < = ( v ^ 2 )> 

wenn fiir v > 2 gesetzt wird: 

Q 

(,20) = o v _ x , also speziell: C x = <\. 

Da flberdiea aus (15) folgt: 

•K = A* ■“ B o> 

K = 

A ' = B'l =c i B i> 

KK + a l = c i b i b o + c i a if K = c i b i> 


d. k. 

(19 0 ) 

und sodann: 


d. h. 

m 


{ 1 
(also: 


a i “ e i a i> 


bo erkennt man achlieBlioh, daB, wie oben behauptet, in jedem Falle: 


( 21 ) 
sein mnB. 


l"“ a 

a v c, a t c v— 

K + lvj= \ + L«i \’ a 


ijvVT 

-i 


DurohZuBammenfaBBung dea Yorstehenden ReBultates mit demjenigen 
Ton Nr. 1 ergibt sioh also (mit Rttckaiolit auf die Willktlrlichkeit der 
Zahlen c t , c s , • ■ *, c n ): 

Zu jedem Kettenbruche b 0 + [~] gibt es unencttich vide 

ihm dquivalente , tk58wZwfc aife von der Form: 6 0 + ^ 

(wo c 0 = 1), twd *war, /oZZs durchweg | oJ > 0 7 nur diese. 1 ) 


1) lit etwa 0^*0 und m der kleinete Index, fiir welchen- dieeer Fall em- 
tntt, eo wird ja naoh § 92, Nr. 2, Gl, (VI), S. 898: 

^ y B y _ x -A v _ x B^ 

fCLr jedee m und somit die Dantellung der a r durch Gl. (17) fdr v^fli+1 
sinrdos. In der Tat ■wird ja m diesem Falle nach^g 98^Nr. 2 am BohluBBe, S. 708, 

fflr ^ m jeder nioht einnloee NBherangibruoh —"» sodaB alao die be- 

eonderen Werte der Teilafthler Mr v>m und der Teilnenner Mr Boweit 

aie nioht sinnlose NEherungibrtlche liefern, auf deren Wert teinerlei EinfluB Bben. 
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4 Da es bei den Anwendungen der Kettenbrtlche im allgemeinen 
nicht anf die besondere Form der Naherungsbrtiche, Bondern nur auf 
deren Wert ankommt, so pflegt man jede Menge von dquivalenten 
Kettenbrflchen als verschiedetie Formen jedes einzelnen anzusehen, und. 
man bedient sich auf Grund dieser Auffassung der AusdruokBweise, es 
werde ein Kettenbruch durch Aquivalmz-Trcmformation in einen an- 
deren (nur formal yerschiedenen) iibergeftihrt. 

"[Inter den verschiedenen Formen, deren ein Kettenbruch in dem 
obigen Sinne fahig ist, wollen wir zwei als beBonders niitzlich und 
wichtig heryorheben und als erste und eweite Hauptform bezeichnen, 
namlich diejenigen, bei Tvelchen samtliche TeUzdhler bzw. samtliche 
Tednenner den Wert 1 haben 

Um einen Kettenbruch durch Aquivalenz-Transformation auf die 
erste Hauptform zu bringen, etwa: 

( 22 ) 

was offenbar nur mSglich ist, wenn durchweg | a v | >0, hat man ledig- 
lich die oben mit c v (v = 1, 2, • • •, w) bezeichneten Hilfsfaktoren so zu 
bestimmen, dab: 

^^=1, 0^0,= 1, c a c 8 a 8 =l, •••, c v _ x c v a v = l (v = 2, 3, ■ • • n) 
und findet daher zunackst: 


und allgemein: 


c, = -* c s 
“4 


1 = ?i c _ _i_ = 3_ 
Ci a, a, ’ 8 c, a, a* 


a, a, 


C„. = 


1 8 


_ a 3 a l 

8/1 + 1 °1 a 8 '' ’ a »/i— » “S/J+l 


■■ a 




a a a 


l a °4 * ‘ ’ Hp, 


-((.= 1 , 2 , 3 .-.), 


sodafi sich ffir die TeilnCnner 6' jener ersten Hauptform die Ausdriicke 
ergeben: 

= und: V = --- ■ l 

1 1 a 1 a l’" a 2(i 3 t i 

_ a 2 a i‘--<hn _ 


(23) 


K 


8/1+1 ,/ ‘+ 1 ' 


1) Eine verwandte, gelegentlioh mit Vorteil bentttzte Speziajform von im 
■flbrigen wesentlioh geringerei Bedeutung gewinnt man, indem man ft&mtliohen 
Teils&hlern den Wert —1 gibt, sodaB also etwa: 


[ 1 fl nff 

1 

r -*•+ ~s* ' 

"•l. *J, 


Man findet slsdonn gans analog wie im Texte bei der Herstellnng der ersten 
Hauptform: 
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Einfacher gestalten sich die entsprechenden Formeln ftir die Transfor¬ 
mation eines Eettenbruches in die aweite Hauptform, etwa: 


(24) 


+ 


ra,-|" ra'i” 

\-°y J 1 L 1 J 1 


welehe im tibrigen nnr anwendbar ist, wenn durchweg | b v 
Bestimmung der c y dient in diesem Falle die Beziehung: 


> 0. Zur 


c v b y =l, also: c„ = y (v = 1, 2, ■ • ■ w), 
sodafi sich ergibt: 

(25) < = ^ nndfttr v>2-. < = 

Anfier zur Herstellung der ersten oder zweiten Hauptform eines 
Eettenbruches kann die Aquivalenz-Transformation zuweilen sich Yorteil- 
hafb erweisen, um einen Eettenbruch in einen formal einfacheren hber- 
zufilhren. Das ist insbesondere dann der Fall, wenn die einzelnen Teil- 
zBhler und Teilnenner zun&ohst selbst in Bruchform erscheinen, Man 
findet auf diese Weise: 




(26) & 0 + 

und noch allgemeiner: 
(27) & 0 + 


~ i + T—»- y ~ i 
° 0+ lV Jj 


-*« + lxV— <K —J, 


L. K ^ 

SchlieBlich sei noch bemerkt, daB man bei einem Eettenbruohe von der 

[ CL 

^ f wo die a y , b y bdiebige reelle Zahlen bedeuten, durch eine 

sehr einfaohe Aquivalenz -Transformation alle etwaigen negativen Teil¬ 
nenner in positive verwandeln, ihn also auf die Form bringeu kann: 

JiL* 


r nn 

8 a 

V 

iwJ/ 


wo e = ± 1. Man hat zu diesem Zwecke nur zu setzen: c y • 


wo b y die in den Formeln (28) angegebene Bedeutung hat, 

Der fraglichen Eettenbruohform, die bisher in wenig oh&rakterietisoher und 
leioht mifirerit&ndlioher Weiae ale redueiertc Form bezeiohnet wurde, kOnnte im 
Rahmen der hier gewBhlten Terminologie (bei der ja fiber die Bedeutnng dee 
Ausdrucfces „redurierte Form" eines Eettenbruches bereits anderweitig verftlgt 
wurde) etwa die Bezeiohnung negative erste Sauptform beigelegt warden. 
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§ 95. Transformation eines He ttenb ruches in eine ttquivnlente 
Somme bzw. eln ttquivalentes Produkt nnd umgekehrt. 

1. Angenommen, die Naherungsbrtlche deB Kettenbruches 

(KJ = 6 0 + haben fttr »j> w (wo m > 0) bestimmte Werte (also 

13,1 >0 fttr n^m), so findet man mit Hilfe der Identitat 1 ): 

w+i 

und der Differenzenformel (VII) von § 92, Nr. 2, S. 697: 



also msbesondere, wenn die fragliche NiUierungsbruch-Eigenschaft sohon 
fttr m — 0 besteht: 


( 2 ) 




v—l 


°i °a ■ * • 

B - B 

v —1 y 


= h 


a i a i 


B\ B 9 


+ 


°1 °8 a B 


-••• + (-1) 


n—1 a l a t'“ a ii 


'n—1 


Eb erscbeint auf dieae Weise der Wert des Kettenbrncbes dargestellt 
duroh eine Sutnme gewShnlicher Brttohe. Diese letztere Tn»rn aber 
geradezn als tiguivdlont mit jenem Kettenbmche ang6sehen werden, in 
Zeichen: 



in dem 9inne, daB aueh jede duroh Ahbrechen bei irgendeinem Index 
v in < w entstehende TeUsianmc , wie ans der Art der Herleitung 
unmittelbar hervorgeht, denselben Wert liefert wie der entsprechende 
Naherungabruoh 

1st durchweg \a r \ > 0 (v — 1, 2, • • • n) f bo Bind alle Qlieder der 
Reihe (2) bzw. (3) von Nidi verschieden. 1st dagegen a m+1 =0 und 
m der kleinste Index, fflr welchen dieser Pall eintritt, bo brioht die 

Summe mit dem Gliede (- If" 1 ab, in ttbereinstimmung 

mit der frtiher (§93, Nr. 2, GL(7), B.m) bereita festgeatellten Tat- 
aache, daB in dieBem Falle dijrohweg: ^±5 = ^ ( Q = 1 ; 2, • • •» - m). 

- "im+ 9 "m 


■0 Vgl. | 88, Nr. 1, Fuflnote 1, S. 868 
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2. Das Ergebnis der vorigen Nummer ist auch umkehrbor, d. h. zu 
jeder beliebig vorgelegten Summe laflt sicb auch ein (in dem oben an- 
gegebenen Sinne) ihr aguivalmter Kettenbruch herstellen. 

Yersteht man unter K 0 , K lt • ■ ■ K n beliebig gegebene Zahlen, 
welche nur der einzigen Beschrankung: (v=l, 2, n ) 

unterliegen, so liefert der in Nr. 2 dee roiigen Paragraphen bewiesene Hilfs- 

1 TI 

^1 herzustellen, dessen 

Naherungsbrtiche die Werte K 0> K 1} • ■ K a habeu, nSmlich denjenigen, 

y 

dessen Naherungsbrtiche identisch sind mit den Bruchsymbolen -y 
(y = 0, 1, ■ • •> «). Man hat danaoh in den Formeln (12 0 ), (12J, (12) 
des vorigen Paragraphen (S. 707/8) nur zu setzen: 

= K r , = 1 O' = 0,1, ■ ■ • n) 
und findet auf diese Weise: 


(4) 



h = i 

K-E v _ t 

b v = ^ “Tjsr O' = 2, 3, • • •, n). 1 ) 

>—1 y — 2 


1st nun eme Summe: mit beliebigen, ftlr v>l von Null ver- 

o 

schiedenen Gliedem gegeben und setzt man: 

+-H \ (y = 0,1, ■ • *, n) t 

so folgt: 

K r — ~ Kf ~~ ^,._i = fc,_ x + k r , K y _ x — K v _ t — 

uud daher ftlr 1 < m < n: 


—I 




i + 


w — 1 


also insbesondere: 


(») 


^}K =^0 + fl 1 


AJ_^ 


1+ £ 


i+ 




1) Man hat also ftlr y>2: 


6,-1— a,. 
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oder auch, ween man mit Benfitzung der Forme] (26) des vorigen Para* 
graphen die Nenner der als Teilzahler und in den Teilnennern anf- 
tretenden Brttche fortschafft: 



*. I 

l*i + 


*l | _ *r—8*? | 

1*1 + *, |* v _i + *„ 


"k aft 

fl 


|*«-i + *n 


Man kann dieser wichtigen Beziehnng noch verschiedene andere 
zuweilen ntttzliche Formen geben. Setzt man in der Formel (5): 

= -qi so geht eie zunachst in. die folgende fiber: 



und hieraus ergibt sioh duroh FortBchaffung der Nenner innerhalb der 
emzelnen Teilbrflohe: 



JJ 

1 0, 


of I 

\0, + 0, - 


'v—1 


\°,-l+0. 


■'»—1 


\ C n-t + °n 


Setzt man in Formel (B): fe 0 = 1 und fflr v ^ 1: \ \ 

uIbo: h = (v > 1)» 80 ergibt eich: 


(8a) 


1 + ^A t • • • \ l + 


h\ 

|i 


JhJ 

|i + *. 


I 1 +K 


Die beiden Anfangsglieder dieses Eettenbruohes gestatten noch eine 
merkwfLrdige TJmformnng. 

La6t man n&mlioh anf beiden Seiten der Gleichung (5) das Grlied * 0 
fort und ersetzt n dnrch n +1, so wird zun&ohst: 




K 

K+\ 

*ll *1 


K 


1+ £ 




1 + 


'" + 1 


Setzt man sodann: 


= 1 und fllr v > 1: Tc r+l = \ • • • h v , 

bo ergibt sich: 


(8b) 



_A_I_ b- I 

11+*! H + *, 
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also f(lr die aueh in der Formel (8 a) auftretende Snmme em aquiyalenter 
Kettenbruch, der erst rom dritten Gliede ab mit jenem frttheren tiber- 
einstimmt. 1 ) 

8. Um zn einem gegebenen Eettenbruohe (K n ) ein ihm dquivcdenies 
Produkt herzustellen, bat man toq der Identity anszngehen: 

(9) fig-, 

fiir deren Gtlltigkeit nur erforderlicb ist, daB s&mtliche K v bestimmte 
Zahlen Torstellen und — allenfalls nut Ausnahme yon K — von Nidi 

fl 

verschieden sind. Da sodann: 


und ftlr v > 1: 


K n 






K.. 


V~.-1 = 1 + A s ,- 1 A-iB, 


L V-1 


B. 


V — 1 


= 1 + (- 1 ) 


,_1 «i«* * 


so gebt die Beziebung (9) in die folgende tlber: 

A 


( 10 ) 




und da deren Gtlltigkeit erhalten bleibt, wenn man n durob jede kleinere 
nattlrlicbe Zabl ersetzt, so findet man: 

no s+[$«v$(«+<-ir , -»Br)- 

n 

1st umgekebrt ein Frodnkt yon der Form: H (1 + k y ) Torgelegt, 

0 

dessen Faktoren — allenfalls mit Ausnabme des letssten — von 0 ver¬ 
schieden und — allenfalls mit Ausnahme des ersten — aucb von 1 ver¬ 
schieden sind, und hondelt es sioh jetzt darum, einen mit diesem Produkte 
aquivalenten Kettenbruch berzustellen, so bat man zu setzen: 

(12) (i+ii)(i+y"'(i+y=i, (*-0,1, 

wo infolge der gemacbten Binscbrankungen: 

2, + 0 

K 




1) E« beruht dies Bohliefllioh auf der unmittelbar zu verifizierenden Identit&t: 

1 


1 + 


1 -j- K 


1 + \ + K 



716 Abechnitt IV. Kap.L Aligem. Grandlagen derLehrevon den Kettenbritohen. Nr.l 

r a 

Um sodann einen Kettenbrucli: b B + berzustellen, desaen Nahe- 
Z y L&rJj 

rungsbriiobe die Form — (v = 0, 1, ■ ■ ■, w) baben, kann man entweder 
die a yt b y wieder mit Hilfe der Formeln (4) bestimmen oder etwas 
Bchneller zum Ziele gelangen, mdem man, von der Umformung eines Pro¬ 
duces in eine Summe ausgebend, namlicb (a. § 86, Nr 1, S r 646, Gl. (6)): 


(18) 


*;=i+*»+2r**-A 


auf diese Summe daa in der vorigen Nummer gewonnene Ergebnis anwendet. 
Man findet auf dieae Weiae mit Beniifczung der Aquiyalenzformel (5): 


(14) 2^(1 + *,) =*! + *, 


Cl I 


|1 + C, 


c, ! 

|l + c, 




wo: 


(14a) = (1 + nnd ftLr v > 2: c t = (1 + h r __J • , -* • 

'*r—1 


§ 90. Kontrnktion und Extension eines Kettenbrucbes, 

1. Dor Hilfssatz von § 94, Nr. 2, S. 707, kann aucb dazu dienen, 
um aus einem n-gliedrigen Kettenbrucbe b Q + , deesen Teilzahler a v 

ron Null verscbieden aind und dem ein bestimmter Wert zukoznmt, 
einen anderen mit geringerer Gliederzabl m, etwa b' 0 + 


l-Py-l 


herzuleiten, 

der nicbt nur den gleioben Wert besitzt, sondern dessen s&mtliche 
A' 

Naherungsbrficbe ^ (v = 0,1, • • ■ m) .mit einer (bis auf gewisse Ein- 
scbrftnkungen) bdiebig herausgeJiobenen Folge von m + 1 Naberungs- 
brttchen jeneB n-gliedrigen Kettenbrucbes der Eeibe nach tlbereinstimmen, 

Eb werde mit p Q , p lf • • • p m eine Folge wacbaender ganzer Zablen 
bezeiobnet, und zwor sei v = n. Alsdann bedeuten die AuBdriloke 

jf*> ■ * i eine Folge von m + 1 (mit ~ scblieflenden) N4be- 
*0 *1 Pm 

rungsbrficben, welcbe nur den Bedingungen gendgen sollen: 


( 1 ) 






1) D. h. wieder (vgl. 8. 707, Fufinote 2): zwei solohe Bruohsymbole sollen weder 
glachwerhg nooh gleichzetttg sinnlos sein, sodafi also mit RdckBicbt auf dieVoraus- 
setnrng |o r J > 0 und den Inhalt von §98, Nr. 8, IU, 8.704, durchweg: 


\^Pv B P t — i Pv >0, 
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Die oben gestellte Aufgabe ist darm offenbar gelBst, wenn man setzt: 


( 2 .) 


B p 


und im ilbrigen die a', b' (v = 1, 2, • • •, m) so bestimmt, dab: 


A A = ^l! _1 9 

Tit — B, (* ~ 

Pv 


B 


Mit Beniitzung dee obeu erwahnten HilfssatzeB (S. 707, Gil. (12 x ) 
und (12)) ergibt sicb also: 


(2j) 

( 2 )- 


a!-A i:=B 

i v. a v ; i v 


a = — 


r i S p P i 

^Pv— l S Pv 

A B —A B 1 

Pv — l Pv —9 Pv —9 Pp— 1 


V 


A a —A n JB 

Pv Pv — % Pv—i Pv 

A B —A B 

^Pv-iPv—t 


(v = 2, 3, • • m). 


Dabei laBsen Bicb a[ } a' v , 6' auf Grand der aUgemeinen Differenzen- 
formel (YII1) von § 92, Nr. 2, S. 697, auch in die Form setzen: 


( 2 ht< ) 


K = (~ 1 /’ * a i<h 


jp.+i 


**„+ It P L 




*Pv—l + l,Pv 


Pv —1+ 1 B 


Pv—S + ^Pv —1 


l' 


1 + 1 ! Pv 

3 

Pv— B+^IV— 1 

01 


Der wz-gliedrige Kettenbruob b' Q + ^pj , dessen, TeUzfibler und 

Teilnenner durch die Gleiohungen (2 0 ), (2,), (2) bzw. (2 Mi ) definiert 
sind, oder jeder damit dquivalente 1 ) bat dann offenbar die im Aufange 
dieser Nummer besobriebenen Bigenscbaften und wird passend ala ein 

dem Kettenbruche A -f dureb KontraUion bervorgegangener 


BUS 
bezeiohnet. 


2. Ala Beiapiel ftlr die Anwendung der vorstehenden Formeln 
wollen wir den 2 w-gliedrigen Kettenbruob: (K lm ) = 6 0 +ca> 


1) Man kann z. B. nooh die in den a', b' (*»» 1, 8, • • • m) anffcretenden 
Nenner dnroh die m $ 94, Nr. 8, Gl. (26), S. 711, angegebene Aquivalenz- Trans¬ 
formation fortsohaffen. 
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■p\ „kontrahieren“, dessen Naherungsbrtlche 
mit den NaberungsbrUchen gerader Ordntmg ^ (v = 0, 1, • • m) 


einen 

mit aen jManerungBuiruuuojLi viuuuug 2 ^ 

ttbereinatimmen. 1 ) Man bat also in den allgemeinen Formeln der vorigen 
Nommer p — 2 v (y = 0, 1, • • ■, m) zu setzen und findet zunaobst ana 
( 2 .), ( 2 a )= ’ A 

(3„) K = ^ = 6 «> l i = S i = M* + 

nnd Bodannaas (2 Ml ) mit Bentttzung der Formal (III), §91, Nr.l, S. 692: 


a i — a t' j 3 ~ a i -^a, a 


a = — a, 


J iii—l, tv t / ; 

'fv_9 _1 7} * V Ji 

av * j, av—a D 


*»v— 8,Bv 


= — a 




9v 


9 i<—8, 9?—9 
■^9* —9, 9»< 


’9*-9 a»—1 ^ 


9r —9, 9v— 9 




9v—9, 9 k— 9 


v > 2. 


Da naob § 91, S. 691, Gl. (II) A (lifi = b ft , im tibrigen A^ den 

a 1 " 1 

Zabler der reduzierten Form yon: {K fiv ) = b fi + 


> + i 


fltellt, also -4 Jy __ l2> denjenigen der reduzierten Form yon: 


I 


/*+i 




L vor- 


(K — ft _l 2v ~ 1 l j_ _*2lJ 

b^-av-9,aJ —°a*-9 ^ 


bj, ^9v* ^9r—9, iv— 9 


so ergibt Bicb: 

* 

■^9V—9,9? = (^9v—9 ^9v—1 a 9f—l) ^9»< ^9v— 9 a 9i 

und daher: 

(3i) a \ — a i ^9 


y 9» —9 


(3) 


/ F 

(l y t= ~ a i K—t a *>-l 

J/ = (& 9 y—a ^9y—l~b fl 9r —l) ^9y—9 tt 9 r ^ *«> 


^9r-—9 


1) Dabei ist auf Grand der zireiten Bedingang (1) ausdrdokliob. TorauB- 

zusatzen, dafi durokweg: . 

-^ar—a , ^tv 

■Bav—9 

Hierzu ist, wie ein Blick auf die Biekuraionsformeln 

A% v = &a vA% y _ i + a i v ^a V —a 

■®9v “ ^9*-®9r—l'i -a 9»' ^a*—9 
zsigt, erfordezlioh, daft durohureg: 

I I > 0 (v « 0, 1, •••,!»). 
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ra'f 

Der Kettenbruoli: 6 0 f + |^pj , dessen Teilzahler und Tei^nermer 

dureh die Gleichungen (3 0 ), (3J, (3) definiert sind, hat dann die ver- 
langten Eigenschaften. Dureh Fortsohaffung des den a', b' (v > 2) ge- 
meinsamen Nenners 1 ) \ r __ i nimmt er schlieBlich die Form an: 

(4) TO-&0 

■ f q l 6 « , __T 

+ (&*& 8 +a a )&*+&|fl4 (6jr- S 6ar-i + a * v -i) 6 av + 6 ir-i a i»J a 

und man hat, wenn man die Naherungsbrttcbe dieses Kettenbrufches 
A' 

mit -jp bezeichnet: 


(5) 


— (v = 0 1 

■D, - J, \V — Vf 1, 


f »v 


«*)*) 


In ganz analoger Weise iBBt sieh auoh der Kettenbruch: 

■ a ■’i ln, + 1 


(w^+K], 


roH m 

in einen m-gliedrigen b' 0 ' +1 1 kontrahieren, dessen Naherungsbrtloh 

J, 4-1 

mit den NSherungsbrflchen ungerader Ordnung - 5 - - • (v = 0, 1, ■ • • m 


m) 

'lr+1 ' 

tibereinstimmen. Man findet (naeh Forts chaffung der Nenner in den 

ky 

( 6 ) 

~i 

I 


+ 


& B 


( xrn\ b x + a i 

~ b t 


g «»—1 a \ v \v—* °a»+l 


L (f>i 6,+fl,) & a + &i <%* (&i *—1 a a*-) ^ly+i+^iy—i a »^+i-J| 

und hat sodann: 

ro W'-ir? ( ,, = 0 > >» ••• 

■Bf "sv+l 

A" 

wenn die Naherungsbrttche von (£") nit p bezeichnet werden. 




1) Ygl. die FoSnote 1 anf S. T18. 

2) Infolge der zur Fortsohaffang der Nenner bendtsten Aquivalenz-Trans- 
formation sind ja die betxeffenden N&hernngsbrdohe nioht mehr identisch, sondern 
nur dguivdlent, sodafl also die Sohreibweise (6) so riel besagen soli wie: 
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Die vorstehenden Formeln vereinfaohen sich sehr wesentlich, wenn 
die zu kontrahierenden Kettenbrilche in der nweiten Eawptform gegebeu 
sind, etwa (mdem man der Einfachheit halber b 0 = 0 setzfc) : 


( 8 ) al0O: 

Alsdann ergibt sioh aus (4) und (6): 




8m+l/ i 

U -Ji 


Sm+1 


w ro= [itv - {K) = °* + [-r+-4>^I 

und man bat wieder: 


( 10 ) 


z; 



A" 


•^ 2 y+l 

Z » 1.4.1 


(v == 0) 1, • ■ • m) 


3. let ein wt-gliedriger Kettenbruch (K' n ) aus einem w-gliedrigeu 
(E) (wo: n>m) durcli Kontrdktion hervorgegangen und betraolitet 
man sodann diesen kontrabierten Kettenbruch als den ursprilnglich ge- 
gebenen, bo kn.nn man sich die Aufgabe stellen, aus diesem lebzteren 
jenen weftrgliedrigen Kettenbruch herzuleiten, der in diesem Zusammen- 
hange ala duroh j Extension erzeugt bezeichnet wird. Es handelt sick 
hierbei also darum, dem w-gliedrigen Kettenbruohe (JST) mit den 
A' 

Naherungsbrtiohen —£ (v = 0, 1, ■•■,»») einen w-gliedrigen zuzuordneu, 

A' 

bei dem in die Folge der (m + 1) Naherungsbrtiche jp an beliebigen 

Stellen nooh (n—m) weitere willkUrlich vorgeschriebene eingeschaltet 
sind. Und zwar genttgt ob offenbaT, diese Aufgabe fflr den Fall einos 
einzigen in dieser Weise einzuschaltenden Naherungsbruches zu lSsen, 
da ja duxch entspreohende Wiederbolung des betreffenden Verfahrens 
die Zahl der einzuschaltenden Naherungsbrtiche nacb Belieben ver- 
mekrt werden kann. 

Der ursprilnglich vorgelegte Kettenbruch werde wieder mit 

(KJ = \ + jj^-] (wo durohweg: \a f \> 0), mit £ (v = 0, 1, • • n) 

die Folge seiner Naherungsbrtiche bezeichnet. Bedeutet sodann O' eine 
(bis auf eine sogleich nooh anzugebende Beschrankung) beliebig vor- 
gesohriebene Zahl, bo soli ein (n + l)-gliedriger Kettenbruch (AT' ) 

ro'"i n+1 

= & 0 ' + hergestellt werden, ftlr welchen die Reihe der N&herungs- 

brttche, namlich: 

•*i A' <-> K. K+i -Cn 
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mit der folgenden tibereinstimmt: 


s i 


A m —i /nr' 


— 1 und ~ 

m —1 ""m 


Dabei soli C nur der Besohrankung unterliegen, von 
verschieden zu sein x ) 

Zunacbst ist unmittelbar ersicbtlicb, daB filr v < m — 1: 

(11) a=a„ b'=\. 

Die Abweichung der u' } b' von den a v) b v beginnt also erst bei 
v = m. Setzt man: O' = ^> wobei wir uhs die besondere Auswabl 
der ja nur bis auf einen ganz willkttrlicben gemeinsamen Faktor be- 
stimmten Zahlen A', B* noch vorbebalten, so folgt auB den allgemeinen 
Formeln (12) dea Hilfsaatzes von § 94, Nr. 2, S. 708, fttr v > 2: 

, A' b'_ 1 —a'__ 1 b' l/ A;s;_ a -A'_ a js; 

Ot__ = j , t, / j , jJ/ 7 0 V ^ / — -n/ ~ jj 71/ J 


Ay—\ B'_ a — -A-v-t Bf—i 


,i_1 B' —2 Ap -g B y _j 


A' A' Al +l A v 

also mit Riioksiobt auf die Beziehungen: -g-r = -jp> jp-j— — ~B~ 

v>m) und mit Beniltzurig des Differenzensymbols A v (§ 92, Nr. 2, 

G1 (3), S. 696): 

At T> J Tt' A r 7? A . U' 

(m >_ 2) 


( 12 ) 


n * _ 

A' Bn-1-A^ 

B' 

b' = 

A'B^-An^B' 

Uf — 

171 

— 1 

—— J 

in 

H 

1 

S 

< 

Of » . — 
m+1 

4u*’-*B* 


h' = 

A m 

A' B m _ 1 -A m _ 1 

IF 

°m + i 

A'B^-A^S' 

/ 

A m + 1 



A„ +1 B’-A-B n+i 

«»+ a = 

A m B'-A'Bj 


A m B'~A'B m 


V 

Welter erstreokt sicb d$r EinfluB der Zahlen A\ B' auf die Bil- 
dung der a', b' v nicht. Denn man bat: 

/ _ A m _j_ 2 B m _|_i +1 B m -)- a __ _ 

°”+*~ A.+iB»-A.^»+i' _ «+'* 

6 ”+»“ -+' 
und in dieser WeiBe fortsoblieBend allgemein: 

(13) < + i = a v , K+i = b * (w-» + 2 1 m +8, ••■»). 

Der Untersobied zwischen dem ursprUnglicb gegebenen und dem 
j,extendierten u Kettenbruche bescbrankt sicb also darauf, daB an die 

Stelle der ewei Teilbrtlche: ^ diejenigen drei treten, deren ZSbler 

__ °m °m+l 

A >< 

1 ) Dafl _folgt sobon aus der gemachten Voraussetsrang | o, | > 0 

B m _i 

(naoh fi 98, Nr. 8, I, S. 704). 
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und Nenner durch die Gl. (12) vollsfc&ndig definiert Bind, sobald man 
noch fiber die bis zu einem gewissen Grade willkiirlich gebliebenen 
Zablen AB' verfflgt, z. B. indem man setzt: A'=0' t B'=l. In 

diesem Falle ist offenbar = w&hrend bei jeder anderen (der Bedin- 
■°m 1 A* n> 

gong 4-’= 0' gentigenden) Wabl nur jjr — Y und der reBultierende 

Kettenbrucb dem zuvor gewonnenen dqwvalent ausfSllt. Unter den 
hiernacb vorhandenen Moglichkeiten verdient eine ausdrtioklich hervor- 
geboben zn werden, bei welcber der extendierte Kettenbrucb eine 
besonders einfaobe Form annimmt. 

Dividiert man Z&hler und Nenner des in (12) angegebenen Aus- 
druckeB fttr durcb J3', bo folgt: 

i) also: (16) = 

' ' x * Tt Tt 


(14) 


a 


^fH—|* 1 


K-fi'-K-i 


^ m—l“m-f-l 


Hiemach steht es frei, unter der Vorausaetzung, dafi unter a , n ^ mi 
durcb Gl. (14) definierte Zabl verstanden wird, zu eetzen: 


die 


(16) 


f A '=l A m- A .-l a !.+l 


sodaB Bicb weiter ergibt: 

my f An— 1 An — = AnAn— 1 An —lA» = 

(1) U m V- A ’B m -(4A_, - A m _ t BJ ■ o; +1 s- 


'm+l‘ 


Durcb Einsetzen dieser Ergebniase m die Ausdriicke (12) folgt sodann: 


(18) 


a m+i 


Am 

i m —1 

Ajn-J-1 1 


a ” A 




(a. §92, Nr. 2, GL(4), S. 696) 


K - 


A m a m+l a m+l 

■ Am —> An—»An (An— 1 An—I Aw— 8 An— l) a m+l 
A m _i 

= ^771 An+1 

;L I Affl _ a 

& m + l = A_ 1 

/ __ An+lAn AnAn+1 (An+1 An—l""*An— lAn+l) a m+ 1 


m+S 


A m • a m+ 1 


a m+l 


<+l 


&m+i. 


1) a m+i. ^brigens auob b^ i B ) h&ngt also nicht yon den Einzelwerten, 
A\ B\ eondem nur yon G' ab, im Gegeneatz zu a * m , , b^, b^^. r 
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Die ftlr b' m gefundenen Werte gelten mit Rticksioht anf das erste 
Gleichungspaar (12) zunachst nur ftlr m > 2. Im Falle m = 1 tritt 
mit Bentitzung der Gleichungen (12J von § 94, Nr. 2, S. 707, an 
die Stelle dieses Gleichungspaares das folgende: 

a[ = A'-b Q B' f b[=B' t 

und da andererseits die Gleiehungen (16) m diesem Falle die Form an- 
nehmen: 

A’= A ± - A 0 a' = \\ + a x -- b 0 a', B’ = B t - B 0 a' = a',- 

so findet man: 

(18 t ) a; = a lf b[=\— a[, 


d. h. genau dieselben Werte, die sioh aus (18) ftir m = 1 ergeben 
warden. 

Schreibt man sohliefilich nooh der Einfachheit halber a' statt 
a m+it 80 kann das vorstehende Ergebnis in folgender Weise aus- 
gesproehen werden: 


Ersetgt man in dem Kettenbruch: b 0 + jyj (wo: | a y \ > 0) mit 

den Naherungsbriichen (v = 0, 1 ,•••») die beiden Ted- 
hniche: v 



(wo: 1 <m <ri) 


duroh die drei folgenden: 


(19) 


0»n I 0 / 1 


a m+l 



fl m+l 

a' 


wo: a' 


W-A m 

* m -i *- 4—1 


A _ t A 

und 0 eine gang bdi&ige, nur von r =—-> — versehiedene ZahX 

■**m—1 ■®m 

bedeutet , so geniigen die NShenmgsbrilche ^ des auf diese Weise 

•°v 

entstandenen Eettenbruches den Begiehungen: 


(20)^ = £(./<m-l),§= 



=1—-(v=jw-]-1,»i+2, 

■Of —l 




Der Vpllstandigkeit halber Bei nooh bemerkt, dafl ein analoges 
Ergebnis auch ftlr den Fall m — 0 besteht, wenn es Bioh also darum 
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handelt, einen Naberangsbruoh mit beliebig vorgescbriebenem Werto 0 

fi 

nicht in die Folge der einznscbalten, Bondem ibr vorauBzuscbicken. 
Man bat alsdann die beiden Anfangsglieder: 

(2 Is) + | 

durcb die drei folgenden zn ersetzen: 

(21b) + wo: a’=b 0 -C, 

Pi “P —» 

| 1 a' 

wie sich (Sbnlieb wie im Falle m = 1) dnrob entsprecbende Modifika- 
tion der Gleicbungen (12) ergibt, flbrigens aneb leiebt durcb direkte 
Ansreobnnng bestatigt werden kann. 

§ 97. Unendliche Kettenbrtlche. — Konyergenz. — AnBerwesent- 
liche nnd wesentliche Diyergenz. — Unyerftnderlicbkeit des 
Konyergenz- nnd Diyergenzcharakters bel Aqniyalenz-Trans- 
formationen. — Yerwandlung unendlicher Kettenbrftche in 
dqniyalente Beihen oder Prodnkte. 

1. A us zwei beliebig gegebenen unbegrenzt fortsetzbaren Zablen- 
folgen*. 

°i> a a "' a *> . 

K ^ 2 * ’ ‘ ' ^v* 

kann man zun&obst rein formal den „unendlichen {( d. b. unbegrenzt 
fortsetzbaren Kettenbrnob bilden: 

(1) (■ K .)= l o + i^ + l^ + '" + li^ + .’ 

kQrzer gescbrieben: 

(2) J “ + R]" oder naoh Bedarf: ! ’« + S’ • ■ • £'9” + ; 

Bezeicbnet man sodann wieder mit: 

A A A 

K a > K.t • • • Kj .oder auob: -g°» . 

o 1 n Ji 0 n n 

die redmierten Formen der Kettenbrtlobe (Z 0 ), (K^), • • •, (-5TJ,. f 

welcbe entateben, weAn man den Kettenbrucb (K A ) beim Index 
v = 0, 1, • • • n, .abbricbt, anders ausgesprocben die Naherungs- 









§ 97. Unendliohe Eettenbrflohe: Konvergenz und Divergenz. 


725 


Nr 1 


briiche 0*°', 1*“, • * •, n*",. Ordnung des unencUichen Ketten- 

bruohes (K w ), bo heiBt der letztere konvergent und K Bein Wert, in 
Zeioben: 


1.3) 


i » + [rT“- ff bzw - = 


wenn ^ filr n —*■ oo einen bestimmten Qremwert K besitzt, wenn also: 


w 


A 

Inn K ;i = lim -=p = K 

m-^oo n->ao 


und K eine beatimmte Zabl vorstellt. 1 * * * S) * * ) 

In jedem anderen Falle beifit der unendliobe Kettenbrucb diver¬ 
gent. Dabei boII er als aufierwesentlich divergent bezeicbnet werden, 
wenn die Folge der rezvprok genommenen Naberungsbrflcbe den Grenz- 
toert Null besitzt, wenn also: 

(5) lim?”=0. 

oo "n 


Dieser Fa] 

wenn lim 
«-*■ 00 


I tritt offenbar inBbesondere ein, wenn lim-=p=oo (d h 

n+to'&n 

-jr — oo), wenn also, wie man in diesem Falle sagt, der 


Kettenbrucb nach Unendlich divergiert; aber aucb dann, wenn unter 
den Naberungsbriloben unendlich viele sinnlose (mit nicbt versobwindep- 
den Zablem*)) vorkommen und nur die Folge der tibrigen nacb do 
divergiert, ja selbst, wenn von irgendeiner Stelle ab alle Naberungi- 
brflcbe sinrdos (mit der angegebenen Beschrankung) ausfalien. 8 ) Eb 
lafit siob leicbt zeigen und wird im nacbeten Paragrapben nocb deut- 
licber bervortreten, daB solcbe aufierwesenttich divergence Kettenbrdobe 
nocb eine gewisse Yerwandtscbaft mit den Tconvergenten beeitzen. 

Nacb dem Satze yon § 91, Nr. 4, S. 694, FuBnote 3, steben zwei 
Kettenbrflcbe von der Form: 


1) Hiermit ist sohon implixite gesagi, daB die N&hertmgsbrtiche ■=- mm 

mmdesten von einer gewissen Stelle ab bestifflmte Zahlen voretellen mdasen. Da- 

gegen l&flt die gegebene Eonvezgenxdeflnition sehr wobl die MOgliohkeit offen, 

daB die Folge der N&hexungsbrilohe eine beliebige endUche Anzahl sinnloser ent- 
halten kann. 

S) Dieee Bedingung ist allemal von -selbsfc erftlllt, wenn durohweg | a v | > Os 

vgl § 98, Nr. 8, IB, S. 704. 

8) Dieser Fall kann nach § 98, Nr. 8, II, S. 704, niemals eintreten, wenn 

durohweg | a v \ > 0, wohl aber, wenn mindestens etn a, == 0 ist (s. a. a. 0. Nr. a 
und § 99, Nr 4, 8. 746). 




726 Abaohnitt IV Kap.I. AUgem, Grcmdlagender Lehre von denKettenbrilchen. Nr. 1. 


\ + 




in der Beziehung, daB die Naherungsbriiche des einen die restyprokm 
des anderen sind Wenn also einer der beiden gegen den von Null 
verachiedenen Wert K konvergiert , so konvergiert der andere gegen den 
Wert — ■ Wenn dagegen der eine nach Null konvergiert, so isfc der 
andere aufierwesenttzch divergent, und umgekehrt. 1 ) 

y (wo | a t | > 0) 


dwergiert, bo gilt das gleiche aucb von dem Ketten- 

brnebe [—) 51 ■ Denn bezeiobnet man die Naherungsbriiche des 

L 6 i Mi a . A' 

ersteren wieder mit die des letzteren mit p) so hat man naoh 


§ 91, Nr 2 fttr v ^ 1: 


a v ^b^+^a; 


und somit zum mindesten fELr binlanglicb groBe v (ftir welche ja auf 
Grand der Voraussetzung | A v \ > 0 sein muB): 


B' a^B y _ B v 
A'~A V -\B^A' B? 

1— a 

also: 

B f B 

lim _1=0, wenn: lim ~r— 0. 

y->oo -&-y y-^oo 

Armi ng erschlieBt man umgekehrt aus der oufierwesenUichen Divergens 

t t o “l® 

yf y\ , falls I a t I > 0, diejenige von 6 0 + Jj-J ■ 

Dorob Anwendung der zuvor gemaobten Bemerkung ergibt siob 
also der folgende Satz: 


1) Statt dei Kettenbrnchea 


r_L 

w Mi 


kann man aucb den durch Multiplika- 


tlon. mit einer beliebigen von Null verachiedenen Zahl a 0 darans hervorgehenden 
r°y“l® ra y -i® r«,-|“ a 0 

t- einfflhren. 1st aladann 6 0 + IT ■= % + °» B0 bat man hr- “ jf* 
LMo ro -i® L°vJi r a -i® a* L'VJo 

TJmgekebrt vrQrde am I = K' 0 folgen: 6 0 +l-^J “jr,* Im Falle 2T«=0 

bzw K' — 0 erleidet die entapreobende Auasage dea Textea kerne Andemng. 
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I. Ist der Kettenbruch & 0 -f , wo | a x | > 0, (also auch 
r i \ 

der KeUevibrueh yj J aufierwesentlich divergent, so 

t o -i“ 

yl nach Null, und umgelcehrt. 1st der 

letztgenannte Kettenbruch aufierwesentlich divergent, sokon- 

t i 0 r*0 “i® 

Y> yl nach Null , also b Q -+■ I y I nach dem 

Werte b Q , und umgekehrt. 

Bezeichnet man einen unendliohen Kettenbruch, von dem nur 
so viel feststeht, daB er entweder konvergiert oder aufierwesentlich dvoer- 
giert, als hochstens aufierwesentlich divergent, so folgt noch: 

t on® 

y Hochstens aufiertoesent- 
lich divergent, so ist entweder er selbst oder der Kettenbruch 

t o, -|® 

Yj konvergent. 

Jeder unendliche Kettenbruch, der weder konvergiert noch auBer- 
wesentlioh divergiert, soli wesentlich divergent heifien. Diese Be- 
zeicbnnng findet also insbesondere Anwendung, wenn die Folge der 
Naherungsbriiche mehrere H&ufungssteUen 4 ) besitzt, in welchem Falle 
der Kettenbruob auch als oseiUierend bezeichnet wird. Em anderer 
Fall von wesendicher Divergene wiirde femer dann eintreten, wenn der 
Kettenbrnoh unendUch vide sinnlose Naherungsbrtlohe liefert, okne daB 
diese selbst sowie die Folge der etwa noch iibrigen Naherangsbriiche den 
oben ftir die aufierwesentliche Divergenz geforderten Bedingungen gentigen. 

2. Wir bezeichnen zwei unendliche Kettenbriiche b 0 -j- L-^l 
ron" LMi 

|^J als dguivalent, in Zeichen: 


und 


( 6 ) 


r a ii" , M m 

b 0 + k7 — b Q 4- j— f 
L°yJi L 0 *J, 


1) Mindestens eine dieser H&ufnngastellen lxrafl offenbar eine endliehe be- 
■tmunte Zahl sein, da ja in dem vorliegenden Zuaammenhange Limites xnit dem 
dbaoluten Betrage + oo and verachiedenen JEinheitsfaktoren als eine einnge 
H&nfungiBtelle anzuseben Bind (vgl. g 78, Nr. 4, Gl. (24), S. 666)* Beateht z. B. der 
Eettenbraob aua lanter reellen Zahlen, and besitzt die Folge der N&berangsbrQche 
nur die beiden Limites —oo and +00, bo gelten diese bier nor als eine H&ufangs- 
steUe oo (ohne Vorzeioben), In der Tat ist ja der fragliobe Eettenbraob anf 
Grand der gegebenen Definition nur ala Mufiei'iceseniUch divergent anznseben. 
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wenn &' = 6 0 und fflr jedes n = 1, 2, 8,.die Bezieliung besteht: 



Auf Grand dee Satzes von § 94, Nr. 3, S. 709, ist dann ms- 
besondere: 


( 8 ) 6 .+ 


c b 
1 ■ 



(wo: c 0 = 1, lm iibrigen: |c v |>0'), 


nnd umgekehrt ist, sofern nur durchweg | a y \ > 0, jeder mit \ + Up 

t c, _^ c V 1 

——^—J entkalten 

Des weiteren ergibt sicb, dafi zu jedem unendlichen Kettenbruoke 


Z> 0 + r^l , fdr weloken durchweg | a v | > 0 bzw. | | > 0 (v > 1) cm 

nnd war e.in lhm aquivdlenter von der Form 6 0 + p- bzw 

, * 

~J existiert, welcher wiederum ale dessen erste bzw. eweite Empt- 


form bezeichnet werden soli (s. § 94, Nr. 4, S. 710). Dabei sind die 
b' bzw. a' wieder dnrch die a a. 0. angegebenen Formeln (23) bzw. (25) 
bestimmt. 

Da infolge der definierenden Beziehung (7) entsprechende 
Naherangsbrtlohe zweier aquivdlenter unencllicher Kettenbriiohe stets 
gleichwertig oder aber gleicheeitig nnd in gleicher Art sinnlos sind, bo 
erkennt man unmittelbar, dafi zwei solche Kettenbrilche sfcets gleich- 
geitig honvergieren bzw. gleichaeitig dwergieren. Und zwar besteht im 
Falle der Konvergems die Oleichung: 


( 9 ) 



in dem Sinne, dafi ihre beiden Seiten ein und dieselbe bestimmte Zahl 
vorstellen; w&hrend im anderen Falle die beiden Kettenbriiohe nicht 
nur tiberhaupt gleiohzeitig divergieren, sondem vollig gleichariig 
divergieren. 


3. Analogs Verkaltnisse ergeben sich bei der Ubertragung der 
Transformation in dquivalente Swnmen oder Produkte auf unendliche 
Kettenbrilche. Sind die Naherungsbruch-Nenner des unendlichen 
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Kettenbruches 6 0 + flir v >m durchweg von Nutt verschieden , 
bo hat man nach § 95, Nr. 1, GL (1), S. 712, ftir jedes n > m: 


h _i_ r^T — Ajn i 'ST 1 r 1 a L ' ' ‘ a 

b ‘ + B » + 4( ( 1} 

1 m+1 


(io) ..... __ _ 

m+l 

bzw. in dem beBonderen Falle m = 0: 




Wenn also durchweg | a v | > 0 und der KeU&nbruch konvergieti 
(in welchem Falle ja verschwindende B v nur in endlicher Anzahl vor- 
kommen konnen), so gehen auoh die rechtsstehenden Summon ftir 
».—*-oo in Iconvergente Reihen fiber, und umgekehrt wfirde aus der 
Konvergenss dieser Reihen auch diejenige des betreffenden Kettenbruches 
folgen. Man hat also in jedem dieser Faille: 


( 12 ) 

bzw. 

(13) 


t , r a vT_ A* , 1 k—1 a l ’ ‘ a i 

J ( lj jj b 

l *-*1 771 rrt r - 1 ’' 

* + SI-* + ?<- ir ‘CT 


und zwar im Sinne der Jt Aguivalene u von Kettenbruch und Reihe, d. h. 
so, da£ ftir jedes n > m bzw. w > 0 die Beziehung (10) bzw. (11) statt- 
findefc und daher das Gleiehheitszeichen in Gl. (12), (13) auch duroh 
das Zeichen ~ ersetzt werden kann 

Gleichzeitig mit dem Kettenbruche divergieren auoh die betreffenden 
Reihen und umgekehrt . Bei der ersten dieser Aussagen wird voraus- 
gesetzt, dafi die Divergenz des EettenbrucheB nicht mit dem Auftreten 
unendltch vieter svnntoser Naherungsbrttche verb unden ist: in diesem 
Falle wird die Mtiglichkeit der Gleichungen (10), (11) yon yornherein 
hinfallig, und die betreffenden Reihen werden smnlos. 


4. Geht man statt yon der Umformung eines Kettenbruches in 
eine aquivalente Summe yon dem umgekehrten ProzeB, also yon den 
Formeln (6)—(8 b) des § 95, S. 714, auB, so ergibt Bich ftir n —► oo: 


(w) 

o 



k r 

K—l 


°.‘-i r 


(| k v I > 0 ftir v > 1) 
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K 

(16a) 


(16b) 


“P'-AJ ' 


in dem Sinne, daB filr jede noch bo groBe an die Btelle des Zeiohens oo 
gesetzte Zahl n die betreffende Aquivalenz besteht 1 ); dafi femer gleich- 
mtig mit der unendlichen Reihe auch der entsprechende KeUenbrudi 
konvergiert bzw. gleichartig divergiert, und dafi im Falle der Konvergm 
jene Aquiyalenzformeln duroh Gleichimgen ersefczt werden konnen. 

Beispiele. 1) Wir fanden frtiker (§ 69, Nr. 3, Gl. (9), S 416): 

2 V' 1 • 7 - & 2 - 

i 

Um diese Reihe nnd somit Ig 2 in einen Kettenbruoh zu yerwandeln, 
hat man in der Formel (16) zu setzen: 

^ = 0, im ttbrigen: O p = (— 1)* 
sodaB sich ergibt: 

!p2=ri 


1 


-1 


i 


l(-i) v 

= _U + i!l + J!l + ... + rIl + 

|i^|i ^11 ^ ^|i ^ 

2) Es ist (s. § 83, Nr. 4, Gl. (26), S. 204): 

i 

Setzt man daher in den Formeln (16 a, b): 

1, 2, 3, • 


*) 


I („ 

«j ^ 


•), 


so findet man naoh Wegschaffong der Nenner in den Zahlern u&d 
Nennem der Teilbrilohe: 

(17a) e = 1 -^ 

(17b) 


= JJ _ *1 _ JLl _ Ji_ 

1 FT 18 14 


v + 1 


1) Daraufl folgt insboBondere, daB ein aolchei Kettenbruoh niemah sinnloM 

W 

NtthtfungBbrikht beaitzen kann, da ja k v steta eine beatimmte Zahl Toratellfc. 

0 

S) Die (auf Grand der Herleitong beieita featfitehende) Kowotrgtwt dieses 
Kettenbraohea folgt anoh auB, dem Knterium (V, B) dea § 109, S. 707, nnd irtrd 
dort auidrdcklich ala Beiapiel angefflhrt. 
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Ans diesen KettenbruchdarBtellungen der Zahl e wtirde naoh einem 
spater mitzateilenden Satze (b. § 109, Nr. 3, S. 776) unmittelbar deren 
(in § 33, Nr. 4, S. 206, bereita anderweitig bewiesene) Irrationaliiab 
folgen. 

3) Eine andere merkwilrdige Kettenbruckdarstellung der Zabl e 
ergibt sich aus der Reihenentwicklung: 

e _1 =i (-l)’i; 

1 

welche mit den hier zur Verftigrmg stelienden Hilfsmitteln am ein- 
facbsten in folgender Weise hergeleitet werden kann. Bezeichnet man 
die Summe der obigen Reihe vorlaufig mit s, bo findet man mit Be- 
niitzimg der Cauchyschen Multiplikationsregel: 

11 0 
wo: 

c 0 = 1 


und ftlr v^l: 

l l l ,1 1 _j_ ( -| \ r —_l [_ ( 

C » ~ — 1)1 + 21 ■(*- — 2)1 ^ } {? — 1 ) 1'11 ^ K } V! 

(-iy) 


V—1 


“ki! 1 II (v —1)1 + 21 (v — 2)1 ^ ^ 

= ^ (l — (v)i + W„-+ (— I)’'" 1 (vj r _! + (— 1)" • ) 

= 1(1-17 = 0, 


(v —1)1 II 1 

-iv'.Y) 


—i 


sodafi also: 

e • s = 1, somit s = e 
Setzt man hiernach in der Form el (16a): 

h, -i (v=l, 2, 8,- 

bo ergibt sioh nach Wegschaffung der Nenner in den Z&hlera nnd 
Nennem der Teilbrttohe: 

+ T^- +.■ 


0, 


-1 1 ill 1I.JL1 + 
« =1_ rr + rr + rF + 


Hieraus durch Subtraktion von 1, Mnltiplikation mit 1 nnd tTber- 
gang zum reziproken Werte: 


r=i = 1 + ri J + rt J + 


+ F* + 


1) S. § 14, Nr. 4, Gl. (6 a), S, 89 
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durch nochmalige Subtraktion von 1: 


_JL_ = JLl + _li + 

e-1 II + 13 + 


+ -Li + 


und schlieBlich durcli nochmaligen Ubergang zum leziproken Werte 
und Addition Ton 1: 


c = 2 + r “- 


+ + 


■- 1 ) 


5 Die frillier gefundene Formel fiir die Umwandlung ernes end- 
lichen Kottenbruohes in ein Produkt (§ 95, Nr. 3, GL (10), S. 716) 
gilt auch fiir n —> oo, also: 


(18) 


-I Q9 00 

\+1 v ir 1 - 

L i>S x i 


■Ay — 1 By ) 


unter der Voraussetzung, daB fiir v > 1 durchweg: | \ > 0, | B v | > 0, 

und zwar gilt sie wiederum in dem Sinne, dafi Aguivalenss besteht, 
wenn man das Zeichen oo durch jede beliebige Zahl n ersetzt; daB 
ferner der Kettenbruch Iconvcrgicrt , wenn das mendltche Produkt kon- 
vergiert oder nach Null divergiert a ) und umgekeJirt , daB in jedem dieBer 
Falle das JLquivalent zeichen durch. ein Gleichheitszeich.eii ersetzt werden 
kann und daB schlieBlich, abgesehen von dem Falle der Divergent des 
Produktes nach ‘ Null, Produkt und Kettenbruch auch gleichzeiiig und 
gleichartig divergieren. 

Das onaloge gilt beztiglich der Formel fiir die umgekehrte Operation, 
also fiir die Umwandlung eineB Produktes in einen ftquiYalenten 
Kettenbruch (a. a. Q. S. 716, Formel (14)), d. h. man hat in ent- 
spreohendem Sinne, wie die Formel (18), die folgende: 


1) Danaoh beeteht nebeu dor im Text bentltzten Kettenbruohdaratellung von 
e -1 inch. die folgende: 

-i i-l ,_5J . .. . ,. 

e ’ m JT+\T + + \T + 

▼elche man auoh dii’ekt gewinnen kann, wenn man die zugrunde liegende Relhen- 
cntwicklong anf die Form bringt: 


- - 2 


(H-l) 

J. 

und die Formel (16 a) in der Weise anvendet, daB man das Anf&ngsglied 1 anf 
beiden Beiten weglaBt nnd eetzb: 

ft. ml, h *-—r fdr vTO’-l. 

i) Ygl § 80, Nr. 8, S. 619. 
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(19) 


wo: 


fta+^ + k' + h-^ 

C O I- 


Ci = (1 + K) &ij c v = (1 + K—J 
unter der Yoraussetzung, dafi flir jedes n: 


'v—l 


>- 2 ), 


f7 + K) 


+ 0 

«+i 

C 1 + K)‘ 

0 


§ 98. Yerhalten yon Ketteubriicben lbei Weglassnng yon Anfangs- 
gUedern. — Bedingte nnd nnbedingte Konvergeuz. 

1. Das additive Anfangsglied 6 0 fibt offenbar keinerlei EinfluB auf 

die Konvergmt oder Divergent des Kettenbrucbes & 0 + -1 , dajajc der 

seiner NabenmgBbrticbe von dem entsprechenden des Kettenbrnobes 

sicb immer nor am diesen Snmmanden b Q unterscheidet. Beide 

Kettenbrilche sind also entweder gleiehzeitig konvergent oder gleichzeitig 
divergent and besitzen im letzteren Falle aucb vollig gleicharligen Di - 
vergenechardkter. 

Dagegen fanden wir in Nr. 1 des vorigen Paragrapben, daB der 

Kettenbrnch b t + (auBerwesentlioh) divergiert, falls b Q -H jj^ J gegen 

den Wert 6 0 konvergiert. Es zeigt sioh bier also die von dem ent- 
sprecbenden Verbalten konvergenter Beihen oder Produkie vfillig ab- 
weicbende Erscheinung, dafi ein konvergenter Kettenbrnch ledigliob durob 
WeglaBsnng gewisser Anfangsgliedcr in einen divergenten tibergehen 
kann. Wir wollen daranfbin jetzt allgemein nntersucben, was sicb 

unter der Voraussetzung der Konvergent des Kettenbrucbes b 0 -t- ~ 

Va "I" 

fiber alle mfiglicben Kettenbrficbe von der Form h + hr (wi> 1) 
ausaagen ISflt. LbJ »+‘ ~ 

Setzt man in den Formeln (Y) von § 92, Nr. 1, S. 696: v = m — 1, 
v + Q = n, so nebmen sie die Form an: 

f /J — A. A , -f- o 2? A . 

M \ J *1 «*< « »—1 m ">» » m O'!. 

() W = 1 + (»>*»>2> 

' « > 71 »fi fli—i m n w—a 

Multipliziert man die erste G-leiobung mit B m __ % bzw, B m _ v die zweite 
mit A m _ a bzw. so folgt durob Subtraktion: 

A B —BA = A A ) 

« m —I n m—I m. ti m—1 I . a _ a tj a tj 

A„ B _, — B_A_ ,=—a. B A . [ Am ~i A m-a B f> 
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Es werde jetzt angenommen, dafi dnrchweg | a v | > 0, also auch | A | >0 
(a. § 93, Nr. 3, Ungl. (9), S 703), daB femer der Kettenbruch 

J 0 -|- _1 den Wert K besitze, sodaB also: 

(3) KmK^K, wo-. 

n->eo n 

Da aladann zom mindesten flir jedes n, welches eine passend gewahlte 
Zahl w 0 flbersteigt, [ B n | > 0 sem mufi, so lassen sich die Gleiohnngen 
(2) jetzt in die folgende Form setzen: 

An, n ^771—1 = (A A— 8 An—8^ 

^ jB A = ---B{KB ,-A .) 

nit n m—1 n ft » n m— 1 m — 

m 

A fa 1" 

Da —die reduzierte Form des Kettenbruches h m + r~ vorstellt, 

' rn,n f a n°° * L^Jm+l 

bo ist es, nm eine Aussage fiber & m + A machen zn konnen, noeh 

erforderlich, diese beiden Gleichnngen dnrch einander zu dividieren, was 
wiedemm nur gestattet ist, wenn der Divisor, d. h sohlieBlich der 
letzte Faktor auf der rechten Seite der einen oder anderen Gleichung 

(4) , von Null verschieden ist Man hat nun: 


(5) Km {K n B m _- A^) = KB^_,-A n _ v 

«->00 

und es bestehen daher nnr die beiden Moglichkeiten: 

(6a) IAn— 1 ! > 0, aIso:^i + r 

m —1 

A _, . 

(d. h -g-ist entweder eine von K versdhiedene Zahl oder sinrilos) 

oder: 

(6b) A iu _ l =0, alBo: £=i = K 

(wenn man berfiLcksichtigt, daB offenbar | B t 1 > 0 sein xnnB, da ja 
lm Falle: = 0 aneh: A m _ 1 = 0 sein mflBte, was, wegen | a v | >0, 

nach § 93, Nr. 8, III, S. 704, unmiJglioh ist). 


2. Hiernaoh sind also nnr die folgenden etoei Falle mBglioh: 

A . 

FdH J: -g-+ K. Wegen | EB m _ x — A m _ ± | > 0 ist dann mit 

Ol—l 

RUcksioht auf die Beziehnng (5) fiir hinlanglich grofie n, etwa ftlr 
«>«j ^ « 0 , auoh: 

I E n B m . — A J>0, 

I ft 01—1 III —1 I > 
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sodafi aufl (4) durch Division hervOrgeht: 


-A 


/r t\ An, n „ —f ““m—f 

\ •) ti “ W_• ~rr n 


m t n 


m K-B. 


n-^m —1 —1 


nnd sohliefilich filr w —► oo sioh ergibt: 

( 8 ) - A 


lim 


B 

fi->« ~ u m, n 


a 


■^An—a“An—2 


" KB.„ 


d. h. der Eettenbruch b m + Lp 

« *- + ELK: 


in —1 m —1 

ist konvergent , nnd zwar bat man: 


m+1 


;+o» w<nm: I A—»l > °> 

wenn: =0. 

A , 

Fall II: ^— = K. Da nnter dieser Voraussetzung naob § 93, 
B m —i An—a 

Nr. 3, II und III weder B . =» K } noch : A m _ s = B m _ s = 0 sein kann, 
so hat man: /n—8 

I a An—a I ^ ® 

nnd daher mit Bticksicht anf die Beziehung (5) fflr hinlanglioh grofie 
n, etwa ftlr n > w, ^ w 0; auch: 

Alfldann folgt aber, indem man die fsweite der G-leichnngen (4) dnrch 
die erste dividiert: 


( 10 ) 

nnd somit ftir n 

(u) 


B, 


m ,» 


m,« 

oo: 
B. 


lim 

n-t-tc -°~m, n 


1 _ —1 ~^wi—1 

a m —9 —9 

_1_ # KB m __ 1 —A m _ 1 
a m —9 An—a 


0, 


d. h. der Kettenbruch b m + 


i— —iQO 

a n 

^ ist aufiertoesenllteh divergent. 

Zngleiob ergibt sioh dann noch ans dem Satze I von Nr. 1 des 
vorigen Paragraphen, S. 727, dafi: 


( 12 ) 

(13) 


»—i ~ tr 


■”‘- 1 • 1 6 ,Jm "- 1 


+ 


"+ 11 kl+r 

nnd daB umgekehrt jede dieser beiden Beziehungen die a/ufierwesenUtche 
Dwergem des Kettenbruohes b + l und somit sohlieBlich auob 
die Existenz der Beziehung jp— = K nach sioh zieht. 
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Den vorstebenden Betracbtungen lag dnroliweg die Annabme 
m>2 zngrande. Die Gtiiltigkeit der gefandenen Resultate auob fdr 
m = 1 ergibt sich indessen umnittelbar aus dem soeben erw&bnten 
Satze I von Nr 1 dee vorigen Paragraphen und der vorausgesobiokten 
Bemerknng liber die Beeiprozitat zweier Kettenbriiohe von der Form: 

6°-f- jj^J und: Jjp i sofem man nnr beacbtet, daB ja = 6 0 
nnd K = b 0 -\- > folglioh die Bedingung: 

^ =|= if identisoh ist mit der folgenden: \r-\ =K — 

-Oo Ji 

■ KT- 


de. = V 
B n ~ 


» }> 


0. 


Durob Zusammenfassung dieser Ergebnisse erbalt man also den folgen¬ 
den Eauptscdz: 

1st K der Wert des konvergenten Kettehbruches & 0 + 

(too durchtoeg: |aj > 0), so besteht die notwendige und hin- 
reichendeBedingmg fur dieKonvergensevnesbeliebigenKetten¬ 
bruches von der Form: & m + hrU (wo: 1) in der Be- 

Jm+l 


1 i T7- si t. 1 


+K(d.K 


B. 


soU eine von K verschiedene ZcM 


'hi— 1 "hi—1 

Oder auch sinrdos sein). 

1st dagegen: 


An- 


m —l 




so divergiert der Kettenbruch & m + nr aufierwesentlich, 

tuahrend die beiden „benachbarten“ Kettenbriiche dieser Art, 
d. h. diejenigen, die durch Vertauschung von m mit m — 1 hew. 
m +1 daraus enlstehen, Tconvergieren, und etoar hat man: 

da) »„_,+[£]’= W), (18) »„+,+[£]’ =°- 


1) Im F&lle w = 1 ftllt die Beziebnng (12) mit der Yor&UBBetzung «* J5T, 
R* 1“ 

d.b. b« =» b« + I I 


ztiBanunen. 



Nr. 8 


§ 98. Unbedingte Konvergenz nnendlioher KettenbrGche 737 

UmgekeJirt zieht jede der Beziehungen (12) und (13) die aufier- 

wesenUiche Divergent des Kettenbruches b m + hp und diese 

L ray”]* 

letztere, writer der Voraussetzung, daft der Kettcnbruch b 0 + j^g—J 

gegen den Wert K konvergiert, die Beziehung: m ~ 1 = K nach 

— 1 

sich. 


3. Aus dem eben ausgesprochenen Satze folgt insbesondere, daB 
unter der Yoraussetzung: 6 0 + = K (|aj > 0) jeder der Ketten- 

brtiche von der Form: & w + hM (m = 1,2,3, .) konvergiert, 

wfinn in dem namliohen Umfange die Beziehnng: ■=-=j= K besteht, 

A 

d.h. wenn keiner der Naherongabrtiche jp (v = 0, 1, 2,.) mit dem 


Werte des xmendlichen Kefctenbrnches tlbereinstimmt. 

Wir wollen einen konvergenten Kettenbrnch als uribedingt konvergent 
bezeichnen, wenn jeder durcb Weglassung beliebig vieler Anfangsglieder 

darans hervorgehende, also jeder von der Form: & m + jr* (w ^ 1) 

gleichfaUs konvergiert. Mit Bentitzung dieser Aosdmcksweise laBt sich 
also das vorstehende Ergebnis anoh folgendermafien formnlieren: 


Die notwendige und hinreushende Bedingung fiir die un¬ 
bedingte Konvergenz ernes konvergenten Kettenbruches mit tauter 
von Nidi verschiedenen Tettztihlem besteht darin, daft sein Wert 
kevnem seiner Naherungsbriiche gleich ist. 


Yon der wirkliohen Eonstenz soldier unbedingt konvergenter Ketten- 
brttche It^ti man sich (ohne Bentitzung irgendwelcher hier nooh nioht 
zur Yerfttgung stehebden Konvergenz-Kennzeichen) leicht dberzengen, 
wenn man denjenigen Kettenbrnch betrachtet, weloher mit einer ana 

QO 

positiven Zahlen bestehenden konvergenten Beihe ^ k v = K dquivatent 

o 

ist, also (s. §97, Nr. 4, GL (14), S. 729) den Kettenbrnch: 


( 14 )*. + ^ 


*» 

|fcf + fc| 


h + 


k .£ 

V-1 * 




= K. 


Da die Naherungsbrtiche anf Grand der Beziehnng: -jr- = ^ 

" o 

mit n monoton zunehmen , also keiner derselben den Grenzwert K er~ 
reicht, so folgt, dftfi der obige Kettenbrnch unbedingt konvergiert. 
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4. Em Convergenter Kefctenbruoh 6 0 + soil bedvngt Convergent 
beiflen, wenn unter den durch Weglaesung von Anfangsgliedem daraus 
bervor^ebenden KettenbrUchen mindestens ein divergenter : b m + 

L- 6 rJni+l 

(m > 1) sich befindet. Wird dann wieder angenommen, dafi durcb- 
weg: j a y | > 0, so folgt ana dem Hauptsatze von Nr. 2 dieses Para- 
grapben, dafi jeder dieser divergenten KettenbrUcbe nnr aufterwesenttich 
divergieren kann, dafi ferner die beiden „benacbbarten“ d. b. die mit 
dem G-liede b m _ 1 bzw. b m ^ 1 beginnenden unendlicben Kettenbriiobe alle- 
mal Tconvergieren. Es konnen also in diesem Zusammenhange niemals 
ewei konsehutive divergente Kettenbrtlohe vorkommen. 

1st b + der einsige bzw. der letete divergierende Ketten- 

L‘rJ»+l (-« -1“ 

brack, so konvergiert der Kettenbrucb 6 , t + 1^1 unbedwgt. Eb 

_ L 6 rJm+8 

konnen aber ancb solcbe divergierende Teilkettenbrticbe in uribegreneter 
Menge auftreten, sodafi also von heiner Stelle ab mbedmgte Konvergenz 
stattfindet. Aucb ftir das Eintreten dieses Falles lassen siob mil Hilfe 
der Kettenbrucb-Transformation pasBend gewablter Reiben einfache 
Beispiele berstellen. 

Es sei (w» z ) fElr A = 0, 1, 2.eine unbegrenzte Folge wacbsender 

natiirlioher Zablen von der Besobaffenheit, dafi: 2 < w z+1 — m x ^ », 
vro n eine beliebig gew&hlte gauze Zabl >2 bedeutet, ferner (h y ) eine 
unbegrenzte Folge bis auf gewisse, sogleiob anzugebende Besobrankungen 
beliebiger Zablen, und eB werde gesetzt: 


(IB) 2} = K > 5 K = 0 (* = o, 1 , 2 ,.), 

0 "U-F 1 

wobei die letzte Kategorie von Bedingungen so zu versteben ist, dafi 
man h , i} fc, - • • fc 1 willktlrlicb annebmen kann und so- 

"U+t- 1 * 

dann nur ft = — ^ ft„ zu setzen bat. Aus (15) folgt alsdann, 

ft 

dafi: ^ h y = K ffir A = 0,1, 2.. Werden jetzt die ft y nooh der 

o 

Beschrankung unterworfen: lim Jc y = 0 zunaobst ftlr v =|= w,, bo ergibt 
siob infolge der Voraussetzung — < n ) dafi aucb: 

fll 

K = ° C»i+l<»><m 1+1 ), limfc =0. 

mjl+1 1-t-cD * 
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CP 

Daraus folgt weiter, dafi die Reihe ^jh y Iconvergieti, und zwar gegen 

0 

den Wert K. Das gleiohe gilt daher "meder fttr den mit der Re die 

An mi 

aquivalenten Kettenbrnoh (14). Zugleich hat man: — K 




= 0 , 1 , 2 , 

O' 


0 


fa, 

+ \J 


■ •), sodafi also jeder Kettenbrnoh von der Form 
d. h.: 


mj+8 






K—t K 




\K—i+K 


(1=0,1,2,.) 


divergieren mufi. 

5. Iflt der Kettenbrnoh b„ + |JJ aufierwesentlich divergent, so be- 
sagt ja der Satz I 'von § 07, Nr. 1, *9. 727, dafi alsdann der Ketten- 
brnch b x + | —1 (naoh Null) Iconvergiert. Somit hangt das Yerhalten 
aller weiteren Kettenbrttohe von der Form b m 4- (w > 2) ledig- 

L- y —1 

lioh davon ab, ob der mit dem Gliede b i beginnende Kettenbrnoh un- 
bedingt oder nnr bedingt konvergiert. 

Steht ferner zunachst nur so viel fest, dafi irgendeiner der Ketten- 


briiche Von der Form b + 


A. 


111 " 4 *i 


hbchstens aufierwesentlich divergiert, 


so gilt das gleiohe anf Grund der vorhergehenden Bemerkungen nicht 
nur fttr jeden durch Weglassnng ireiterer Anfangsglieder entstehenden 
Kettenbrnoh, sondern mit Bentttzung der Reziprozitatssatze von § 97, 
Nr. 1 (s. insbesondere S. 726, Zeile 3) fttr alle Kettenbrttohe, welche znm 
Yorschein kommen, wenn man den Index m snkzessive duroh tn — 1, 
m — 2, • • • 0 ersetzt. Hiemach lafit sich das Hanptergebnis der vor- 
stehenden Betraohtnngen in folgender Weise ansspreohen: 


1st der Ketteribruch b 0 + [V"J t w0 | % | > 0, hbchstens 

aufierwesentlich divergent, so gilt has gleiche von jedem durch 
Weglasstmg von Anfangsgliedem daraus hervorgehenden Ketten- 

bruche, jedoch Jcomen in der Folge der Kettenbriiche b m + hp 

L. r -lm+l 

(m = 0,1,2,.) niemais ewei JconseJmtive divergieren. Auch 

toenn nur so viel feststeht, dafi irgendeiner der Kettenbriiche 

b m + [ hbchstens aufierwesentlich divergiert, so gUt das 

IA-Wi 
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gleiche fur jedes m (einschliefttich m = 0 und mit dem gleichen 
Zusaiz bezuglich des VerhaUens sweier in dem obigen Sinne Icon- 
sskuHver Kettenbriiche). 


Aub diesem Ergebnis lassen sioh aber unmittelbar nocb die fol- 
genden, das Verhalten tcesentlieh dwergenter Kettenbrtlcbe charakteri- 
sierenden Scbltisae ziehen: 


1st der Kettenbruch b 0 + > wo | a v \ > 0, tvesenilich 

divergent, so gilt das gleiche von jedem durch Weglassung von 
Anfangsgliedem daraus hervorgehenden Ketteribriiche. Umgekehrt 
ist jener Kettenbruch (und somit auch jeder durch Weglassung 
von Anfangsgliedem daraus hervorgehende) tvesenilich divergent t 


wenn nur irgendeiner der Kettenbr&che b m + 
lich dwergiert. 



00 

m + 1 


t oesent- 


Hiemaob bestimmt die BeBchaffenheit ernes Kettenbruches von der 
00 

Form: + — bei bdiebig grofi amzunehmendem m oder, wie man 

IAJm+1 

auch sagen kann, das infinitare Verhalten der a v , b y den Obarakter des 
Kettenbruches b Q + (unter der VorauBsetzung | oj > 0) nnr in- 

L Vy Jj 

soweit, als daraus unzweideutig hervorgeht, ob derselbe hoohstens aufier- 
wesentlich oder wesenilich divergiert. Steht das erstere bereits fest, bo 
h&ngt die Konvergenz noob dnrobaus von den Anfangsgliedem (abgeseben 
von b 0 tmd oj ab, die unbedingte Konvergenz yon jedem emzdnen Gliede 
(mit den eben genannten Ansnabmen). 


§ 99. Ubertragung des Hauptsatzes Ton § 91 auf unendliche 
Kettenbriiche. — EinfloB der Null als Teilzfthler. 

1. Im yorigen Paragrapben haben wir uns insbesondere mit der 

Frage besch&ftigt, welchen EinfluB die Divergent (znmal die aufier- 

toesendiche, echliefllich aucb die wesen&iche) eines Kettenbruches yon 
® 

— im > 1) auf das Verhalten des Kettenbruches 
K-im+i — 

b 0 + I mit durchweg yon Null yerschiedenen Teilz&hlern anstLbt. 
L°* Ji 

Wir wollen jetzt untersuchen, welcher Zusammenbang im Falle der 

Konvergene des Kettenbruches b + ^ zwischen dessen Werie und 

L&* Jm+1 fa 

dem VflTbaltfln Hah H'AHn.m'KIrAftAnbninliAii h. -4- I — I (\ a I (Vl beatAbt 
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Dabei konnen wir uns von vornberein auf die Annabme m j> 2 be- 
schranken, da ja der Fall m — 1 dnrcb die Betracbtungen von § 97, 
Nr. 1, 8. 726/7, liber Kettenbriiche mit resnproJcen Naherimgsbrflcben 
seine munittelbare Erledigung fLndet. Danach bat man nSmlich, falls 

61 + K + 0 ut: ^] a = k’ alB0: o 6 o + = 6 ® + X 

und umgekebrt; wabrend im Falle K = 0: 6 0 + 4gr sinnlos wird nnd der 

t Ct ”" 1 °° 

mfierwesentlich divergiert (vgl. a. a 0. Satz I) — 
J| 

.Ergebnisse, die mit den nnnmehr fdr m> 2 abznleitenden durcbans 
fibereinstimmen. 

Naoh Analogic der bereits eingefiibrten Abkflrzungen: 


(^0=».+ [rT (8 ' § 81) Nr - 1 - ai - (1) ' a 690) 

L- y -ln»+l 

(■ K.) =\+ [£]* (»• § 97, Nr. 1, «1. (1), S. 724) 

wollen wir einen nnendlichen Kettenbruob von der Form: 


mit 


».+ 



oe 


(•**.) 


bezeiobnen (sodaft also (K n ) die Bedentnng von (K 0t m ) bat, wie wir 
ja auob K n , A n , B n statt K 0 n , A 0n , B 0 n zn schreiben pflegen). 

Femer wird im Falle der Konvergene des unendlicben Kettenbrnobes 
(Am,*) der Wert desselben mit bezeicbnet (dabei werden wir statt 
K^, wie bisber, K sobreiben). Es bestebt somit in jedem Falle die 
formale Identikit: 


( 1 ) 


= + 



nnd im Falle der Konvergem von (K^ oo ) die Oleichung: 

( 2 ) 


Mit Benfltzung der Bezeiobnnng (1) bat mam 


( 8 ) 


\ + 





“'m—1 



und es bandelt sicb jetzt darum, nnter der Voranssetzung (2), die Be- 
ziebnng dieses unendlicben Kettenbrnobes zndemendlicbenKettenbruobe: 


(4) 


6 ° + |6 1 1 +■■* 


d w—1| 


—1 


jgfin) 
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festzustellen, also den Hauptsatz yon § 91 in der am Scblusse Ton 
Nr. 3, S. 694, gegebenen Fassnng aof den Fall ernes unendlichen 
Kettenbruohes zn tibertragen 


2. Durob Division der f&r n > m > 2 geltenden Formeln (1) von 
Nr. 1 des vorigen Faragrapben ergibt sicb: 


(B) 


^ ■d-gi, n —l-~b a m B m, tr^m —1 

B n ^m,n B m —1 ~^~ a m B m,n B m —9 


Infolge der Voraussetzung (2), welcbe ja besagt, daB: 


( 6 ) 


limJT =lim 

w h 

«->» n->® m p n 


,(m) 


muB M fflr hinlangliob groBe w, etwa filr n > n', durcbweg von 
Null versohieden sein. Es ist daber fttr n > n r gestattet, die 
Beziebung (5), indem man Zahler und Nenner des reobts stebenden 
Ausdruoks durob JB m n dividiert, in die folgende umzuformen: 


(?) 


"4m n —1 "b a m "^m—9 

B n K m,n B m—l + a m B m-i 


und bierans folgt: 


( 8 ) 


bm^ 


1* —1 “b 9 


sobald nur feststebt, daB etner der beiden Grenzwerte (im weitesten 
Sinne) existiert, insbesondere also, wenn er endlich ausf&llt. 

Wir geben nun erstens von der Voranssetzung aus, daB dies fiir 
den links stebenden Grenzwert gilt, daB also: 


0) 


lim -~= mithin: b 0 + = K. 

n-yw^n L°»Ji 


Alsdann ergibt sicb zunacbBt, daB anob: 


( 10 ) 


i* —9 

—1 ~k a m B m —9 


K. 


Dabei stebt eB frei, den Grenzwert dieses Quotienten dorcb den 
Quotienten der betreffenden Grenzwerte, also die Beziebung (10) durob 
die folgende zu ersetzen: 


(U) 




falls der Nenner dieses Ausdruoks von NuU versohieden ist. W&re 
nun aber: 

B^B , + o B. .= 0. 
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bo milfite mit Rticksioht auf die Endlichkeit dea Grenzwertea (10) 
auch der Zahler den Grenzwert Null beaitzen, man h&tte also 
zogleiob: 


und ana diesen beiden Beziebungen wiirde, wenn man die erste mit 
A t , die zweite mit B m _ x multipliziert, durch Subtraktion sicb 
ergeben: 

t 

was mit Rticksioht auf die Vorauaaetzung | a v \ > 0 unmSglich ist 
(a. § 98, Nr. 3, UngL (9), S. 703). Somit besteht in der Tat die 
Gleicbung (11). Da aber deren linke Seite offenbar die reduzierte Form 
des folgenden endlioben Kettenbruohes: 


( 12 ) 


& u+|&* +“• 


m—11 


'm—1 


<hn | 
2£( m > 


voratellt, sofolgt, dafi der letztere den Wert K beaitzt, also denBelben Wert 

wie der ala Tconvergent vorausgeBetzte unendliche Eettenbrnch & 0 + jjyj ■ 

Wird jetzt eweitens angenommen, dafi der in Gl. (8) rechts 
stehende Grenzwert eine beatimmte Zahl K ist, dafi also Gl. (10) 
beateht, so lafit aich dieae zunachst auf Grund der oben angeatellten 
Betrachtung durch GL (11), also achliefilieh durch die Annahme 
eraetzen, dafi der endliohe Eettenbrnch (12) den Wert IC beaitzt. Dann 

A- 

folgt aber ana GL (8), dafi auoh lim -y = K, d. h. dafi der unendliche 


Eettenbrnch (3) gegen den Wert K Teonvergiert. 

Da jedea dieaer beiden Ergebniaae die Umkehrung dea anderen 
voratellt, so liefem aie auoh vollig beatimmte Auasagen fiir den Fall, 
dafi — immer unter der Vorauasetzung der Konvergene von (■E’ mi(0 ) — 
die aonat noch in Frage kommende Vorauaaetzung der Konvergene dea 
fl nftndlin.liftn Ecttenbruohea (3), bzw. der Bestitnmiheit des endliohen 
Kettenbruohes (12) nicht erfUllt ist. Wird namlich die Bivergene des 
unendlichen Eettenbruohea (3) vorauBgeaetzt (welohe tibrigens wegen 
der Eonvergenz von (K m> m ) naoh Nr. 5 dea vorigen Faragraphen 
jedenfalla nur eine aufierwesentlichc aein kann), ao mufi der endliche 
Eettenbrnch (12) swwilos werden: denn hatte er einen bestimmten 
Wert K 9 bo mtifite ja jener unendliche Eettenbruoh naoh K honver- 
gieren. TJnd wird der endliche Eettenbruoh (12) ala sinnlos vorauB¬ 
geaetzt, bo kann wie derum der betreffende unendliche Eettenbruoh 
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nicht gegen einen bestimmten Wert K konvergieren, er mnfi also 
(aufierwesentlioh) divergieren. 1 ) 

Doroh Zusammenfassung dieser ErgebniBse lafit uich also die oben 
angekttndigte tTbertragong des Hauptsatees von § 91, Nr. 3 in folgen- 
der Weise fonnulieren: 


(13) 


1st durchweg | a ¥ | > 0 und ist b m + 
die Qleichung: 



= JE < " > , so gilt 





) 


sofem nur feststeht, daft enkceder der unendliche Kettenbruch 
(links) konvergiert oder dafi der enclliche Kettenbnich (rechts) 
einen bestimmten Wert besitet. Wenn der wiendlicke Ketten- 
bruch divergiert (und sswwr dam eo ipso aufierwesentlioh), 
so toird der endUche sinnlos, und umgekehrt. 


Man kann dieBem Satze aucb. die folgende Form geben: 


TJnter der Voraussetmung | % | > 0 (v = 1, 2, 3,.) und 

b + ra = K lm) besteht die notwendige und hinreichende 

" L®rJ m+1 

Bedmgung fur die Konvergene des unendlichen Ketten- 
bruches b 0 + darin, dafi der endliche Kettenbruch 

+ -H ifc Wt ~ : 1 ^ + r5sj e ^ nen bestimmten Wert besitet, 

# \h | — 1 

der dam mit demjenigen des unendlichen Kettenbruches 


1) In dem (ja keineewege auadrClcklich ausgeechloeeenen) Falle »0 
redunert rich die Gleichung (11) auf die folgende: 

A*—* 


und man findet daher: 


*m—s 


K y 




rvf A«-« 

lM ” B —’ 


Bofem nur feststeht, dafi entweder der unendliobe Kettenbruch konvergiert oder 


dafi der N&hernngabruoh 


m—I 

—> 


einen bestimmten Wert beaitst, Dieses Resultat 


ist bereits in dem Hauptsatase Ton Nr. I dee vorigen Paragxaphen enthalten: 
man brauoht nur in dem auf GL (18), S. 786, beidgliehen Teil des Batsea m+1 
dnrch m su enoteen. 
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3. Der in GL (13) enthaltene Satz laflt sicb aach in der Weise 
umkehren, daB er, statt die Konvergenz des Kettenbruohes 

(jZT ) = & m + f 6^1 g e g en einon gewissen Wert JE (m) zur Voraus- 
L 0 rJ n +l 

setzung zn baben, eme Aussage fiber die Konvergenz und den Wert 
diesea Eettenbrnobes liefert, namlich: 


(14) 


Besteht die Oleichung: 

ft « + [d =6o+ i 5 r J+ '" + ri + i^ 1 (|a ’' l>0) ’ 

d h stellt der enddiche Kettenbruch (rechts) eine bestimmte Zahl 
vor und_ konvergiert der unendliche Ketteribruch (links) gegen 
diese, so fclgt: 


(16) 


(**..)=&„+[rT “* 

L°vJ m+1 


(16) 


Beweis. Aub GL (14) ergibt sicb: 




ra "i® 

IaJ. 


jB | 4- CL $ a ■ R - 
m—1 1 m m —I — 1 


+ ■ 


—1 


(da ja uaob § 92, GL (Vi), S.696, von Null 

verscbieden), folglioblehrt derHauptsatz vonNr.2 des vorigen Faragrapben, 

pa -i* 

daB der Kettenbruch & m + p hmvergieren moB. Wird sein Wert 

LVlm+l 

wieder mit 2C m ' bezeichnet, so bestebt auf Grand des vorigen Satzes 
die Gleidbung (13) und man findet somit, wenn man die reduzierten Formen 
der reobten Seiten von GL (13) und (14) vergleiobt, die Beziebung: 


(17) 


1 + I ^An-l+ g ffl -4i-i 

*"**..-1+*.*.-■ 1 + ■’ 
aus welober (mit Benfitzung der fiber A m _ 1 B m _ t — A m _ t B m _ t bereits 
gemaobten Bemerkung) bervorgebt, daB, wie bebauptet: 

= alio: (JSLJ-H. 


4. Die Konvergenzbetrachtungen dieses und des vorbergebenden 
Faragraphen (abgeseben von den Definitionen der bedingten und 
nnbedingten Konvergenz) bezogen siob auBSoblieflliob auf Kettenbrfiobe 
mit durobweg von Null verschiedenen Teilzablem. Es ist nooh fest- 
zustellen, in welober Weise der scbon bei endlichen Kettenbrfifchen 
beobaobtete EinfluB des Auftretena von Null bIb Teilz&hler bei unend- 
lichen Kettenbrficben sicb geltend maobt. 
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Es aei a , , = 0. und zWar m + 1 der Tdemste Index, fttr welchen 


der zugehorige Teflzahler den Wert Null hat. 1st alsdann der Ketten- 


bruch b.+ 


“V \ n 

w, 


A 

also der Naherungsbruch (m > 1) sinrilos , bo 


gilt das gleiobe fttr jeden Naherungsbruch (q = 1,2,3,.) nach 

"m+Q 


f?<*- 

dem Schluflteile des Satzes vou § 93, Nr. 2, S. 703, und der unend- 

r"tj “I® 

liche Kettenbruob 5 0 + yj ist somit divergent Dabei ist die Diver- 

genz eine aufierwesenttiche, wenn yon irgendeiner Stelle ab durohweg 

I4»+* l> 0 < “ sfait Da “Ot SL (4), S. 702: 4» +f = ■ A m A n +un.+ ( 
und andererseits: | A m | >0 (nach § 93, Nr. 3, HI, S. 704 — wegen 
| a v | > 0 ftir v < m), so ist die fragliohe Bedingung erfQUt, wenn 
I m+? I > 0 ftt* aUe g, die eine gewisse Zabl g' tlbersteigen, und 
hierzu wttrde es (auf Grund dee soeben zitierten ErgebnisBes von 
§ 98) gentlgen, wenn durchweg | a J > 0 fttr v > m -{- g ( , mit anderen 

t a -1* 

yj nur eine endliche Anzahl 

von Teilzahlem a = 0 enthalt. 

V 

t a ~i m 

y\ einen bestiminten Wert 

K mt so besteht fttr atte nicht sinnlosen Naherungsbrfiche mit einerr 
Index n >m die Beziehnng (s. a. a. O. Gl. (5)): 


( 18 ) 


— — K 
B 


Wenn also der unendliche Kettenbrucb 6 0 + fyj uberhaujpt Iconver- 
giert, so ist sein Wert gleichfalls K . L 


Nun wird jeder Naherungsbruch 


■o 


sinnlds, fttr deBsen letzten 


Index m + g die Beziehnng besteht (s. a. a. 0. GL (8)): 

ra “iwi-f-p 

as) j « + i+rfi =°- 


Findet diese letztere also fttr unendlich vide g statt, so euthSlt die 
Folge der Naherangsbrflche -y unendlich vide sinnlose, und der unond- 

r-<9 -i* v 

liche KettenJbruch b Q + y I wird divergent. Er Tconvergiert dagegen, 

wenn die Gleiohung (19) httchstens fttr eine endliche Anzahl von Werten g 
erfttllt ist. 
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Kapitel II. 

Endliche und unendliche KettenbrtLche aus reellen Zahlen. 


§ 100. Endliche Kettenbriiche mit positiven Teilz&hlern nnd nicht- 
negativen Teilnennern. — Besondere Eigensohaften der Mherungs- 

briiche. 

1. Eb mogen a vf (y = 1, 2, • ■ *, n ) wesentlich positive Zahlen 
bedeuten, wahrend jS 0 auch eine beliebige reelle Zahl (emschlieBlich der 
Nutt) aein kann, nnd es werde gesetzt: 


( 1 ) 


(K.) = A> + r ^ + f ^+--+T^l£- 


Werden die Naherungsbriiche durchweg mit g^ = K v (y = 0,1, • • , n) 
bezeichnet, so folgt ans den Beziehungen: v 


(2) B 0 = 1, B x = /3 lf = + (v k 2), 

daB samtliche Nenner B v wesentlich positiv ausfallen. 1 ) 

DaB gleiche gilt wegen: 


(3) Ao = A). \ = + A. = /5.A 1 ,_, + «A_, (i/>2) 

auch von den ZaMem \ fflr v > 0, falls /J 0 > 0, und ftir v > 1, falls 
P 0 = 0. 1st dagegen /J 0 < 0, bo fallen alle A y negativ aus, falls: 
Mo + < 0, wiihrend sie lm Falle: /Mo + > 0 von einer gewissen 

Stelle ab auch positiv werden kSnnen und sodann auch positiv bl&iben, 
wenn von zwei konBekutiven \ das eine > 0, das andere > 0 1 st 
Setzt man in der Formel (IX) von § 92, Nr. 2, S. 697, p = 2 und 
herClcksichtigt, daB nach § 91, Nr. 1, Gl. (Ill), S. 692: 


r+* A *+», v+B 




v+B 


(wenn analog den dort eingefiihrten Bezeichnungen: 

(v ^ — R _L_V£l! -L . 1 a v | ~ v 

gesetzt wird), so folgt: 

W 


1/ 1/ / 1V • *** * * * Pv+t j\ 

K *-+* — = (— 1) BB ) 

V V+I 


1) Danaoh iat also daa Yorkommen stnriloser N&herungBbrttohe bei Eetten- 
brdohen von der Form (1) und an oh soloben, die dnroh Weglaaaen von Anfange- 
gliedem daraus entstehen, ein fCLr allemal anageBohloBBen. Sol ohe Eettenbrfiohe 
Bind also, wie sohon am SchluBse von § 88, S. 679, erwfthnt wnrde, durchweg 
elmmtare in dem dort angegebenen Sinne. 

3) Die Formel wird etrwae eleganter, wenn man v dnroh v — 1 ersetzt, 
n&mlich: „ „ 

,_i “1 ’ * • a v 
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Nr 1. 


und daher: 

_ K | > 0, wenn v gerade (inkL v - 0) 

W K *+> ** \< 0, wenn v ungerade, 

sodafi also die NSherungsbrttche mit geradem Index eine rmoton eu- 

nehmende, die mit ungeradem Index eine monoton dbnehmende Folge 

bilden: 

g Ko < < • • • < K 2/t <-*•<! ^sc^-he) ^ 

Kj > Kg > ■ • • > K 1/i+1 > • ■ • > Kg(p+p)+i > * • *■ 

Da andereraeits ana Form el (VII), § 92, Nr. 2, S. 697, fiir v = 2 ft +1 


*0*+Q) 


TO K ., + .~ K .,= 8180 >°- 

so hat man zun&chst: 

( 8 ) 

und daher mit Rflokaioht anf die TJhgleichungen (6): 
e)+i un< ^ : 

also Bchliefilich: 

(9) ^ ^«i+i 

bei beliebiger Wahl von p und X t d. h. jeder Naherungabruoh mit ge¬ 
radem Index ist Jeleiner ala jeder mit ungeradem Index. 

1st sodann die Gliederzahl n des Eettenbrnches eine gerade , so 
hat man: 

(10 a) K 0 < K„ < ■ • • < K^, < K b < K„_i < ■ ■ • < K 8 < K, 
und im Falle einea ungeraden n: 

(10b) Ko< K, < • • ■ < < K„ < K,,., < • • • < K s < K r 

A 

Die Brfiehe K y = gewinnen also hier den (aohon in § 89, Nr. 1 

am SdhluBBe der Fuflnote 1, S. 682, angektlndigten) pr&gnanteren Cha- 

rakter von NaheruMgshrti.oh.en in dem Sinne, dafi ihre Werte bei wach- 

• r«n« 

sendem v dem Werte' dea Eettenbruchea a 0 + |jp eich mehr und mehr 

ntihem, und zwar bei geradem v wachsend von der Seite der Tdeineren 
Zahlen, bei ungeradem v dbnehmend Ton der Seite der grdfieren Zahlen. 
Da im tibrigen ana (10a, b) folgt, dafi: 

(H) K . ( . <K .{^!r‘" 1 

so Town man den Inhalt dieser TJngleichnngen auch dahin zuiammen- 
faaaen. dafi K atets emschen K . und K (v = 1. 2, ■ • ■ n— 1) liegt. 
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2. Wahrend aug den Ungleichungen (10 a, b) nnr so viel hervor- 
geht, dafi K, +1 stets nfiher an K n liegt als K^_ 1? so legt die zuletzt 
gemachte Aussage die Frage nahe, ob ancb fdr K y nnd K # _ t die analoge 
Beziehung stattfindet. Diese Frage ist nioht obne weiteres, wobl aber 
dann zn bejahen, wenn die (v > 1) nocH gewissen Nebenbedin- 

gungen gentlgen, namlich den folgenden: 

(12) und zugleich: > 1 (i; = 1, 2, • • • n). 

Infolge der zweiten dieser Bedingungen nehmen die (ja bereits in 
Nr. 1 als wesentlich positiv erkannten) B y mit v monoton eu f wegeij: 

(1 3 ) B , = + a A-s > B *-i- 


Da sinnlose Naberxmggbrflcbe in dem vorliegenden Znsammenbange 
nicbt vorkommen konnen, so liefert der Hauptsatz von § 91, Nr. 3, 
S. 694, far q > 1 die Beziehung: 


+e 


(14) K, 

wo: 

(15) K 


A + S“ + ' 


\ft 




: v+l | K„_|_ li „ +? A 1 , + a„ +1 A„_ 1 

l/ n i n J 


[P* + ^r+1, r+f 1 


+ *±•1+. 

+ 1 + |ft+. + 


+ I 


Aus Gl. (14) findet man: 
(16) 


K. +f B,-A, 


*V+1 




+ P 


l) 


nnd daher mit Rflcksicht anf die in (15) enthaltene Ungleichung: 


(17) |K, +? B r - \\ < |^v+p B y—i “ \-i|» 

wo das GletchheHszeichevL nur gilt, wenn gleichzeitig p = 1, P f+l = a v+1 
(s. Fufinote 1). Die Differenzen •VhA-A haben also, wie aus (16) 
hervorgeht, altemierendes Vorzeichen 1 ) und ihre dbsoluten JBetr&ge nehmen 
mit wachsendem v monoton ah (abgesehen yon dem eben erw&hnten 
Sonderfall, in welohem Gleichheit zweier konsekutiver Absolntwerte 
stattfindet). 1 

Mnltipliziert man UngL (17) mit g~ und zieht rechts den Faktor 
B y _ x heraus, so folgt weiter: 


(18) |K, +( -K,| 


S—1 


K.+ f - K .-il 


<|K, +f -K,_, (b. tJngL (18)) 


1) Das ersie Gleichheitszeichen wflrde nur fflr q -1 gelten (in welohem Falle 
ja K v . i r+l = |J y+1 wird), du twcite, wenn dann auBerdem: ( Wft8 

ja auf Grand der enten Bedingung (13) sul&ssig ist). 

8) Dabei hat A y doe Vorzeichen yon (—1)*', da fflr r = 0, j > 1 

doh ergibt: 

K„B A -A A -K a -P n >0. 



Nr 8. 
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und durcb wiederbolte Anwendnng dieser Ungleicbung: 

(19) |K„+,- K,| < |K, +< — KJ 0<v, ^l), 

also insbesondere fdr v + p = n: 

(20) |K b —K,|<|K b -KJ (p<v<n, tibrigens offenbar auoh fttr v = w). 

Somit ergibt Bicb der folgende Satz: 

Genu gen die positives, Zahlen a v , (H y (y= 1,2, • • • n) den Be- 
dingmgen (12), so liegt jeder Ndhermgsbruch emem Naherungs- 
bruch mil hoherem Index hew. dem Werie des Gesamt - Ketten- 
bruches nether dls irgendemer seiner Vorgcinger. 


3 Sind alle a y = 1, gehort also der Kettenbruch der ersten Hawpt- 
form an (s. § 94, Nr. 4, S. 710), so rednzieren sicb die beiden Be- 
dingungen (12) anf die eine: 

(21) /3,^1 (v = l, 2, 

Die Differenzenformel (Y1I) von § 92, Nr. 2, S. 697, nimmt als- 
dann die einfacbe Form an: 


(22) K v - = Lilli („ - 1,2, • • •,») 

V — 1 y 

and daraus folgt insbesondere fttr v — n : 

(23 a) |K„ - K„_,| = g-i-g- < gr- (» UngL (13)). 

w — l n B n-1 


Nimmt man andererseits v < n — 2 an, bo liegt anf Gtrund der 
Scblufibemerkung von Nr. 1 dieses Paragrapben K n awischen K y nnd 
K +1 , Bodafi also: 

|K„— KJ < |K, + i— K.| 

and daber, wenn man in Gil. (22) v durcb v + 1 ersetzt: 

(23b) |K„- K„| < b4—-< A (- = 0,1, •••,»- 2). 

Dnrob Zusammenfassong dieser Beziebung mit der zuvor unter (23 a) 
angegebenen, der Amnabme v = n — 1 entspreebenden, ergibt Bicb: 


(23) 


1st: K B =/3 0 -f |^-J , wo 0^1 (v= 1,2, ••■,»), so hat man: 

* = 0 , 1 ,— 1 ). 

1 X *+1 

TtsiTina rtA 7/ /7/tO In «M Ml/A* /i/m TP/fTI • 4> e 41 “_ 1 
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4. "Wir wollen noch untersuchen, inwieweit die in Nr. 1 festgestellten 
Eigenschaften der A r , B r , K y bestehen bleiben, bzw. Abandemngen er- 
leiden, wenn fUr die Teilnenner ft auch der Wert NiiU zagelassen wird 
(w&hrend nacb wie vor darchweg: cc v > B 0 vorauagesetzt wird). Aus der 
Rekursionsformel: 

B v = ftB y _ t + <t v B v _ j 


folgt, daB in jedem Falle: 

(24) 

also bei fortgesetzter Anwendung dieaer Beziehung, wenn man noch 
die Falle v = 2 [t and v = 2 p + 1 trennt and beriickaichtigt, daB: 
B 0 = 1, B t = ft: 

( 2B ) B i^ V'V-s * * • B i/t+i= a i/*+i a t /*—i * ‘' 

Die B S/i Bind also unter alien Umstanden von NuU verschieden, und 
das gleiche gilt von den B s _|_ t , so fern nur feststeht, daB ft>0. iBt 
abo diese letztere Bedingung erftillt, bo ist das Yorkommea sinnloscr 
Ndhenmgshniche definitiv ausgeBchlossen, auch wenn ftir v > 1 beliebig 
oft oder sogar bestandig ft = 0 ist. 

Fllr die A v findet man, falls ft, > 0, analog: 

(26) A t/ ,> «„,“■(*-« • • • 

sodafi also atte A, weaentlich jp ositw ausfallen, und das gleiche gilt 
fQr die A, , wenn ft > 0 (anderenfalls, wegen: A |)U > ft^ • A >/4 _ lf fQr 
g>m, wenn ft m > 0). Im Falle ft < 0 ergeben sich entaprechende 
Modifikationen wie in Nr. 1. 

Laflt man die Bedingung ft > 0 fallen and ist etwa m der kleinste 
Index, fQr welchen ft m+1 > 0, bo nimmt die Rekuraionaformel fflr 
/i = 1, 2,*•■(»> — 1) die Form an: 

B i/i+i = a s,u+i B i /*—i 5=3 a i l u+i ef i j u —i * * * a »0i 5=3 

wahrend: 

B lm+1 = 0«m+l B *m ^ ^ 

und daher nach (24) auch fQr g > m: 


B «^+i 


> 0 . 


In diesem Falle, d h. wenn: ft = ft = • ■ • ^ ft m _i 1=3 0? werden 
also die ersten m — 1 NaherangabrUche mit ungetadem Index sinrdos, 
jedoch hem weiterer, fallB > 0 (Qbrigens auch, wie aus dem oben 

Geaagten hervorgeht, hein emsnger mit geradetn Index). Sind also mcht 


dUe ft = 0, bo gibt ea von einer bestuumten Stelle an heine sinn- 
losen J'f&herungsbrtlche. 
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Nr 1. 


Ans der erslen der fdr die Naberungsbrttcbe geltenden Differenzen- 
formeln: 


,-K =(-!)'- 




— K — ( 1 g l a b"‘ g »-H a 

I V B,B„ +1 'Pv+« 


folgt, dafi geradeso wie frilher: Ki^ < K s ^ +1 (mit Ausscblufi der Gleiohbeit 
und unter der Yoraussetzung, dafi K,^ +1 nicbt sinnlos ausfallt), w&hrend 
die eweite Form el, mit BerlickBiohtiguug der nanmehr zulossigen M5g* 
lichkeit: 0, +l = O, ergibt: K s ^<K JjU+s bzw. K^ +1 (wobei das 

Gleich1mtsz.eich.en gilt, falls: j9 J/t+1 =0 bzw. fa ft + 1 = s 0 und nicht zu- 
gleicb: j9 f t = • • • = fa = fa = 0). Hiemaob ergibt sich insbesondere 
im Falle fa > 0 (in welchem ja da? Yorkommen smhloser N&herungs- 
brfiche ausgesohlossen ist): 


(27) K 0 ^K s <---^K j( ^...^K 8 <K 1 

(wobei tod den zn beiden Seiten yon K n auftretenden Gleicbbeitszeicben 
selbstverstfindlich nur das eine Geltung baben kann, namlicb das erste, 
wenn n gerade, das zxcevte, wenn n mgerade und zugleicb fa= 0). let 
dagegen: fa= • • • = fa m _ t = 0, so briobt die Folge der nicht-sinnlosen 
Naherongabrflche mit K 8m _|. 1 ab, bzw. K n wird selbBt sinnlos, wenn: 
n = 2m — 1. 


§ 101. Endliche regelmfifllge Kettenbrfiche. — Identit&tssatz, — 
Besondere Elgenschaften der N&herungsbriiche. — Lineare 
Diophantische Gleichungen. 

1. Spezialisiert man die zuvor betrachteten Kettenbrtlcbe yon der Form 
j- noob in der Weise, dafi man unter den Teilnennern fa fttr v ^ 1 

dnrobweg naiurliche Zablen verstebt, wabrend fa eine beUebige ganze Zabl 
(einscbliefllicb der Null) sein kann, so kommt diejenige einfacbste Gattung 
yon Kettenbrflcben zum Yorschein, welcbe den Ansgangspunkt unserer 
Betracbtungen fiber Kettenbrfiohe bildeten und in § 88, Nr. 2, S. 671, 
als regelmUfiige Kettenbrfiobe bezeicbnet warden. 1 ) lbre Naberungsbrttcbe 
besitzen dann aufier den bereits im vorigen Paragraphen entwickelten 
Eigenschaften (s. insbesondere die Beziebungen (10 a, b), (11), (18), (10); 
(20), (22;, (28)) noob gewisse andere wesentlicb zahlentheoretischer Natur, 
die yon der GanzzahligTeeit der fa herrfibren. 

Ans den Grnndformeln: 

(1) B. - 1, B, = /J„ B, = /J r B,_ 1 + B,_, (wo: fi, > 1) 

1) Han flndet in der Literatur gelegentlicb anoh die Bezeichnangen et nfache 
oder gewShnlicht Kettenbrtlcbe. 
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§ 101. Endliohe regelm&fiige Kettenbrilche: Identdt&taaatE. 
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folgt zunachst, daft die B v durcbweg naturliche Zahlen sind, die im flbrigen 
(zum mindesten mit v > 2 anfangend 1 )) gleicbzeitig mit v monoton eu- 
nehmen (wie schon bei den Kettenbrllcben yon Nr. 2 und 3 dea vorigen 
Paragraphen — a. UngL (13), S. 749). 

Das gleiche gilt auf Grand der Formeln. 

(2) A 0 = 0 O , Ai = fa fa + 1, A ? = + A v _, 

filr die A„, falla > 0.*) 1st dagegen: /3 0 <0, d. h. fa< — 1, ao folgt 
offenbar: A x < 0, mitbin werden alle weiteren A, negativ und mit v 
mmerisch jtunehmend. 

Da ferner auB Gl. (VI), § 92, S. 696, folgt: 

(3) 

so konnen A y , B y keinen gemeinsamen Toiler baben, mi tbin eracbeinen 
alle Naberungsbriiche — Ton Tornberein in der Form redueierter Briiche. 

Den letzten Teilnenner einea regelmaftigen Kettenbruches kSnnen 
wir, wie acbon in § 88, Nr. 2, S. 671, berrorgeboben wurde, nacb 
Belieben ala > 1 oder als = 1 vorauasetzen oder aneb, waa auf das- 
selbe binaualauft, den Kettenbruch ao anacbreiben, da6 seine Glieder- 
zahl nacb Belieben eine gerade oder wngerade iat. Dies Torauageschiokt, 
gilt der folgende wichtige Satz: 

Ztoei gleichwertige regebndfiige Kettenbriiche, deren letzter 
Teilnenner grofier ais 1 ist, sind identisch. 

Beweis. Da: 


( 4) /»„.+ [£•]" (fOr m — 1, 8, - - ■ (»-l)) 

r i 

und der Kettenbruoh j- den reziproken Wert dea Kettenbrucbea 
Lr*d m 

(4) daratellt, so folgt, daft durcbweg: 

(6, «<K1<> 

(und zwar unter der liber fa gemacbten Vbrauaaetznng aucb nocb fBr 
m = »). Angenommen nun, man babe: 


(6c) 

also: 

cv 




1) Im Fallq fa =■ 1 wire noch Bj » B 0 , sodum aber: B, ■■ fa -f 1 > B x uif. 
8) Iatt fa «» 0, fa => 1, fa =» 1, ao wird: A, s* 1, A a b l, also: A,»A, und 
orit: A, b A, + 1 > A, uaf. 
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so folgt, da die lirike Seite dieser Gleichung eine ganze Zahl (ein- 
schliefllich der Null), der absolute Betrag der rechien kleiner als 1 isb, 
dafi beide Seiten den Wert 0 haben miissen, und man findet somit: 


m" rn" 

= @of 77 “ jjf" 

Lp v Ji LPvJi 


Aus der zweiten dieser Gleichungen ergibt Bich alB Gleicbung ftlr die 
reziproken Werte: , 

«*> 

und bieraus durcb die zuvor beniltzte SchluBweise: 




In dieser WeiBe weiter fort scblieflend gelangt man zu der Beziehung: 


ri-l* 

fl' + — = 8 

rn ‘ ot r„ 

LPyJ n-t-l 


aus der mit Notwendigkeit folgt, daB: 

/ 

(sj k = /*„» rjr - ! = o. d - h -»'=»■ 

LP V J n +1 

Damit ist der ausgeBprochene Satz bewiesen 

2. In § 88, Nr. 2 f S. 669ff. ; wurde bereita gezeigt, daB jede positive 
gebroohene Rationalzahl ^ bzw. jj (| 0 relativ prim zu und ^ > |j) 
durcb einen regelmaBigen Kettenbruch dargestellt warden kann. 1 ) Dieses 


1 ) Treten an die Stelle von | 0 , zwei Zablen, gjj, die einen von 1 ver- 
aohiedenen grBQten Gemeinteiler d haben, oIbo £j = #i 0l wo £ 0 , £, ’wieder 

relativ prim zneinander Bind, bo liefert der Enklidiache Algonthmus an Stelle des 
QleiohungBsyatema (1), S. 670, dae durch Mnltiplikation jeder einzelnen Gleichung 
nut d daranB hervorgehende, also: 


i = Pn— 1 * 6 * + * 


d£ 

Dieses GleichnngBBjBtem liefert aber fflx = genan dteselbe Kettenbrnoh- 

daiBtellung wie diejenige, welohe ftlr j- Bich ergeben hat. Der letzte N&hernngs- 

Si 

bruoh dieses Kettenbruches ist also nicht ldentiach mit -p, Bondern mit der redu- 
e Si 

■inri'ATi TTfirm — Hi amah "Rmi'hon 
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Reaultat lafit sich jetzfc dahin vervollstandigen, dafi eine Bolche Dar- 
stellung nnr aof eine einzige Weise m5glioli ist, sobald bezAglich des 
letzten Teilnenners (oder auch der Gliederzahl) die oben angegebene 
Einschrankung gemacht wird. 

Hierzu sei noch erganzend bemerkt, dafi sicb aucb jeder negative 
(ecbte oder unechte) Bruch in einen regelmafiigen Kettenbruch (mit 
negativem Anfangsgliede) entwickeln IiLfit. Man hat; namlich (immer 
unter der Yoraussetzung So> 

und a -l i*. 


( 10 ) 


(am: |-ft + a, wwfecfe): 

-^ = -A-| -05. + l) + il f^> 

sodafi es schliefilich nnr darauf ankommt, die positiven (echten) 
Brfiche in regelmafiige Kettenbrdche zu verwandeln. 

6 q Sx 

3. Bedeutet p eine beliebige gebrochene Zahl, so eiistiert also 
eine eindeutig bestimmte Darstellung von der Form: 

(11) «*« 0°+[pr 

wo ft eine gewisae ganze Zahl (einschliefilich der Null) bedeutet, wah- 

rend die B fflr v > 1 natfirliche Zahlen mit dem ausdrttoklichen Zu- 
* ~ A_ 

Batz ft, >2 sind. Man hat sodann: p = und im tibrigen nach 

Ungl. (23) des vorigen Paragraphen, S. 750: 


( 12 ) 




(v — 0, 1, • • • (» — 1)) 


(wobei das vorhandene CrZeKMeifezeichen nur im Falle v = n— 1 gilt). 


A A 

Zugleich liegt p stets zwischen und (y = 1, 2, ■ • ■ » — 1) und 
A “r—1 

zwar ntiher an ^ (s. Nr. 1 und 2 des vorigen Paragraphen), sodafi also: 


(13) 


' A,| 


1 

> 

< 

f ~%\ 

< 

9 B i 


(v — 1, 2, ■ • • »). 


tlbrigenB besteht sogar die starkere 1 ) Ungleiohung: 


1) Ana Ungl. (18) wfirde dnroh Multiplikation mit B nnr folgen, dafi. 

0 Q 

| «B„ — A, | < -s-^- • | eB r _ 1 —A y _ x |, wo > 1. Dagegen ergibt aich nm- 

“v—1 —1 

gekehrt ana Ungl. (14). 



B,_ x 

hy - J 



1 1 

V 

< B ’ 

V 

P D 

B *-l 

< 

9 ~ 

i 

1 

K 
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vie nnmittelbar ans UngL (17) des vorigen Paragraphen, S. 749, hervor- 
geht, wenn man daselbst v + p == n eetzt und beachtet, dafi der a. a. 0. 
angeftihrte Fall der Gleichheit rnfolge der Voiaussetzung /3 n > 1 
(also: 0 n >a n ) hier defimtiv ausgescbloBsen ist. 

Die NSheningabriiclie ^ oder, wie man auob zu sagen pflegt, 

die Naherungsbrflche von p besitzen (lberdies noch insofem einen ganz 
spezifiscben Charakter, als jeder derselben der Bruch mit Tdeinsietn 
Nenner ist, durch welchen (in einem sogleioh noch genauer anzu- 
gebenden Sinne) ein bestimmtes MaB von Annaherung an die Zahl p 
erzielt wird Es gilt namlich der folgende Satz: 


Bedeutet ^ (wo B f >0) irgendeinen Bruch , der ewischen 
Btcei konsekutiven Nakerungsbriichen - ^~ - 1 und ^ liegt oder der 

A °»_1 “y 

Zahl p =* -jp ndher Tcommt cds irgendein bestimmter Naherungs- 
bruch g- r , so ist stets: 


und g^, so hat man znn&chst: 


116) 


B'>B,. 

A / 

Beweis. Liegt ^ zwischen 

A r _i 
By —1 

(16) 

H 

1 

* 

< 

» 1 
< 1 


A' 

B B , 

y y —1 


B' 


i 


i 


> 0 . 


Nun ist (s. Gl. (22) des 

\ 

By” 


vorigen Paragraphen, S. 750): 



i 


i 


l 

B ,b’ 

y—1 y 


sodaB sioh duroh Einsetzen in die linke Seite von Ungl. (16) and 
Multiplikation mit B^^B' ergibt: 


(17) |1>|A'B,_ 1 -B'A,_ 1 |>0. 

Da aber die positive Zahl | A , B |( _ 1 — B , A r _ 1 | eine game Zahl und so- 
mit mindestens = 1 sein muB, so folgt: 

B' 

g- > 1, also, wie behauptet: B f > B r . 

Es werde jetzt zweitens angenommen, dafi naher an p = — liege 

B ^ 

als irgendein beliebig herausgegriffener der Brflohe (v < *»), sodaB 
also: * 
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Non liegt q zwischen 


* T »—1 


und d. h. man hat 


Ay | Ay Ay ^ Ay 

entweder: s — < q < g- oder: s -> q > — 


■>—1 


i 


und ilberdies mit Bertlcksichtigung Ton UngL (13) und (18): 


9 


i 


B 


V—l 


A, 

? B„ 


A' 


Daraus folgt aber, daB Q? entweder gwischen —- und o oder 
A B i A 

zwischen p und also schlieBlioh in jedem Falle zwischen -ft-— 
A B * 

und =- liegen muB und daB daher auf Grand des zuvor gefondenen 

Ergebnisses wieder, wie behauptet: 

B f > 

4. Yersteht man unter a, j3 zwei rdativ prime nattlrliche Zahlen, 
also unter % einen positiven (echten oder unechten) redusierten Bruch und 
unter -£• den letzten NJLherangsbrucb des mit -5 gleichwertigen regel- 

maBigen Kettenbruches, so hat man: A n = a, B n = 0, und die Differenzen- 
formel ( 3 ) liefert daher fttr v — n die Beziehung: 

(19) 


Multipliziert man diese Gleichung mit (—l ) w—1 ■ y, wo y eine be- 
liebige positive oder negative ganze Zahl bedeutet, und sohreibt s*/3 
statt (i t wo 9 *= ± 1, so nimmt sie die Form an: 

(20) «• ((-1)"~ '• yB„_,) - 1 § • ((-1)" _ 1 ->yA,_ 1 ) = y 

und die Vergleichung mit der „Diophantischen“ oder „unbcstimnuen“ 
Gleichung: 

( 21 ) ai-tfiri = r (wo:« = ±l) 


zeigt, daB dieser Gleichung genttgt wird, wenn man setzt: 

(22) S = (- l)"” 1 * i? = (- l)"” 1 - sy 

Man flndet also auf diese Weise zunachst ein ganzzahliges 
LSsungspaar der unbestimmten Gleichung (21). Daraus lassen sich 
dann aber leicht alle moglichen ganzzahligen LSsungspaare jener 
Gleichung ableiten. Bedeutet n&mlioh £ l} r\ x irgendein ganzzahliges 
LSsungspaar und Betzt man hierauf: 

(23) = 1 1 f = 

)o genflgen £ und 17 dann und nur dann der Gleichung (21), wenn: 
« (61 + £’) ~ fa + V) ** W 
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d. h., wegen: tt% x — ~ V> wenn: 

al'—sprj' = 0 , 

also (abgesehen von der keine neuen Losungen liefemden Mogliohkeit 
S'= 0, v' = 0), wenn: 


Da aber a und rdativ prim sind und £ f , rf garnet Zahlen sein 
sollen, so wird dieser Bedingung nnr genfigt 1 2 ), wenn gesetzt wird: 

(25) £' = sXfi, V = Xa, wo: X — ± 1, ± 2, • 

•Somit liefert jedes Wertepaar von der Form: 

(26) £ == ij + sXfi, rj = ifr + Xa (X = ± 1, ± 2, ) 

ein nenes gaozzahliges Losuugspaar von Gl. (21), nnd alle moglicben 
ganzzabligen Losungspaare sind (mit Hinznnahme von X = 0) in dieser 
Form enthalten. 

Folglich ergibt sick: 


Sind tt, /S naidrhche, eueinander rdativ prime*) Zahlen, 
y eine bdiebige positive Oder negative game Zahl und e = ± 1, 
so besvtet die (lineare) Diophantische Gleichung: 

aZ — spri = y 

unendhch vide ganemhlige Losungspaare, ndmlich: 

(27) £ = (~l ) f,_1 -*} = (— l) n ~ 1 -sy/K n __ 1 + Xa 

(A = 0, ±1, ±2,.), 

too B n _ x den vorleteten NaJienwgsbruch-Zdhkr und 

-Nenner des regehnafiigen Kettenbruches fur bedeuten 

P 

1) Da 6 = —, so kann man selbstverst&n dlick auoh setzen 

£'=ip, i}'=ala 

was aber im Falle a=+1 mit (25) vollst&ndig zusammenf&llt nnd im Falle s = —1 
infolge der Bedeutung von X nnr anf eine andere Sohretbwetse von (25) hinans- 
l&nft (indem nflmlioh si an die btelle von 1 tritt). 

2) W&ren a, J3 mcht relativ pnm, sondem htLtten einen (von 1 veraohiedenen) 
grCBten G-ememteiler d, so mnB offenbar, wenn die Gleiohnng: 

“fi—s|!ij = y 

-Qberbanpt ganzzahlige L5snngen besitzen soil, auoh y duxoh d teilbar sein. Wird 
dann gesetzt- fl = d.p', y-d-y', 

so lafit sich die obige Gleiohnng dnzoh Division mit d anf die Form bringen 

«' 6 — 

wo jetzt a', p' rdativ prim sind, sodaB also die Anfgabe anf den im Text be- 
bandelten, Fall znzdokgefflhrt ist. 
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BeispieL Eg sei die Diophantische Gleiohnng vorgelegt: 
163 x — 127 y = 10. 
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Der zur Verwandlung von — in einen regelm&fiigen Kettenbruoh 
erforderliche Algorithmnfi lautet dann folgendermafien: 


163 = 

127- 

1 

+ 

26 

127 = 

26. 

•4 

+ 

23 

26 = 

23 - 

1 

+ 

3 

23 = 

3 

■7 

+ 

2 

3 = 

2. 

■1 

+ 

1 

2 = 

1' 

-2, 




Die einzelnen Quotienten, also die Teilnenner des fraglichen Ketten- 
brnclies sind danach: 1, 4,1, 7, 1, 2. 1 ) Znr Bereobnnng der NahemngB- 
br&che bat man sodann die Anfangswerte: 

Ao=l, B 0 = 1 

A, = 4.1 + 1 = 6, B x = 4 

und fflr v > 2 die Rekursionsformeln: 

= /5 y A y _ x + A,_,, B y = j8 r B y _j + B y _ 

Die weitere Reobnmig lafit siob dann fibersichtlich mit Hilfe 
des folgenden Schemas ausfQhren (wobei man also zunachst in die 
beiden ersten, den Indizes v = 0 und v = 1 entspreohenden Eolonnen 
die oben angegebenen Werte fdr Aq, B 0 , A v Bi einzutragen und darauf 


v = 2, 

3, • • - 

naoh den Rekursionsformeln 

welter zu 

reohnen bat): 

v = 

0 

1 

2 

3 

4 

6 

/*,= 

1 

4 

1 

7 

1 

2 

\= 

1 

6 

1*6 + 1 

6 

7*0+6 1 

47 

• 47 + 6 

68 

2.68 + 47 

168 

B.- 

1 

4 

1*4+1 

6 

7*6 + 4 1 

89 

*89 + 6 

44 

2*44 + 89 

127 


Den letsstm Naherungsbruoh, welcher ja mit dem ursprQnglioh ge- 
163 

gebenen Bruobe identiscb ist, brauohte man eigentlicb nicht zu 
berechnen, doch liefert das betreffende Resultat eine zweckm&fiige 


1) Han bat also: 


168 

117 


= 1 + 


JJ 



. JLl i i| , 

Ti 7 i-TT r 


JT' 
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Probe daffir, ob die Bechnung ohne Fehler durchgeftlhrt ist. 1 ) Als 
Zabler und Nezmer des vorletsten Naherungsbruches findet man: 

A 4 =63, B 4 = 44 

und daber naoh Formel (27) (da y = 10, s = + 1, w = 6 , also 
(- 1 )" -1 = + 1 ): 

% =440 + 127 X, n = 530 +153 X (A = 0, ±1, ± 2, - - - •)• 

Das kleinste positive LSsungspaar kommt fiir X = — 3 znm Yor- 
schein, namliob: 

5 = 59, 17 = 71. 

§ 102. Unendllche Kettenbrfiche ans positlven Zahlen. — Not- 
wendlges nnd hlnrelchendes Konvergenzfcrlterinm ftlr Ketten- 
brUche der ersten Hauptform. — Dbertragung auf die alleemeine 
Form nnd Herleltnng vereinfaehter hinrelehender Konrergenz- 
krlterlen. — EinfluB der Null als Teilnenner. 

1 . Wir verstehen jetzt unter a y} p v (v = 1, 2, 3,-) bdiebige 

positive Zahlen, nnd zwar zwei unbegrenzte Folgen solober Zahlen, 
wahrend /3 0 auch < 0 sein kann, und gehen daranf aus, tiber die Kon- 
vergenz oder Divergenz des nnendlichen Kettenbrnches: 



ngendwelche bestimmte Aussagen zu machen. 

Setzt man wiederum: 

(1) K„= ^=- = ^ + ["^“1 L = 1, 2, 3,.; speziell: Ko= ^ = /S 0 \ 

1) Die Bereobnung von A,,..] nnd B ft _ 1 wird flbrigens merblioh kflxzer, 
wenn man den nm das Endglied verkttrzten Kettenbrucb „wm rechis nach links? 1 
(vgL S. 688, Fnflnote 1 nnd das Beiapiel 8. 688/4) rednziert. Man gebrancht in 
diesem Falle znr Bereobnung von B n _j nnr gerade soviele Sobritte wie bei dem 
Verfabren des Textee, w&hrend sodann A fi _ 1 duroh einen einmgen •weiteren 
Schritt siob ergibt. Man bat n&mlioh, wenn man die Bezeiohnongen des Becb- 
nnngssobemas anf 8.684 anwendet: a\ ■= B f| _ 1 , x 0 <=■ A f( _ 1 . Bei dem vorliegen- 
den Beispiele gestaltet sioh die Beohnnng folgendermafien: 

v — 4 8 ,2 1 0 

1 7 1 4 1 

x K = 1 7-1 + 1 1-8 + 1 4-9 + 8 1-44+9 

8 9 44 68 ’ 

also: B 4 =* x t => 44, A t — cc 0 «■ 68. 
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bo besteben nach § 100, Nr. 1, S. 748, die beiden unbegrenzt fortsetz- 
baren Folgen von Ungleichnngen (a. a. 0. Form el (6)): 


Ko < K* < * ■ * < 

K,>K»> > K J/I+1 > * • • • 


und zngleich (a. a. 0 UngL(8)): 


Daraus folgt aber, daB jede der beiden monotonen Folgen (K a ^), (K 9 x ) 

einen bestimmten endlicben Grenzwert besitzt, etwa: 

(4) tim K s ■ = K, lim K = K. 

Dabei bat man mit Rtioksicht anf die TJngleiobungen (2) nnd (3) allemal: 
<»•> K lff <K^K<K 1;i+1 

nnd ancb: 

(6b) K,^_i>i<>i<>K 1 ^ 

sodafi also K nnd K stets zwischen zwei gcmz behebigen Tconsehdiven 
Naherungsbrticben K y nnd K y+1 liegen, was auoh von jedem Nabernngs- 
brncbe mit einem Index v* > v + 1 gilt. 

Mit Rticksicht darauf, daB nnr die beiden Moglichkeiten K = K 
nnd K < K bestehen, gewinnt man den folgenden allgemeinen Satz: 


(I) Em unendlicher Eettenbruch mit lauter positiven TeU- 
zaMem und Teilnennemkann nwr Jconvergieren oderivesentlich 
divergteren , und zwar im letzteren Fable zwischen end- 
lichen Grenzen oszillieren. Sein Wert bzw. seine beiden Haupt- 
limites l ) liegen stets zwischen zwei gam bdiebigen Tconsehutiven 
Ndherungsbriichen}) 


Dafi jeder dieser beiden zun&cbst als einzig mogUch erkannten F&lle 
ancb wirUich eintreten kann, wird sioh in der Folge noob ergeben. 
Da im tibrigen bei jedem wesentlich divergenten Kettenbrncbe ancb jeder 
mit einem spateren Gliede beginnende nnendlicbe Kettenbmob wesent¬ 
lich dwergiert nnd nmgekebrt (naoh § 98, Nr. 6, S. 740), so folgt noch, 
daB im Falle der J Konvergenz ein Kettenbrncb der vorliegendqn Art 
stets t mbedingt konvergiert. 


1) D. b. die Haaptlimitee der Zablenfolge 


2) 1st ^ 0, so ist also der Wert eines solohen Ejettenbrnches bzw. jede 

der beiden OnailliLirinnH 0 rAnKmn ui.iMtl.'.l aMH^n /alan w.«7i 
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Da fibrigens die Zahlenfolgen +1 ^ in jedem Falle 

Itonvergieren, so ergibt sich noch, dab die leiden aus dem gegebenen 

• Ao „ 

durcb Kontrdktion bervorgebenden Kettenbriicbe, deren emer die -=-£> 
A B j|U 

deren anderer die p 8 ^ - zn NaherungsbrGcben bat (b. § 96, Nr. 2 , Gl. (4) 
*/*+ l ■* 
und (6), S. 719), stets Iconvergieren. 


2. Um brancbbare Kriterien fflx das Eintreten der Konvergenz 
bzw. Divergenz zu gevriunen, betraohten wir zunacbst den Fall, dab der 
zn untersuohende nnendlicbe Kettenbruch der ersten Hauptform (s. § 97, 
Nr. 2, S. 728) angehbrt Dabei stebt es frei, da das additive Anfangs- 
glied fl 0 in bezag anf die Konvergenz oder Divergenz offenbar obne 
Einflufi ist, obne Bescbrankung der Allgemeinbeit /3 0 = 0 zn setzen, 
also einen Kettenbrnob von der Form: 


(6) (jc.)=rfT (fi r >o) 

LPkJ 4 


den weiteren Betracbtnngen zugrunde zn legen. Werden anob bier 

wieder die Nabertmgsbrttobe mit (y = 0,1, 2 , .) bezeicbnet, so 

folgt ans der Rekursionsformel: 

(7) b ,-h = 0,+A + B,_ 1 0>1), 

dab stets: 

b, +1 >b,_ 1 (»ai), 

und daber: 


I l = B,<B,<-. <B^ <. 

lft = Bi<B,<.-.<B >(l+1 <.. 

Die B r bleiben also fflr v > 1 durobweg oberhciXb der bleineren der 
beiden positiven Zablen 1 nnd 
Andererseits bat man: 


C9i) 

(9 S ) B, = fcft + 1 <(1 + A)(1 + ft). 

Angenomman, mm habe fOr m = 1,2, • • ■ n: 

(9) B.<25(l + «. 

X 

so folgt ans der Bekursionsformel (7): 

B.+i< fi.+iH(i + P,) + Pl(i + K)< 77(1 + />,)• 

Ill 
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Die Ungleiohung (9) gilt also fCLr jedes n, da ihre Richtigkeit fttrw = 1 
and n = 2 bereits, feststebt. Hieraus ergibt sich, dafi die B y unterhalb 
einer gewissen positiven Zahl bleiben, falls das rechts stehende Produkt 
fbr n —> oo in ein Iconvergentes tibergeht, und hierzn ist (nacb § 81, 
Nr. 1, S. 621) notwendig und hmreichend, dafi die Reihe konver- 

giert. Ist diese Bedingung erfallt, so streben also die nacb UngL ( 8 ) 
monoton zmehmenden Folgen (B^), (B 1/1+1 ) bestimmten endUchen Grenz- 
werten zu. 

Nun wurde in Nr. 1 gezeigt, dafi in jedem Falle die beiden Folgen 
(K g ^), bestimmte endlicbe Grenzwerte besitzen. Sollen dieselben 

msammenfalien, so ist wegen: 

I K ,+1 ~ K r I “ B r X +1 ( s - § 100 > Nr - 3, 01. (22), S. 750) 
notwendig und hinreichend, dafi: 


(10) lim | K , x — K y | = lim - 5 -^— = 0, also: lim B B . t = + oo. 

r->oo ^ r-Veo D y D »+l r->oo * 1 " 

Da diese Bedingung im Falle der JSjonvergenz von nacb dem 
zuvor Gesagten nicht erfallt ist, so folgt, dafi in diesem Falle der 
Kettenbrucb zwiscben endlicben Grenzen oszittiert. 

Dafi dagegen im Falle der Divergent von der fragliche 

Eettenbruob stets konvergieren mufi, erkennt man in folgender Weise. 
Multipliziert man die Rekursionsformel (7) mit B r , so ergibt siob: 


(U) 


B ,B r+ 1 -B,_ 1 B r = /} y+ 1 B; 


und bieraus durcb Substitution von v = 1 , 2, • • • « und Addition der 
resultierenden Gleichungen: 

b.b„ + 1 -b oBi =Jj^ + 1 b,> 

1 

oder auch (wegen: B 0 = 1, B t = fa) einfacber gescbrieben: 

( 12 ) B.B„ +1 = 

1 

Als notwendige und hmreichende Bedingung ftlr die Existenz der 
Beziebung: lim B b B b , , = + oo erscbeint daber die Divergentt der Reibe 

OB ' 

2 rl B Z-u und da die B y _ 1 durcbweg oberhcdb einer gewissen posi- 

i ® 

tiven Zahl lieoren. so ist diese Diveroreny oresinbnrt falls SJ /L diver- 
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giert. 1 ) In diesem Falle ist dann also din Bedingung (10) erfflllfc und 
der fragliche Kettenbruch somifc Convergent. 

Die vorstehenden Ergebnisse lassen sich zu dem folgenden Satze 
zusammenfassen: 

(II) Die notwendige und hinreichende Bedingung fib’ die Kon- 
vergenz des Kettehbruches (wo: fi v >0) besteht in der Diver- 

gene der Beihe Der Kettenbruch Iconvergiert damn eo ipso 

unbedingt und sein Wert ist wesentlich positw. Ist die JEteihe 
2fi v Convergent, so oseilliert der KeMetibruch zwischen ewei 
endlichen wesentlich positiven Zahlen. 

3. Um dieses Resultat anf einen Kettenbruch von der allcremeinen 

r si 00 

Form: |^J (wo: a y > 0, fi v > 0) zn tlbertragen, hat man nur zu be¬ 
ach ten, dafi der Konvergenz- bzw. Divergenzcharakter durch Aquivalenz- 
Transformation kerne Anderung erleidet (§ 97, Nr. 2, S. 728) und da£ 
andererseita sich ergibt: 

o p* —i qq m m qo 

m EHfJ,' 

wenn gesetzt wird (s § 94, Nr. 4, FormeI(23), S. 710): 


(14) 


»d ftr „>1: 


* 8 / 4—1 








*8/4 




8/4+1- 


S/i+1 

Da femer die Reihe schon dann und nur dann dwergiert, 

wenn mindestens eine der beiden Reihen j 1 dwergiert 

(wahrend offenbar diese letzteren Reihen beide homergieren mtlssen, wenn 
Convergieren soil), so findet man: 

(III) Die notwendige und hinreichende Bedingung fWr die 

(eo ipso unbedingte) Konvergenz des Kettenbruches jjp] (wo: 


a v > 0> fi v > o; besteht darin, dafi mindestens eme der beiden Aethen: 


as) y f 


“i“a 


a, a* 


*8/4—1 


A 


V 


2* 


a,ce t 




'8/4 + 1 


8/4 ' "** “I®*" * “8/4 —l a 8/l + l 

dipergiert. Sind beide Beihen Convergent, so oszilliert der 
Kettenbruch zwischen zwei endlichen wesentlich positiven Zahlen. 


1) Dafl flbrigena die Divergent von welohe naoh dem Geaagten ala 

Jnnreichend fill die Divergena von ^ B *_ x ezioheint, ancji dafflr nohomdig iit, 
ergibt sich ana der nivor gewonnenen Erkenntnia, da fl jm Falle der J Convergent 
ton 2^* ®i>— i unterhdtb einer gewiaaen poaitiven Zahl bleiben, alao gleicb- 

seitig mi* der Beihe 2P* anch kotweraieren wflrde. 
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Um die Beschaffenheit dieser Reihen zn untersuchen, wil’d man 
auf Grand der besonderen Bildungsweise ihrer Glieder zweckmaBig 
eines der Kriterien zweiter Art anwenden. So wtlrde z. B. die An- 
wendung des Cauohyschen Fondamentalkritermms zweiter Art (a. § 54 , 
Nr. 6 , S. 885) ergeben, daB die erste bzw. aweite der Reihen (16) 
dwergiert, wenn: 

(16) Rm < i bzw. Hm j 

iU-*-oo “a^-j-iPsju+a “a/uPs/i+i 

and daB also der Eetienbruch soli on konvergiert, wenn eine dieser beiden 
Bedingongen erftillt ist, wahrend die Divergent des Kettmbruches erst 
feststehen wilrde, wenn die entsprechenden ftir die Konvergenz beider 
Beihen maBgebenden Bedingongen gleichtsetiig beatehen, sodaB sie sich 
in die folgende eine zosammenziehen lassen: 

(17) 

r->oo a yPr-|-1 

Maebt man der groBeren Einfacbbeit zoliebe bei den Bedingongen (16) 
die analogs Zosammenziebong (wodorcb natflrlich das betreffende Krite- 
num eine gewisse EinbuBe an Tragweite erleidet, da ja nunmebr die 
Divergent der beiden Reihen (15) gefordert wird), so erbSlt man den 
folgenden Satz: 

(FV) Fur die Konvergenz bzw. Divergenz des Kettm- 
bruehes |^J (wo: ct v > 0, ^>0) ist hinreichend, daft: 

(18) Em 1 < 1 bjiw > x 

Selbstverstandlich bat es keine Schwierigkeit, diese Bedingongen dnroh 
Einfflbrong scharferer Reihenkriterien zweiter Art, wie des Raabescben 
ond der Bertrandscben (s. a. a. 0. die Formeln (Z f )), entsprecbend zo 
verschSrfen. 1 ) 


1) Dabei ist zu beaohlen, daB man nicht ohne toetieres die Znaammenziehong 
der Bedingongen (16) Mr die Divergent ond der entsprechenden Mr die Kon- 
vergens der Reihen geradeso wie beim Oaochyacben Eriteriom rornehmen darf. 
So wtlrden z. B. bei Anwendong des Raabeaohen Kriterioma^ oof die beiden 
Beihen (15) die betreffenden linken Seiten znntLchat laoten: 


|U->oo + 2 / 


oo ' * p "r * ■ ep-r* / j Um 

ond dieae laaien aioh zosammenziehen in: 


E5 1 

»->oo 9 \ “*^+1 


nicht: Jim v ^ 


/ «y+lPr-1 A 
\ *»•&»+1 / 
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BeispieL FQr den Kettenbrucb: |~^J ( wo: * > 0) bat 

man: “ r +^ -- = ~rv also lim——= a, der Eettenbruch hon- 

vergiert daher fQr a < 1, er divergiert fttr a > 1. Fiir a = 1 liefert 
daB obige Kriterium keme Entscheidung, man erkennt aber unmittel- 

bar, daB der Eettenbruch, dor jetzt die Form J bat, infolge der 

Divergenz von nacb Satz (II) nocb honvergierb 

4. Statt durcb direkte Anwendung vorbandener Eonvergenz- und 
Divergenzkriterien auf die Beiben (15) hinreichende Bedingungen far 
Eonvergenz und Divergenz des Eettenbruobes berzustellen, laBsen sicb 
zweckmaBig vereinfacbte hinreichende Eonvergenzbedingungen mit 
Hilfe der folgenden Bemerkung gewinnen: 

Wenn die Beibe Jeonvergiert, so hmvergieren stets auob die 

beiden folgenden: 

Wenn also eine dieser beiden Beiben divergiert > so divergiert aucb 

.Sc 1 ) 


1) Dagegen darf man niobt aaa der Konvergene von and nioht 

einmal ana deqenigen von 2VPUK+i aTL ^ die Konvergene von sohliefien. 
Setzt man b. B. jS' = ao homergiert 2 kk +1 = 2 7 ^ ) < ■wBhrend 

divergtert. — Betzt man ferner. 

n s + (-^iy 

«=(v) 

d h • 


und daher: 


bo iat: 


< (ap,— l) 

VEK+i<(7) S ’ 


also Convergent, w&hrend J^/3' offenbar divergiert. Immerhin kann 

man ana der Konvergene von YP M+t dann ohne weiterea anf diqjenige von 
2n Bobliefien, wenn die monoton aind, da ja in dieaem Falle 

K+i^VMTi- 
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Die Richtigkeit der ersten Behauptnng ist unmittelbar einleuchtend, 
da ja, wegen lim = 0, zum mmdeBten fiir hinlonglich groBe v 

T ->00 

r,K+i<r,- Zum Beweise der zweiten Behauptnng hat man: 

(fK-VFZ^^ o. 


also: 


und daher: 


VKK+i*k\W + K+ 1 ) 


V+ 1 -' 


i i 

woraus dann die Richtigkeit der fragliohen Behauptung sofort 
hervorgeht. 

Wendet man dieses Ergebnis auf die aus den beiden Beihen (15) 
zusammengesetzte Reihe an, sodafi also: 


o' o' — 

Pa,u—irSjU 






d. h. schlieBlich: 


r^v+l 


*r+l 


zu setzen ist, so ergibt sich aus dem Satze (III), soweit er die Kon- 
vergenz des Kettenbmch.es betrifft, der folgende Satz: 

(V) Fur die Eonvergenz des Kettenbruches (wo. 

a > 0, > 0) ist hinreichend , wenn die Bethe: 


(A) 


£ ^7+T 


oder mch ntir 1 ) die folgetide: 

(B) 


s+i 


(bzw. ein BestandteU dieser Beihen) divergiert*) 


. PrP r I 1 

1) Dieses „auch nur“ bezieht sich lediglioh auf den Fall ——— ■< l, m 
■welehem ja < 1/ —und daher die Beihe (B) neVir wohl divergierm 

V a r+l PyPy-Lj 

kann, w&hrend (A) konvergieri. 1st fflr nnendlich yiele v: -— ■> 1, bo diver- 

.eren ja ieide Beihen stets gleiohneitig (waB natflrlieh aneh im Falle 


—— < 1 eintreten kann). 

2) Dagegen -wflrde naoh dem in Fuflnote 1 der vorigen Seite Geeagten die 
Konvergent der Beihen (A) und (B) nioht ausreiohen, nm daraus die Divergent 
dee Kettenbruches zn erschliefien. 
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Blexben die Quotienten oberhalb einer positivbn Zahl (was 

z B. stets der Fall ist, wenn zum mindesten fflr hinlanglich grofie v: 

00 ist die Divergent der Reihe (A) bzw. (B) gesichert, wenn 
2 fi r bzw. 2 YF V divergiert, und man findet daher: 


(Va) 1 st. fi v >Y‘ ct v > 0 (wo: y > 0, ivn ubrigen behebig), 

t OC “j® 

y I , wenn die Reihe JEfi v Oder auch nur 

divergiert. 


SchlieBlicb ergibt sieh nocb flir den speziellen Fall fi v = 1, wenn 
also der Eettenbruch der tweiten Hauptform angehort: 


(Yb) Der Eettenbruch (wo: a y >0J ist Convergent, 

wenn die Reihe ~ oder auch nur 2 VI divergiert. 


Beispiel. Filr den Eettenbruch j~^f| lantet die Reibe (A): 

2 {vf' die Reilie Die erste nur ffir p ^ 1 divergente 

Reibe wflrde nur erkennen lassen, dafi der Eettenbruch fflr p < 1 
Iconvergtert, wabrend die ftir _p < 2 bestebende Divergent der Reihe ^B) 
die Konvergent dee Eettenbruches fHr p <: 2 anzeigt. Dagegen gibt 
das Eriterium (Y) keinerlei Anhaltspunkt zur Beurteilung des Eetten- 
bruches im Falls p > 2, in welcbem ja beide Reiben Tconvergieren 
Man muB daher auf den Satz (III) zuriiokgreifen. Das Raabesobe 
Eriterium ergibt dann die Konvergent der beidm Reihen (16), wenn 
(ygL S 765, Fufinote 1): 


Umj 

*>->■00 


/ a *+lfiy—l 
\ a pfiv+X 


0 


> 1 , 


d. b. also, wegen u y = v*, fi y = 1, wenn: 

Bm v (J(l + — l) > 2. 

Mit Benfltzung der Formeln (lb), (lib) von § 30, Nr. 2, S. 182/3, 
wenn man daselbst P = 1 +—» c = p setzt, 1 ) findet mtn aber: 


1) Die betreffenden Formeln beziehen sioh a. a. 0. zun&ohit nur auf rationdls 
Exponeuten c. Die erste der Formeln wnrde dann ep&terhin auch auedrfloklioh 
auf irrationals Exponenten C flberfcragen (§ 81, Nr. 5, 8 19*, Formel Ob)). Dieee 
Obertragong gilt aber auf Grand der a. a. 0. (Anfang von Nr. 6) gemaohten 
prinaipieilen Bemertung auob fQr die evmte FormeL 
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also: 


A ' * + i-i>' 


>i+^ 

V 

<1 + 


aodafi also die fraglichen JReihen filr p > 2 honvergieren, der Eetten- 
brncb also dtvergiert. 


5. Mit Rfloksicbt anf eine spaterbin zn macbende Anwendung 
wollen wir anob bier nocb den Fall genauer ins Ange fassen, dafi fiir 
die Teilnenner /3 r der Wert Nutt zulassig sein soil. Wird zunaobst 

angenommen, dafi /3 t > 0, so liefert der Kettenbrucb jjpj nacb § 100, 

Nr. 4 lauter wobldefinierte, durobweg positive Naherungsbrfiche K v , 
und zwar ist (Formel (27), Seite 752, mit Bertlcksicbtigung von 
K 0 =0): 

(19) 0 <[ K a < ■ ■ •< Kj^< • • •■^K Sjlt+1 < ••■<K JJ <K 1 . 1 ) 

Darans gebt aber bervor, dafi jeder Naberungsbrucb fur q > 1 in 
die Grenzen K r und K v _^ 1 eingesoblossen ist, dafi ferner die K S/i und 
die K,^ 1; geradeso wie im Falle durohweg wesentliob positiver /8 V 
bestimmte endlicbe, eventuell aueb zusammenfallende Grenzwerte 
K und K besitzen miissen, sodaB also der Eettenbrucb wiederum ent- 
weder zwischen zwei endlichen ZaMen oszttliert oder Tcowoergiert Dieses 
Resultat erleidet keine wesentlicbe Anderung, wenn = 0 oder gleich 
etwas allgememer: /J, = /J 8 = • • - = 0 lm-l = 0, dagegen /J lm+1 > 0. 
Der einzige Untersehied besteht dann (nach dem in § 100, Nr. 4 
Gesagten) dann, daB die m Naherungsbrflcbe K i; K s , ■ ■ ■ K Snl _ 1 und 
nwr diese sinrilos ausfallen. 

Eine besondere Betracbtung erfordert dagegen die Annahme: 
P*v+i = 0 Air jedes v = 0,1, 2, ■ • • •. In diesem Falle werden ja atte 
Naberungsbriicbe mit mgeradem Index swrilos, der Eettenbruob also 
in einer Weise divergent, die in den bisber betracbteten Fallen me¬ 
in als vorkommen konnte Dabei zeigt sicb nun aber bezfiglioh des 
Yerhaltens der NaberungsbrtLobe mit geradem Index eine zwiefaehe 
Moglichkeit, da sich das Ungleicbungssystem (19) jetzt auf das 
folgende reduziert: 


1) Dabei ist naoh § 100, Nr. 4: 

^S/i“ s ^ + a» wenn * + 

w&hrend im Falle “ 0 die im Text angegebenen Modalit&ten eintreten. 
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( 20 ) 


0 < K 2 < ■ ■ ■ < K 




f 


also die Begreneimg nach oben wegfaUt, sodafi hier die beiden Mog- 
lichkeiten bestehen: 


lim K s = K (d. b endlich ) und: lim K„ = + oo. 

fl-*-ao r fl->ao P 

TJm die B ed Id gunge n festzustellen, outer welehen der eine bzw. 
der andere dieser beiden Falle eintritt, wollen wir A s ^, B SjU mit Hilfo 
der tLblicben Bekorsionsformeln explizite darstellen ‘Man hat zu- 
nachst, wegen P 3fi _ 1 == 0 und B a/t _ 1 =0: 

®» jU == ^S/i-l = V-A/i-s (t 1 = 

und daher durch fortgesetzte Anvrendung dieser Beziehungen (mit 
Berflcksichtigung yon B 0 = 1 und A ( = aj: 


(21) B !(1 = (/, > 1).‘) 

Zur Bestimmung des A s ^ hat man sodann: 

\p = Pi p \p — l+ a S/i ^SjU — 3 

^ift— a = Pip—a\p— s tt »p—a^ap—i 

^lft —4 = Pip—*\p— 5"^ U ip — l\p — t 


A 4 = P t A # + a 4 A s 
A a = Pi\‘ 


Multipliziert man die zweite dieser Qleichungen mit a ift , die dritte 
mit usf., die Torletzte mit « a .,a a/t _ a ■ • ■ <* 6 und die letzte 

mit «| jU a a/t _ a • • • ot v so ergibt sicli durch Addition und Weglassung 
der beiden Seiten gemeinflamen Glieder: 


\p Pa^i a i ‘ ‘ ’ u apP*^ 8 a e ’ ’ ’ ^ip~^~ 

“t" P%p—i^ip—i a ipPip\p—i 


und somit durch Division mit B a ^ unter Berflcksichtigung der 
Beziehungen (21): 


( 22 ) 


^=-8 

*>p 


“s“* 




“l^ 


■ a ±H 

r “s“4 


a ip —1 
°Sju—S 
a ip-l 

“s M 


ft 

Pip' 


1 ) Da A s ^ a _ 1 > 0 , bo Bind also die N&hernngsbriiohe mit ungexadem Index 
dnrohireg in der Weise sinnlos, daB ihie reziproken Werte unzweidentig gleioh 
Nutt Bind. 
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Hiernach fallt also lim K,. =lim -=-= endlich oder tmendhch aus, ie 

^ p+coBs/u. ; J 

nachdem die fieihe: 

(23) 


a a a 4 • • ■ « 9/ 


konvergiert (bzw. sioh auf eine endliche Anzahl yon Smnmanden redu- 
ziert) oder divergiert In letzterem Falle und nur in diesem ist dann 

offenbar der Kettenbruch im Gegensatz zn dem Verhalten in 

den Fallen § v > 0 (v > 1) bzw. /3 X > 0, fi v >0 (v > 2) aufierwesentUch 

divergent (da, ja ffir fi Si 1 bereits: -~^—= 0 nnd daher: lim ~= oY 

\ 1 r-XxA- ) 

Es ergibt sich sornit der folgende Satz: 

(VI) The notwendige und hmreichende Bedmgung fur die 

ret - i 00 

auflerivcsentliche Divergent! des Kettenbruches I I , wo a, > 0, 
Pr ~ 0? besteht in der Beeiehung: *- *-' 1 

® = Pt = Ps = '' ‘ ~ Paft-i-i == . 

und der Divergent der Reihe (23). 

a . 

Wird jetzt wieder angenommen, dafi > 0, also: K. = -f, so lolgt 

Pi 

ans (19) mit Berflcksichtigung yon Fnfinote 1), daB: 




(24 a) K <g- bzw. im Falle der Konvergene: K < 

mit AusscMufi der Gleichheit, sofern nioht ansnahmslos: P Sju + 1 = 0 (flir 
fi > 1). Ist aber diese letztere Bedingnng erfiillt, so werden alle mit 
nngeraden Nnmmern yersehenen Naherungsbrtiche des Kettenbruches 

siwnlos, dieser selbst also nach Satz VI aufierwesentlich divergent, 

wenn zu den obigen Bedingongen noch die Divergent der Reihe: 

Pin °der ; wa8 offenbar auf dasselbe hinauslauft, die- 


1) Setat man durehweg: c^ = l (* = 1,2,8, ■ ■ ■) und sohreibt j^ztatt f! y , b6 

OP 

mmmt die Reihe die einfaohe Form an: Man hitte dieBOB spezielle 

l 

Resultat auoh direkt duroh Anwendung der im Texte befolgten Methode 
auf den Eettenbruoh herleiten und zodann mit Hilfe der Formel ( 14 ) zu 

der aUgemeineren Reibe ( 28 ) gelkngen kOnnen. 
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jenige der Reihe (28) hinzukommt. Daraus folgt waiter, dafi im Falle 
P Sfl+L = 0 (ft 1) der Kettenbruoh die untere Oseittationsgrenze 0 

bzw. bei Hinzntreten der eben erwahnten Reihendivergeuz den Wert 0 
besitzt und daft daher schliefilich an die Stelle der Ungleichwngen (24 a) 
die folgenden Gleichungen treten: 


(24 b) K=^ bzw. K-£ 

r 

tFbertragt man die soeben in bezng auf den Kettenbruoh I 

man also 

nur alle in Betracbt kommenden Indizes nm 1 zn emiedrigen hat), 
so lassen sioh die Torstehenden Ergebnisse in den folgenden Satz 
zusammenfassen: 


r(i{ -|« 

gemaehte Bemerkung auf den Kettenbruoh (wobei 


(VII) 1st /3 1 > 0, so gdten fur den Kettenbruch |j~J (wo 

durchweg: a y > 0) die Beeiehungen: 

(25) 0<K<K<K<^, 

wenn weder aUe P ifi , noch aUe /J f +1 filr 1 dm Wert 0 
haben. Dagegen wird dann und nur damn. 

(26a) K = 0, wenn: p ifl — 0 (ji = 1, 2, 3, .) 


(26b) 


und: - R ,- + 00 , 

K wenn: P Sfl+1 = 0 (/* = !, 2, 3, • • • ■) 



*i“a 




1 


‘ &%n 


+ 00 1 ) 


(wahrend an die Stdle dieser beiden Gleichungen .nur die 
folgendm treten: 


(27) K = 0 bzw. K=£. 

- Pi 

wenn die mtsprechende Zusatebedingung der Meihendivergenz 
nicht erfuUt ist). 


1) Dafnit iat Boh on uhplieite geaagt, dafi im Falle (26 a) unendlioh vlele 
/J 8|U + i» 11X1 JfrU* (26b) unendlidh viele p ifL von NuU verschicden aein mflsken. 
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Man hat also bei > 0: 

+ }o^ + + jo^ + +.*= 0, wenn die Reihe (26 a) divergiert, 

l^ + j^ + ]^ + |^ + ^+.= ^-> wenn die Reihe (26b) divergiert. 

Nach AusschluB des duroh Satz (VI) charakterisierten Falles anfSer- 
wesentlicher Dvoergeng behalten im tibrigen die in den Satzen(ll)—(Va) 
angegebenen Konvergenzbedmgungen ihre GtQtigkeit. 1 ) Nur braucht 
im Falle der Konvergeng diese nicht eine unbedingte zu sein, namlich, 
wie aus Satz (Yl) bei passender Yerschiebnng des Anfangsgliedps 
hervorgeht, dann nicht, wenn von irgendeiner Stelle ab alle @ ift Oder 
alle /3 2 ^ +1 den Wert Null haben. 


§ 103. Unendlfche regelm&fiige Kettenbruohe. — Identitftts- 
satz. — Umkehrbar eindeutige Beziehungen zu den IrrationaK 
zahlen. — Neuer Beweis des Aquivalenzsatzes von § 71. 

1 . Ein der ersten Hanptform angehSriger nnendlicher Kettenbruch: 


heifit (wie im analogen Falle ein endlicher Kettenbrnch) regdmafiig, 
wenn die f&r v > 1 natiirliche Zahlen smd, wahrend /3 0 eine betiebige 
game Zahl (einsohliefilich der NuU) sein kann. Ein solcber Ketten- 
brnch ist, da hier die Reihe stets divergiert, nach dem Satze 11 
des vorigen Paragraphen (S. 764) stets Tconvergent, nnd zwar wibedingt 
konvergent, sodaB gesetzt werden kann: 


( 2 ) 


00 + 


r at 


K, 


wo K eine bestimmte Zahl vorstellt, und zwar eine positive , wenn 
fi 0 >0, eine negative, wenn § 0 < 0, wie ja nnmittelbax daraus hervor¬ 
geht, dafi der Wert des Kettenbruohes |4-1 nach dem Satz I des 

LMi 11 j | i 

vorigen Paragraphen (S. 761) stets zwischen rw + rw und -jr* also 
, I Pi IP# Pi 

■ohlieBlich zwischen 0 und 1 liegt. Aus der letzten Bemerknng er- 

gibt sioh auch sofort der folgende Satz: 


1) Auch die in (28 a), (26 b) nnd (27) enthaltenen Aussagen Bind ja Bchliefl- 
lich nur besondere F&lle bzw. Grenzf&lle des Sataes (ELI). 
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Zwei gleichwertige unendliche regelmdfiige Ketteribriiche sind 
identisch. 1 ) 


Denn, angenommen es sei: 

so zerfallt diese Gleichung, da 0 O ', /3 0 game Zahlen sind und die Werte 
jjp-J » jjfj zwischen 0 und 1 liegen, in die folgenden 


von 


zwei: 


und ans der zweiten dieser Gleichungen folgt duroh tfbergang zn den 
reziproken Werten, also den im Nenner stehenden Kettenbrflchen: 


K + = 0i+ frl » sodaB wiedemm: /*' = 

L p *Ja Lnda 



us£ (analog wie im Falle zweier endlicher regelmafiiger Kettenbrflche: 

§ 101, Nr. 1, S. 753/4). 

A 

2. Werden die Nah.enmgsbrfl.che wieder mit K f = bezeichnet, so 

folgt ans dem in § 101, Nr. 1, S. 753, fiber endliche regelmafiige 
Kettenbrflche Gesagten, dafi die B r und, im Falle /3 0 ^ 0, auch die A t 
positiv gammhlig und mit v monoton gunehmend ins Unendliche waohsen, 
wahrend im Falle fl 0 < 0 das gleiche von — A y gilt. Femer bilden, 
(wie ja bei jedem Kettenbruche mit positiven Teilzahlern und Teil- 
nennern, eventuell abgesehen von fl 0 ) die K Sf eine monoton zunehmende, 


1) Der Satz gestattet die folgende VeraUgemeinerong, auf deren Beweis je- 
doch bier niobt eingegangen werden boII: ff 8tehen die Werte K und K' eweier 
regebn&jhger Kettenbriiche m der JBesiehung: 


(-• 


too 


t*u gemze ZMen und u l —a, = ± 1, so gibt es ztoet (eventuell 

tusammenfallende) Indues m, n, fOr toelchc (K^^) und (K' i00 ) identisch cmfailen." 
Dafl andererseite umgekehrt ana der Identitdt yon (K V /K' _) die ExiBtenz einer 
Beziehung zwiechen K und K' yon der oben angegebenen Form folgt, erkennt 
man unmittelbar mit Hilfe der Beziehungen * 

K A„_ 1 KW+A„_ i 

■b^,k w +^_, 

K , 

wo den gemeinsamen Wert von (K„ „) und (K' _ Vbedeutet. 
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die K Sv+1 eine monoton abnehmende Folge (s. § 100, Nr. 1, Ungl. (6), 
S. 748), und da der Wert K des nnendliohen Kettenbruch.es der ge- 
meinsame Grenz'wert beider Folgen ist, bo bat man: 


(8) K,< K,<■ - • < K J(1 <• • - < K < • ■ •<!<„.+,<■ ••<K,<K 1 , 


und es liegt also wieder insbesondere K stets zwiscben zwei beliebigen 
konsekutiven NaherungflbrQcheu. Infolgedessen hat man: 


W 


K-KJ<|K r+1 -K, 


B.B 





Im Qbrigen liegt K (analog wie der Wert eines encllichen regelmaBigen 
Eettenbruobes bzw. des in § 100, Nr. 2 betrachteten allgememeren Typos) 
naher an K v+1 als an K„, also nm so nSher an K v , je grofier v ist 
Man hat namlicb naob IJngl. (17), S. 749, fiir p > 1: 


(5) |K. +f B,-A,|<|K, +f B y _ 1 -A y _ 1 |. 

Hieraus wtirde ffir q —>- oo nur bo viel folgen, dafi: 

(«) |KB y -A y |<|KB y _ 1 -A y _J, 

jedocb wird sicb sebr bald zeigen, dafi ftlr die Gelttmg des Gleichheits- 
zeiobens koine Mogliobkeit besteht.*) Im bbrigen ergibt sioh aus (6) 

duroh Multiplikation mit weiter: 

(7) |K-K y |g%= 1 l K - K .-.l < l K - K .-tl (weg«n:%l<l) 

V V 

and diuah wiederholto Anwendung dieser Ungleichnng: . 

(8) ! K — K y | < | K — | fflr: /t<w. 


A / 

3. Bedeutet (wo B'>0) einen Bruch, der zwischen irgend 
zwei konsekutiyen Naherungsbrtichen ■ und des regelmaBigen 

Kettenbruches liegt (wobei es ja offenbar ganz gleichgtlltig ist, ob dieser 
ein endlicher oder unendlicher ist), bo hat man, wie in § 101, Nr. 3 
gezeigt wiirde (S. 756, UngL (15)): 

(9) B'>B v . 


1) Han hat sogar: 


K-KJ 


< 


1 




B 


"s 


wegen: 

B *+l = Pr +1 B r + B r— 1 > &+l B * 

(*0 ^+ 1 ^ 1 )- 


8) S. Nr. 3 am Ende. 
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Hieraus folgt aber mit JSTotwendigkeit, dafi der Wert K eineB unend*- 

lichen regelmafiigen Eettenbruches memala rational sein kann Denn, 
A' . . 7 

ware K = p, bo mtlfite die Ungleichung (9) ftlr jedes noch so grofie v be- 

stehen, was unmoglich ist, da lim B v = + oo. Somit gilt der Satz: 

»-> oo 

Der Wert ernes unendlichen regelmaBigen Ketteribruches ist 
stets irrational. 


Femer ergibt sich, dafi (wiederum analog wie bei endlicben regel- 
raSfiigen Eettenbrfichen: s §101, JNr. 3, S. 756) jeder Naherungsbruch 

K )( ■= dem Werte K des unendlichen Kettenbruches naher kommt ala 
jeder andere Brnch g-,, dessen Nenner nicht grofier iat ala derj'enige 
von K v . Denn angenommen, man habe; 

(10) |K-£|<|K-K„|, 

so folgt ana Ungl. (7), dafi um so mebr: 

(ID |K-p|<|K-K„_,|, 

und da andererseits K zwischen K v _ 1 und K v liegt, ao ergibt sich aus 
dieaen beiden Ungleichungen, dafi anch p zwischen K v _ 1 und K v liegen 
mnfi und dafi daher wieder die Ungleichung (9) bqsteht. 

Auoh zeigt die Irrationalitat von K, dafi, wie bereits angektlndigt, das 
Auffcreten des Gleichheitszeichena in der Beziehung (6) in Wirklichkeit 
ausgeschlossen iat. Denn, ware etwa: 

|KB,-A,| = |KB,_ 1 -A,_ 1 |, 

so hatte man, da ja die betreffenden Differenzen entgegengesetztes 
Vorzeichen besitzen: 


also: 


was unmdglich ist. 


XB,.-A > = -KB r _ 1 +A,_ l , 


K = 


\—l + \ 
B v—1 + B r 


d. h. rational , 


4. Der Satz, dafi jeder unendliche regelmafiige Eettenbruch einen 
irrationdlen Wert besitzt, ist (immer wieder, wie der entsprechende 
Satz fflr endliohe regelmafiige Kettenbrflche) umkebrbar, d. h. jede 
Jrrationahsahl lafit sich auoh durch einen unendlichen regelmafiigen 
Eettenbruch darstellen 

let jj eine positive oder negative IrrationcdeaM , so ISfit sich £ 
Btets, und zwar nur auf eine Weise in die Form setzen: 

(12) S = A+r> 
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wo /3 0 eine positive oder negative game ZaU oder auoh die NuU vor- 
stellt, j- eine dem Interval!: 0 < j- < 1 angeborige Irrationalsdhl be- 
dentet Da hiemaeh > 1 und gleichfalls irrational, so ergibt sich 
analog: 

( 12 J li = /3 X + 7 wo: ^> 1 eine natfirliche 5iabl, 

si 

„ 0 < -r- < 1, £2 irrational. 

€a 

Ebenso: 


(12 9 ) £s = A + & j> 1, 0 < ^ < 1, | 8 irrational, 

und in dieser Weise fortfabrend, allgemein: 

(12 v ) + wo: °< |~<li K+i irratwnaU) 

Dnroh Einsetzen der Beziehungen (12^, (12 a ') ? ■ • • (12 v ) in GL (12) 
ergibt sieh zunacbst fftr g eine Kettenbruohentwioklnng von der Form: 

(13) *"A + p) + ]jf + -- : + pJ + |C^- 

Dabei bricht der obige ProzeB wegen der Irrationalitdt eines jeden £ v+1 
menials ab, sodafi es freistebt, die Gliederzahl v + 1 des Kettenbrucbes 
(13) unbegrenzt zu vergroBem. Werden nun dessen Nabercmgsbriicbe 
wieder mit ■ • • bezeichnet, so ergibt siob auf Grand unserer 

(Iblichen Rekursionsfonnel: 


< u > - 
und daher: 

flfi'J £ — — = 1 B y—* _ (— 1)* _ 

1 ' 5 B r B,(g, +1 B,+ B v _ x ) Bj, (£ f _j_ 1 B v +B r — x ) } 

also, wegen £, +1 > 1: 

(16) 

und, wegen lim B y = + oo: 


i--' 

6 B_ 


<a 


(17) 

d. L sohlieBliob: 

(18) 


I = lim 1 

v->oo D y 


i =/».+ rfT - 

LP,J 1 


1) Die bei diesem Verfahren aich ergebenden Zahlen /J 0 , 0,i • fi r i‘ • • • 

werden auoh ala unvoIlstSndige, l n I,, ■ • • I,.ale votlstcindtgc Quotienten be- 

ceiohnet. 
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Duroh ZusammenfaBBung dieses Resultats mit dem Identit&tssatze 
von Nr. 1 and dem Satze von Nr. 8 betreffend die Irrationalitat des 
Wertes jedes unendlichen regelmaBigen Kettenbruches ergibt sicb abo 
der folgende Satz: 

Me (reeUe) IrmiionalzaM lafit sick in emen md nur einen 
unendlichen regdmdfiigen Kettenbruch entwickeln. Umgekeht 
stellt jeder solche Ketteribruch erne gewisse IrrationaUaM dar. 


5 . Hiemaoh findet zwischen der Menge der reellen IrrahonaUaMen 
und derjenigen der unendlichm regelmafiigen Kettenbrilche eine umkehr- 
bar eindeutige Beziehung statt, gerade so wie zwischen IrrationdleaMen 
und nichtrferiodischen unendlichm Systembruchen (vgl § 24, Nr. 4, S. 148). 
Diese Beziehung kann zunaclist dazu dienen, am die redden Irrationadr 
tsatilen x' des lntervalls 0 <a! f <l den pacerwetse irrationalen homplexen 
Zahlen , d. b. den Zahlen |' + 17 H mit swei irrationalen Bestandteilen 
I', , des Bereiches 0 < £' < 1, 0 < 17 ' < 1 umkehrbar eindeutig zuzu- 

ordnen. Setzt man namlioh: 



und ordnet man diesem x' dasjenige -f- 77 ' 7 " zu ; dessen Bestandteile 17 ' 
defimerfc Bmd dnrcb die Gtleichungen: 



_ 

V 



; 


bo entapricht jedem irrationalen x r des lntervalls 0 < x' < 1 ein 'und 
nur ein ans etcei irrationalen Bestandteilen bestehendes |' + ij'i des 
Bereiches 0 < £' < 1, 0 < 17 ' < 1. Umgekehrt: wird £' + V* tr ~ 
rationalem und rj' in den angegebenen Grenzen beliebig angenommen, 
sodafi regelmsLfiige Kettenbruchentwioklungen von der Form bestehen: 






bo brauoht man nur zu setzen: 


x 


' =11 + 11 + 
Iri l rf i 


+ J_i 4. J_1-f 


um genau dieselbe Zuordnung zu erzielen, welche zu stand© gekommen 
ware, wenn man von diesem x r ausgehend naoh dem zuerst angegebenen 
Yerfahren | r und 17 ' daraus bestimmt batte. Es wird also auf diese 
Weise eine umkehrbar eindeutige gegenseitige Zuordnung der beiden 
Zahlenmengen (*') und {!' + rj'i) erzieli 

Um dieses Ergebnis analog wie in § 71, Nr. 3, 4, S. 545 ff., zur 
Herstellung einer umkehrbar eindeutigen Beziehung zwischen der ge- 
samten redden Zahlenmenge (a?) des lntervalls 0 ^ x < 1 und der hom- 
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plexen Zahlenmenge (X) = (| + tjt) des Bereiohes 0 < £ < 1, 0 <17 <1 
zn verwerten, hat man nur zn zeigen, dafi die Menge (x') der redlen 
Irrationalsahlen: Q<x*<l der Menge ( x ) (tiler leetien Zahlen* 
0<s<l, ebenBO die Menge (X') = (£' + tjH) der paartveise irra- 
tionctien Tcomplexen Zahlen: 0 < £' < 1, 0 < i/ < 1 der Gesarntmenge 
(X) = (i + i?»), wo: 0 <1 £ < 1 , 0 _< 17 < 1 umkehrbar eindentig zll- 
geordnet werden kann. 

Es werde mit (x') (v = 1, 2 , 3, ■ •) irgendeine ana der Menge der 
Irrationalzahlen (x 1 ) herausgehobene dbeaMbare Menge, mit ( x ") die 
Gbngbleibende Menge bezeichnet, sodafi also die Menge ( x l ) in die beiden 
Teilmengen (x') nnd ( x ") zerfallt, was wir duroh die Sohreibweise an- 
deuten wollen: 

(19) (*') = (*») + «). 

Bezeichnet man ferner mit ( r v ) die abzahlbare Menge der rationctim 
Zahlen von 0 bis 1 (inkl.), bo besteht fiir die Gesamtmenge (x) dieses 
Inter vails die Zerlegnng: 

( 20 ) (s) = (s') + (rj 

oder, wenn man auf die Menge ( x ') noch die Zerlegung (19) anwendet: 

( 21 ) (s) = (s") + (a?;) + (rj. 

Wird jetzt noch bei der Zerlegnng (19) die abzahlbare Menge (s') in 
die beiden Teilmengen (s s / r _ 1 ) nnd (s'J gespalten, sodafi sich also ergibt: 

( 22 ) (s') = (»") + H- (x' 3v ), 

bo zeigt die Vergleichung von (21) nnd (22), dafi die fragliche gegen- 
aeitige Zuordnung der hfengen (x) nnd (s') erzielt wird, wenn man die 
Teilmenge (a") sich selbst nnd die beiden abzahlbaren Teilmengen 

(x' v ) nnd (r r ) den gleichfalls abzahlbaren Teilmengen (x' ti _J und (x' y ) 

zuordnet. 

Da jede der Mengen (£') nnd ( 17 ') identisch mit (a?'), jede der 
Mengen (£) und ( 17 ) identisch mit (x) ist, so lafit sich m ganz der- 
selben Weise eme nmkehrbar eindentige Zuordnung zwiBohen den 
Mengen (|') und (£), ( 17 ') nnd (77) , also schliefilich anch zwischen der 
Menge (X') = (£' + 17 't) und X = (£ + 17 i) herstellen. Und da anderer- 
seits auf Grand der Kettenbrnchdarstellung schon eine nmkehrbar ein- 
deutige Zuordnung zwischen den Mengen (x r ) und (X') == (| ' + *?'*) 
bestand, bo folgt, dafi von den Mengen: 

(*), (*'), (*'), (2) 

jede der drei ersten der n&chatfolgenden, also anoh die erste der letzten 
eindeutig nmkehrbar zngeordnet werden kann, dafi also die reetie Menge (s) 
nnd die komplexc Menge (X) aquivalent sind 



780 


Abcchnitt IV. Kap II. Kettenbrflohe ana reellen Zahlen. Nr. 1 2 


§ 104. Vmkehrbar eindeutige Bezlehung zwischen quadratischeu 
Irrationalzahlen and periodischen regelm&ftigen Eettenbriichen, 
insbesondere zwischen „perfeklen“ qnadratischen Irrational¬ 
zahlen nnd rein periodischen regelmUBigen Eettenbriichen. — 
Eonjugierte Irrationalzahlen und inverse Ferioden.—Eettenbriiehe 
fiir Qnadratwnrzeln bus rationalen Zahlen. 


1. Die An wen dung des in Nr. 4 des yorigen Paragraphen bespro- 
cbenen Entwioklungsprozesses auf die (in einem alabald genau zn nm- 
scbreibenden Sinne) einfachste Gattung von IrrationaIzahlen fahrt auch 
auf die einfachste Gattung yon unendlichen regelmafiigen Eettenbriichen, 
namlich die periodischen , analog wie bei der DarBtellung der rationalen 
Zahlen durch mendliche Systembriiche die periodischen tSystembriiche zum 
Vorschein kamen (a. § 17, Nr. 3, S. 101 nnd § 20, Nr. 1, S. 117). Da- 
bei bezeichnen wir (wie ja schon ans dem Hinweis auf die Analogic 
mit den periodischen SystembrfLchen hervorgeht)' einen unendlichen 


regelmBfiigen Kettenbruch: /3 0 + als periodisch mit der p-gliedrigen 

Pefiode (t t , ■ ■ *, (wo h > 0, p > 1), wenn yon einer be- 

stimmten Stelle v = Jc ab die Folge der Teilnenner P k , l 

(die Bich im Falle p = 1 anf das eme Glied ft k rednziert) bestandig 
unederkehri, sodaB also: 


(la) = (* = *, fc + 1, fc + 2,.), 

anders geBchneben: 


(lb) 




ft~Hl, ■ • Jc p — 1 
2,3,. 


1st h = 0, beginnt also die Penode schon mit dem AnfangBgliede /3„ 
(welches offenbar in diesem Falle stets > 1 sein muB), so heiBt der 
Kettenbruch rein periodisch und soil dann gelegentlich mit: 



bezeichnet warden. In jedem anderen Falle heiBt er unrem periodisch, 
und als entsprechende Bezeichnung dient alsdami die folgende: 



i ii in 

V hZ’ S’ 


2 . Unter den oben als einfachste Gattung bezeichneten IrraUoncd- 
mlden verstehen wir naturgemafi die nachst den rationalen Zahlen 
ntedrigste Ordnung yon algebraischen Zahlen, also die algebraischen 
Zahlen eweiter Ordnung, d. h. auf Grand der in § 25, Nr. 6, S. 166, 
gegebenen Definition die gewShnlich als quadratische IrrationahaMen 
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bezeichneten reeUen irraiionalen Wurzeln einer quadratischen G-leichung 
mit ganzzahligan Koeffizienten. Gibt man dieser letzteren die Form- 

(2) Na; 3 — 2 Mrc + A = 0, 

wo N, M, A ganze Zablen obne gemeinsamen Toiler bedeuten (wahrend 
N, 2M, A allenfalls den gemeineamen Teller 2 haben konnen) and N, A 
ansdrEicklich als von Null verschieden anznnehmen sind, so besitzt sie 
Dach § 70, Nr 5, Gl. (23), S. 542, die beiden Wurzeln: 

(3) £=^-±*5. = wo: A = M 9 — NA 


und diese Wurzeln sind beide reed und irrational , wenn A positiv und 
nicht das Quadrat einer ganzen Zahl ist. 1 ) Dabei mag unter j/A hier 
und im folgenden stets der positive Wert dieBer Quadiatwurzel rer- 
standen werden. 

Sieht man in den Auadrdcken (3) fiir die guadratischen Irraiional- 
sahlen £ und £' aufier M, N auch A (statt A) als gegeben an (und zwar 
wiederum als nicht quadratische ganze Zahl), so genfigen £ und | r 
wiederum der Gleichung (2), wenn gesetzt wird: 

(4) _A = ^ S - 


Dabei wind offenbar A im allgemeinen heme ganne Zahl sein, wae 
aber auf den Charakter der Gleichung (2) und ihrer Wurzeln £ und £' offen¬ 
bar keinerlei EinfluB hat, da es ja ohne weiteres freisteht, den etwaigen 
Nenner von A durch Multiplikation fortzuschaffen. Statt dessen Vann 
man aber auch von vomherein £ und £ r durch passende Abanderung 
Ton M, N, A bo umformen, dafi - gmseaMig auBf&llt. 

Angenommen namlicb, man habe zunaohst: 


bo folgt: 


wenn gesetzt wird: 

M 

also. 


<._M' +J/ A' 

5 — ~ N / - > 

fc _ yM'+j/y 5 A'_M + V'A 
b " yN' N 7 

= N = yN 7 , A « y s A f , 

A—M a A'—M'* 

——nt-» 


1) Da aus (8) folgt' 

M"-A a 
66 “ N* N ’ 

bo baben £ and £' gleuihes Vorzeiohen, wenn' ^->0, entgegengcsetpUs Y oraeicben, 

A N 

wenn* — < 0. 

N 
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A_(Y\9 |^/ 

und os wird daber—^— gamecihlig^ wenn gesetzt wird: y=-^t wo 
d>l den gr5Bten Gemeinteiler Ton N' und A'— M ,a bedeutet. 

Beacbtet man noch, dafi die in (3) mit bezeicbnete Zabl auch 
folgendermafien gescbrieben werden kann: 

fci_VS+(-M) 

6 —N-’ 

so folgt, daB jede quadraksche IrrationaXmM (also laut Definition jede 
reelle irrationale Wurzel einer quadratischen Gleichung mit ganzzahligen 
Koeffizienten) in die Form gesetzt werden kann: 

(°) N ’ 

wo A eine positive, nicht guadratische game Zahl; M, N, game 

Zahlen leliebigen Voreeichens (und zwar M mit JEhnschlufi, N mit Aus- 
schlufi der Null). Wir wollen einen solchen Ausdruck von der Form (5) 
als die Normalform einer qnadratiscben Irrationalzahl betrachten und 
als normierte guadratische Irrationaliial bezeichnen. Zwei quadratiscbe 
Irrationalzablen § und £', deren Normalformen sich nnr durch das 
Yorzeichen von Y A unterscheiden: 


( 6 ) 


fc _ j/A + M fc ,_-VA + M_ VA-ty 
S N ’ 5 N = N 


(die somit naoh Gl. (2) und (3) die Wurzeln einer quadratischen Qlei- 
chung mit ganzzahligen Koeffizienten sind), also schliefilich zwei Zahlen 
von der Form: 


( 7 ) 


et + l 9/A, c — jS^/A, 


wo a und /3 beliebige rationale Zahlen sind, sollen honjugiert heiBen. 
Die Yeranlassung zur Einftthrung dieser sonst von uns nnr fiir Tcom- 
pilexe Zahlenpaare a' + /3'i, a'— fl'i (wo also a /3' beliebig redd) ge- 
brauchten Bezeichnungsweise entspringt ans der Tats ache, dafi die 
irrationals Quadratwurzel j/A und die Begriffe ,,rational 11 nnd „irrational ,t 
in dem vorliegenden Zusammenhange eine ganz analogs Rolle spielen, 
wie im anderen Falle die imagindre Quadratwurzel Y 1 und die Be¬ 
griffe „reed“ und ^imogind/r 11 . So sind Summe und JProdukt zweier im 
Snrne der Ausdrflcke (7) Tconjugierter quadratisoher Irrationalzahlen 
offenbar stets rational, ihre Differ ms stets irrational (sogar ^rein* 
irrational, namlich von der Form: 2/3 Y A). Ferner kann eine Be- 
ziehung von der Form: 

( 8 ) a + p = 0 

nnr bestehen, wenn: 


a = 0, /3 = 0 , 
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da ja anderenfalls aus (8) die unmogliche Beziehnng: j/A = — — her- 
vorgehen wtlrde, und es zieht daher die Beziehung (8) stets anch die 
folgende nach sich: 

( 9 ) a — fl y r A = 0 
nnd umgekehrt 

Bezeichnet man ferner. mit g (c + jS '/A) eine ganze rationale 
Funktion von a + /3 f/A mit ganzzahligen Koeffizienten nnd beaobtet, 
dafi: 

{YEf'-tr, (y^) s " +, =A'‘.yA, 

ao folgt, daB g(u + p ]/A) sfceta in die Form geaetzi arerden hum: 

(10) g (« + fi /A) - A + B ys, 

wo A, B wiedemm rationale Zablen bedeuten. Und da andereraeits: 

(-/if'-if, (-yA) , ' ,+ ‘-A". /A, 

so folgt weiter, dafi: 

(u) j(«-/jyA>=A-ByA, 

wo A, B wieder diesetben rationalen Zablen vorstellen wie in GHL (10) ; 
nnd dafi daber: 

(12) g (a + P V^A) • g (a — p Y A) = A 8 — B* A, also eine rationale Zahl. 

Hiernacb bat man, wenn die Symbols g tJ g t ebenfalls ganze rationale 
Fnnktionen mit rationalen Koeffizienten bedeuten: 

g x (ct+pYEj _ g i (ft+gYK\ ‘ g^a—gYK) _ . B , y-r- 

ffi( a +PV&) («—pv7Z) ’ 

wo A', B' rational, nnd entspreohend: 

0 i (« —P V&) 

nnd darans folgt achliefilich, dafi (bei analoger Bedentnng der Symbols 
O t , 6? g ) eine Beziebnng von der Form: 

».(«+/! ys) »,(«+(! ys) 

stets anob die folgende nach siob ziebt: 


(13) 


(14) 


S, («—fl VS) _ ff, (a—f VA) 


nnd umgekehrt, Bodafi es also freistebt, in einer Beziebnng von der 
Form (13) oder (14) j/A dnrob — ]/A ra erietzen. 


' ' fr* 

v - ■ 
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3. Es erscheint fdr die weiteren Entwicklungen zweokmafiig, eine 
bestimmte Kategorie yon quadratischen Lrrationalitaten ausdrflcklioh 
hervorzuheben and mit einem besonderen Namen zu belegen. Wir 
wollen eine normierte quadratieche Irrationalitat | als perfekt bezeich- 
nen, wenn sie grofier ale 1 ist, und ihre Konjugierte %' zwiBchen 0 
und — 1 liegt 1 ), wenn also: 


(18) 


._Va+m^ , tl _ yh —m >0 

>— M ^ « — M *■"- 1 


Da hieraus durch Addition nnd Subtraktion sicb ergibt: 


(16) 


2VA x SM 


bo folgt aus der ersfcen dieser Ungleiohnngen, dafi: 

(17) 0 < N < 2 V A, 

Bodann aus der zweiten mit Riicksicht aaf die Beziehung —>0: 

(18) 0 < M <j/a. 

Hiemach laesen sich die Bedingungen (15) offenbar aucb durch die 
folgenden ersetzen: 

(19) 0 < l/A — M < N < y~& + M, 

mit dem Zusatze, dafi N ein Teller von A — M 2 sein mufi, da ja die 
Irrationalitat | ausdrflcklioh als eine normierte vorauBgesetzt wurde. 

Aua diesen Bedingungen ist aber unmittelbar erBichtlich:, dafi die 
Anzahl der zu jeder einzelnen nicbt quadratischen nattlrlichen Zabl A 
gehorigen perfekten Irrationalitaten eine begrenete ist. Um eine obere 
Schranke ■ ftlr diese Anzabl zu gewinnen, wollen wir zun&GhBt die An- 
zabl/S' deijenigen Wertepaare M, N bestimmen, welohe den Bedingungen (l 9) 
(ohne die Zusatzbedingung) gentigen. Mit Riicksicht darauf, dafi M, 
N game Zahlen vorstellen, hat man nach (19), wenn <jhe grofite in 
^ A enthaltene ganze Zahl mit E bezeiohnet wird: 

(20) 1 < M ^ E, E + l — M<^N<jE + M 
und daher 

fir: M — 1: E < N < E + 1, also Anzahl: 2 

„ M - 2: E - 1 < N ^ E + 2, „ „ 4 


M — E: 1 < N < 2 E, 


„ 2 E, 


1) Gleicbzeitig mit £ ist bIbo auch — j? perfekt. Denn aetzt man — ^ =» jj 
and bcteiobnet die Konjugiexte von tj mit t\\ bo bat man tj > 1 nnd q ' « — 
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sodaB fQr die Gesamtzahl aller dleser Wertepaare M, N sich ergibt: 
5-2(1 + 24- + E) = (l + 2 + ..-+E) + (E + (E-l)+... + l) 

= E-(E + 1). 

Da aber von diesen Wertepaaren M, N nnr diejenigen in Betraobt 
kommen, bei denen N ein Teller yon A — M 2 ist, so folgt, dafi die 
Any.nbl der betreffenden perfekten Irrationalitaten sicher Jdeiner 1 ) nnd, 
wie sogleioh an einem numerisohen Beispiel verdeutliobt werden soli, 
sogar erheblich Tdeiner ist als E • (E + 1). 

Beispiel Es sei A = 32, also: E = 6 Man bat zunachst: 

Fiir M = 1: N = 5, 6 A - M 2 = 3l' 

„ M = 2: N = 4, 5, 6, 7 A - M 2 = 28 

„ M = 3: N = 3, 4 ; 6, 6, 7, 8 A - M 2 = 23 

„ M = 4: N = 2, 3, 4 ; 6, 6, 7, 8, 9 A - M 2 = 16 

„ M: = 5: N = 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10. A - M 2 = 7. 

Mit Rttoksicht anf die in der letzten Eolonne angefiibrten Werte von 
A — M 2 sind also von diesen E ■ (E + 1) = 30 Wertepaaren M, N nnr 
,die folgenden 7 brauobbar: 

(M = 2, N = 4, 7) (M = 4, N = 2, 4, 8) (M = 5, N = 1, 7). 

Die mit ~/32 behafteten perfekten Irrationalitaten lauten also: 

1/82 + 2 j/82 + 2 1/82 + 4 1/82 + 4 1/82 + 4 l/82 + B l/32 + B 
4 ’ 7 ’ 2 4 ~~8 ’ 1 ’ ‘ 7 

4. Wir beweisen jetzt zunachst den folgenden UPftfssatu: 

Ist § = M eine normierte guadratische Irrationcditdt, 
(l die grbfite unterhalb g gdegem game Zahl*) und setet man: 

_ 6 = 


1) Faflt man «z. B. den Wert M « E rna Ange, bo hat man: 

+ A —M*<(E+ l) 9 —E 9 »2E+1, 
also: A — M*<2E. 

Da andererseita 2 E—1 nnd 2 E relativ prim zneinander Bind, so kann also A— E a 
keinesfalls gleichzeitig die beiden Toiler N«2E—1 nnd N «= 2 E haben. 

Andereneits erkennt man nnmittelbar, daB die Irrationalit&t stets 

eine perfekte ist. Denn man hat* 


■> 2 E> 1, 


1/A —E 

0 <-^- <1 


Eb gibt aUo zu jedem A mindeatena eine perfekte Irrationahi&t. 

2) Man hat also § = [£], dh /I gleich der grflflten in £ entholtenen ganxen 
Zahl(vgL § B2, Nr. 8, S. 866; daselbst, Zeile 7 von nnten, iat daa Wort .^iedernm 11 
zu streichen), wenn £ 0; dagegen | (I | =» [| £ | +1] und /3 <0, Venn £ < 0 
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so ist eine normierte quad/ratische Irrationalitab von der Form 
Ml und > 1. 1st schon g > 1, also /9 > 1, und uberdies die 

0 u | lonjugierte IrrationaUtat £'< O 1 ), also M > 0, soisi 
| L perfett. 

Bew'eis. Aus: 

<ai) >^+J5 =<)+ i ( wo:0 <£<i) 

folgt: _ 

1 VA—Q3N— M) A— (ftN—M )* 

^ 6i N N()/A + (pN—M)) 

_ N t 


wenn. geaetzt wbd' 
(23) 


VA+M X 


< 1 , 


M, = /3N —M 


(24) 


N i = ~^j~^ = ~]q““/5 i N + 2^M. 


Da ^ N ^ - auf Grand der Voraussetzung eine ganee Zahl, ho gilt 
daa gleiche von N ly anfierdem Ton M x and ~|q— 1 N, nnd es ist da- 
her normiert, flberdies naoh (22) £ t > 1. 

N i 

Durch Einsetzen der Beziebnng (21) in Gl. (22) ergibt siob so- 
dann: 


N t _ . 


§ 


ys+ m 


VA + M, r 1 N 

also durob VertauBohung yon }/A mit —}/A nnd Mnltiplikation mit 
dem Faktor — 1: 

(25) 


N t , VA-M 

- iP + —m- 


ys-M, 


Wird jetzt angenommen, dafi /3 > 1, —-jq-^>0, so folgt weiter: 


•N. 


> 1 , 


i VA-M X 

also: 

„ 

and da bereits naoh (22) feststeht, dafi £ x 00 i 0 t> wie 

behanptet, g 1 eine perfekte qnadratisohe Irrationalit&t. 


1) Diets Bedingnngen lind intbetondere erfflllfc, wenn £ selbst perfekt iit, da 
ja in diesem Falle: £> 1, —1 <|'<0. 



Nr. 6. $104. Quadratiaohe Irrationalzahlen und. period regelm. Kefcten}>rfiohe 737 


5. Hauptsatz. 

Der regelmafhge Kettenbruch, tcdcher erne guadratische Ir- 
rationaledhl darstellt, ist stets periodisch. Vmgekehrt sidlt 
jeder penodische regelmafiige Kettenbruch erne guadratisehe Ir¬ 
rationalzahl dar. 


Beweis. Es sei: 
(27) 


fc _VA + M 0 
60 ~ N 0 


eine auf die JSormdLform gebrachte qnadratische Irrationalzahl, /9 0 = 0 
die grSfite unterbalb | 0 gelegene ganze Zahl, und es werde gesetzt: 

(28) lo = A>+£< 


so ist nach dem Hilfssatze der yorigen Nurnmer £, eine normierte 
qnadratische Irrationalitat > 1, und zwar (s. Gl. (22)—(24)): 


(29) 


■» 


M, - 0 O N O - M 0 

Ni = " >. eine ganze Zahl. 


Wendet man das gleiche Yerfahren auf an, so wird: 


(SO) fe-A+g* 

wobei jetzt > 1, 1 m tlbrigen | a wieder eine normierte qnadratisohe 
Irrationalitat > 1. Die Fortsetzung dieses Prozesses liefert also eine 
unbegrenzt fortsetzbare Folge normierter quadratischer Irrationalitaten, 
welche fflr v > 0 den Reknrsionsformeln genii gen: 


(81) 


VS + M.+1 

N .+1 ' 


K 


+1 


wo: 




N H-i" 


A—M 


y+l 


N. 


(ganzzahlig) 


und auf Grund des Satzes fiber die Darstellbarkeit jeder Irrationalzahl 
duroh einen unendlichen regelmti Bigen Kettenbruch (§ 103, Nr. 4, 8.778 ) 
ergibt sioh: 


( 82 ) 


5® == Ai + 


kp 


1) AUgemein hat man offenbar fflr la-0, 1, 2, 
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Um die Periodizitat dieses unendlichen Kettenbruches nachzuweiBen, 
gehen wir von. der Bezielinng aus: 

1 i II II Apfi,, i j +A . 

(S3) ^ = A + ifc + --- + i?; + ii^ = MrTr+B7_,’ 

A 

wo also wieder mit t-(v = 0,1, 2, ■ ■ • •) die Naherungsbrilohe jenos 

d t 

unendliohen Kettenbruches bezeichnet werden. Lost man Gl. (33) uacli 
auf, so ergibt sich: 

r B r — A B v __i l / i/ - A v\ 

( 34 ) —" b 7 t-K, v wo ~bJ 

und, wenn man jetzt die in § 0 und ^ v ^ ml onthalteue j/A duroh — V A 
ersetzt, sodafi also £ 0 , § l+1 in die konjugi-crtcn Irrationalitiiten 


i 


dbergehen: 

(36) 


fc' 

w+i 


B r _ t Jo K r — x 

'X ‘«-k, 


Da (wegen lim K ( _ t = lim K ( = § 0 und §' =f» I,,). 


In —K., 


. to "v—1 i 
11111 F-K - = 1 t 

r-►co $0 "i 

also von einetn bestmmtm Index v ab: -r,— ’“->0 ; mitliin (woi.*en 

i>0 —K i 

b. > B r _ 1 > o) i; +1 <o ausfdllt, so folgt, nachdem bereitsfeststcht, dnfl 
durchweg* > 1, aus dem Hilfssatze der vorigen Nummer, dab duim 
aZZe g >+i zum mindesten fttr X > 2 perfekt ausfallon. Da ee aber nach 
Nr 3 dieses Paragraphen flberhaupt nur eino begrenslc Anzahl ucr- 
schedener perfekter g 7 gibt, so mufi irgendeins dieser g v an spdterer 
Stelle wiederkehren. 1st dann etwa g m das erste derjenigen welches 
spater einmal wiederkehrt 1 ), imd m -\- p der erste Index, filr den oiiie 
solohe Wiederkehr stattfmdet, so sind, falls p > 1, 

*ro+l> ^w+3» ■“ 

samtlich von | m verschedm, dagegen ist. 

t 


s m+p 


3 inl 


1) Es wild fcioh. Bp&ter noch zeigen, dafi der bobreifonde Index y = m ku u 
anderer ist ale derjenigo dea ersten | v , welobes perfekt ausftlllt, mit andcrcn 
Worten, daB die Peiiode sofort beginnt, wenn g t , perfect goworden iat. 

S) Jm Ealle p=* l bat man: 

^m+1 “ fi«t H-2 . .» 

also schliofllioli emen. Kettcnbruch mit der cixgliedrjgeu Poriode /J, u 
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also auch: 

' ' ^wi+ 8y — 1 + ^ni+p 

und schliefilich: 

Pm-\-p Pm 1 + 1 ^m+Sp —1 Pm-\-p — 1 J 

Pm+ip = Pm+p ~ Pm U8 ^» 

d. h. del* betreffende unendliche Kettenbruch besitzt, vorn Index v = m 
anfangend, die Penode § n , /3 m+1 , • •, P m+p _ lf womit der erste Teil 
des oben ausgesprochenen Satzes bewiesen ist. Der Vollstandigkeit 
halber sei noch bemerkt, dafi die p-gliedrige Periode nioht in Teilpenoden 
mit einer kleineren Gliederzahl, etwa p' <p (wo p' ein Toiler von j>), 
zerfallen kann. Denn aus der Annahrue: 


Pm = P m+// ^jn + S// 

Pm+1 = P m +j/ + l ~ P m +s,/+\ = ‘ ' ' 

Pm-\-p r —l Pm-\-2p' —1 ^Bi"f t/ — l 

wiii’de (vgl. S 787, Fnfinoto 1) folgen: 

L = L+ P ' Op ’<p\ 

was der Voranssetzung widerspricht. Eine analoge Schlufiweise zeigt 
iibrigens, dafi i m+1 , • ■ ■ mcht nur, wie voransgesetzt wurde, 

von | m , sondern auob untereznander durchweg verschieden smd 1 ) 

Gehen wir nnn umgekehrt von der Betrachtung eines als periodisch, 
und zwar zunachst als rein periodisch vorausgesetzten Bruohes mit der 
p-gliedrigen Periode /3 0 , fi lt 0 p _ x ans: 


(36) 

so folgt zunUckst, dafi: 

(8 <0 £o = Po + 

und daher: 


Po + 



-I 


0 ; 


M ■■■ + 


_J I , H ^0 A p—1 +\- 2 

i ftp —1 !&> 1 +Bjtp— a 


( 88 ) 


B P-Jo 2 “ (Ap-i - B, J lo - = °> 


1) Da es naob Nr. 8 dieses Paragraphen „erheblich“ weniger als E (E + l) 
(wo E = [j/2i]) verschiedene gibt, so gilt das Entapreohendo itir die Maxmaleahl 
der Penodenglteder. 

tlbrigens lELBt sioh leioht aucb, oine obere Fcbrankc fir die QrSfle der perio- 
disehen Tednenner P v angeben. Ans (81) folgt n&mlich* 

N r ^=» 

uad da fttr perfekte g„ and 

m,.Se, m, +j ^e, n,Ji, 
ft.-SsE 


bo iindot man: 
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sodafi also, da ja auf Grand der Kettenbruchdarstellang (36) die Ir- 
raiionnlUdt von ^ bereits feststeht, £ 0 in der Tat als qmdratische Ir- 
rationalzalil sich ergibt. 

Handelt es sich sodann um einen unrein periodischen Kettenbrucb 
mit den nuht-periodischen Bestandteilen fa, fa, - • • fa (k > 0) und der 
p-gliedrigen Periods fa +l , fa +a , ... fa +p (p>l), sodafi also ins- 
besondere: 


r 11 * 

6* + , +1 = lt +1 (wo wiederum: fa + ^ fQr X = 0,1, 2, 

n . . 


so findet man 


So-/3o + 


[ft i ft+i 

4- _]- 1 _l _L 

+ lft + lft+> 


Ift+, «. 


'*+1 


t — ^+i A t+ A *—1 __ Wi A ft+p + A H-j »— 1 
0 £*+i b *+ b a— l £i-fi B *+j>+ B *+p—l 


^ l i®*+p 

2M = faB k+p _ t - A a _ iB , +jj - + A^B. 

^ “ A * A j+p—t ~ A *—i\+p> 


■), 


and daher: 

(39) 

Hieraus folgt durch Auflosung dieser Gleiohangen nach 

fc _^ B *-i^o + A ft _ 1 B it+J) __ 1 | 0 + 

' § ‘+i“ B^-A, ‘ B i+J ,g 0 -A i+f) — 

and somit schliefilich: 

(41) N| 0 9 -2Mg 0 + A = 0, 

wenn gesetzt wird: 

(42) 

wobei im Falle Jt = 0 

= 1? B_j = 0 

zu setzen ist. 

Es stellt also anob jeder unrein periodische regelmaBige Ketten- 
brucb eine quadratische Irrationalzabl dar 


6. Der z^reite Teil des soeben bewiesenen Hauptsatzes enthalt koine 
Auss&ge dartlber, welche der beiden Wnrzeln der quadratischen Glei- 
cbong (38) bzw. (41) durcb den betreffenden periodischen Kettenbrucb 
dargestellt wird. Filr den Fall eines rein periodischen regelmafiigen 
Kettenbraches erledigt sicb dieee Frage unmittelbar dorcb den Um- 
stand, daB die quadratische Gleicbong (38), da der Crete and der letzte 
Koeffizient mit entgegengesetztem Vorzeichen bebaftet sind, zwei Wurzeln 
rerscbiedenen Yorzeicbens besitzt (s. FaBnote 1, S. 781). Und da der 
Wert | 0 des rein periodiseben Kettenbraches grOBer ids fa > 1, also 



Nr 6. $ 104. Quadratische Irrationolzablen and period, regelm. Kettenbrflcbe. 791 


posiiiv ist, bo stellt er die in diesem Falle eingige positive Wurzel jener 
quadratiachen Gleichung dar, namlich: 


(43) lo =^- (A,_, - B r _, + V'(A„_ 1 -B p _ 1 )> + 4A J ,I^).‘) 

let der fragliche Kettenbrueh: ft + J = | 0 unrein periodisch mit 

den nicht- periodischen Bestandteilen ft, ft, ■ • • ft (k > 0) nnd der 
jj-gliedrigen Periode ft_j_ i; ft +1 , • • ■, ft +J> , so hat man (a. Gl. (39))* 


(44) 


{. _ S*+i A *+ A *—i 
§0 “«*+iB*+ EW 


a+j 


wo den Wert des rein periodischen Kettenbruohes: ft_|_ x 

bedeutet, Um diesen letzteren zu beatimmen, bat man lediglich in 
Gl. (43) die A r , B„ (als abgekQrzte Bezeiohnungen ftir: A 0 r , B 0 t ,) s ) dureb 
A 4 _|_ l r , zn eraetzen, und man findet somit: 

(45) £j+i = 2 B j +m+p (A»+i,*+ p — b j+i, *+,-i 

+VU^ l+p ^A + l»A+p—^ 


aodafi achlieBlich | 0 dureb die Beziebungen (44), (45) vollig eindeutig 
beatimmt iat. 

Wir knflpfen bieran noch die fdr das Folgende wiohtige Bemer- 
kung, dafi die quadratiaebe Gleichung (41), welohe den Wert einea un¬ 
rein periodischen regelmaBigen Kettenbrucbea beatimmt, im Falle Zc > 1, 
ft > 0, d. h. wenn der Kettenbrueh mindestens tsivei niebt - periodjisebe 
Glieder enthftlt, deren erstes (wie eo ipso alle tibrigen) weaentlich positiv 
iat, ateta zwei Wurzeln gleichen Vorgeickens beaitzt, mit anderen Worten, 
dafi ein solober Kettenbrueh eine quadratiaebe lrrationalzabl daratellt, 
die mit ibrer Konjugierten gleich bescichnet ist, 

Sei zunachst 1, also naob (42): , 

- (/»./». + 1JA,- &(/»,+, A, + A^,) 

= /».A F {0J,-/i, +1 )+^-^- 1 j (wo: + t> f+1 ), 

1 A 

BO erkennt man, wegen: ftA r > 0, 0<5-^l, OC-^Cl, daB A 

r§ “p 

daa Vorzeiohen der ganeen Zahl ft — ft +1 bat. 


1) Die Qaadratwurzel (we bisber dnrohweg) in poeittvem Sinne zu veretehen 
S) Ygl. % 91, Nr. 1, hinter GL (2), S, 691. 



792 


Abschnitt IV. Kap II. Kettenbrilche aus reellen Zahlen 


Nr 7. 


Andererseits ergibt sich: 

N = B 1 B f -B 0 B p+1 
-AB,-tf f+1 B f + B 1 _ 1 ) 

= ~ ^r+i' )' 

B , 

sodafi also, wegeu: B > 0, 0 <- 5 —< 1, auch N das Vorzeichen von 
” A 

P t ~-~P p+1 tat, mithin > 0 ist und die quadratische Gleiohung (41) 
zwei Wurzeln. gleichen Vorzeichens besitzt. 

Ist k> 2, so folgt aus (42), wenn man in dem Ausdrucke A fdr 
\ nqd A fc _j_^ die iiblichen Rekursionsforraeln einfiihrtrr 


A *+*-s 1 


= ‘ft ft+j>) A *— i A a+p— i A*_ s A Jt _j_ p _ 1 A a _ 1 A 4 ^_ s 

= V-A+„-i{<A - + '4r;~A^r”} 

und analog 


N ®*-i B i+j>-i{^ft ft+j) 


5 *+p-» 




Da die A v , B v dnrchweg positiv sind und gleicbzeitig mit v zu- 
nebmen, so ergibt sich wiederum, dafi A und N beide das Vorzeioben 
von ft ft+* haben, also > 0 ist und die Wurzeln der quadratisobeu 
Gleichung (41) gleich bezeichnet sind. 1 ) 


7. Mit Benfltzung der letzten Bemerkung beweisen wir den folgen- 
den, eine wicktige Erganzttng zu dem> Hauptsatze von Nr. 5 liefern- 
den Satz. 

Eme perfelde quadratische Irrationalitat lUferi stets einen 
rein pet'iodischen regdmafiigen Kettenbruch und umgehehrt stcUt 
cm rein periodischer regelmdfiiger Kettenbruch stets den Wert 
einer perfekten guadratischen Irrationalitat dor. 


Beweis Bedeutet £ 0 eine perfeUe quadratische Irrationalitat und 
setzt man: 

So = Po + [^-] 0° : k > 1 wegen: £ 0 > 1), 

1) Dieae SchluCweise gilt fttr k > 2 auch no oh dann, wenn ft, ^ 0, mit Ansnahme 
des einen Falleo: £ = 2, ft, =—1, ft «= 1 , in welohem A (l _ 1 E! A, => 0 wird. Da- 
gegen versagt Bie, falls k = 1 ; tLbrigene ancb, falls k=0 — 1 m leUteren Falle bo- 
garfHrO^ft^ft, fwegen: A«=/J 0 A n _ 1 ^-A, 
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so kfinnte dieser Kettenbruch auf Grand des SchluBergebnisses der 
vorigen Nummer hochstens ein nicht-periodisches Glied enthalten, 
da ja die Konjugierte yon |q negativ ist. Es beginnt also die Periode 
mindeatens mit p L und man hat daher, wenn dieselbe jhgliedrig ibt: 

(46) P v+p *= P v , also auoh: S, +JI = S„ ftir v > 1, 

auoh 1 st jedes \ v nach dem Hilfssatz von Nr. 4 perfekt . 

Um nachznweisen ; daB die Periode sohon mit |3 0 beginnt, dafi also 
P p ~ 5 0ru erke man, dafi aus: 

So = Pa "b ’jr’ w 0: Po ~ [So] ^ 

durch Vertausohung der in £ 0 und | t enthaltenen j/A mit _|/A 
reBultiert* 

(47) So = Po +-p> 

wo wiederum nnter Sd, S' die zu § 0 , Si konjugierten Irrationalitaten zu 
versteben Bind. Analog findet man* 


(48) 


K-fi. 


¥+> 


Da aber nacli Gl. (46): | +1 = nnd daher anch: S', t 
folgt aus Gl. (47), (48)* 


so 


0 P -0o = s;-s;, 

und da S 0 und % p perfekt , also So und % p beide negativ und numeriseh 
kleiner dls 1 sind, so folgt sehliefilioh: 

(«) P, — />„. 

d. h. der fragliche Kettenbruch ist in der Tat rein periodisch. 

Geht man umgekehrt von dem^-gliedrigen rein periodisohen Ketten- 

bruche /3 0 + aus und bezeiohnet seinen Wert mit Sn> 80 man 

fflr ft = 1, 2, 3, • 

(50) So s S 

Da aber andererseits die Entwicklung von S 0 in einen regelmBJfiigen 
Kettenbruch. nur auf eine einzige Weise mSglich ist, so zeigt der Be- 
weis des Hauptsatzes von Nr. 5, dafi £ fiir hinlSnglich grofie ft perfekt. 
ausfallen mufi. Mi thin ist auch So der Wert einer perfekten Irrationalit&t. 


8. Zwischen den Perioden der regelxnilfiigen Kettenbrtlche ftir eine 
perfekte quadratisehe Irrationalit&t S,> nnd ihrer negativ und reziprok 

genommenen Konjugierten —(welohe ja gleiohfalls perfekt ist 1 )) findet 

_ *0 


1) S. Fufinote 1, S. 684. 
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eine merkwtlrdige Beziehung statt, welohe den Inhalt des folgenden 
(„Galoissohen“) SatzeB bildet: 


Die regdm&pigen Kettenbriiche fur die beiden perfekten 

quadratischen Irrationalitaten | 0 und —y (deren jede die nega- 

»0 

tiv und rcziproJc genommene Konjugierte der anderen id) besiteen 
inverse Perioden, d.h. hat mm: 


(51.) 

so ist: 

(61b) 



Umgekehrt atellen ztoei rein periodische Kettenbriiche mit 
tnverser Periods zwei perfekte guadratische Irrationalitdten dar> 
deren jede die negativ und reziproh genommene Konjugierte der 
anderen ist?) 


Beweis. Da nach GL (61a) die Feriode des Kettenbruohes ftir g 
ala p-gliedrig angenommen wnrde, so hat man: 

/».=/>, 

und daher mit Beibehaltang der bisher bentitzten Bezeichnungen: 


(62) {,-/».+£> l,*=A+i. •••. 

also in etwas abgeBnderter Form und umgekehrter Beihenfolge: 

(63) -^=0,-1 —l,-v = 

and daroh fTbergang zu den konjngierten Werten: 

-«■ 


a-«; 


_t' a _*_ 

61 a,-*: 


1) Der Bati lftflt Biob auch aaf nicht-perfektc konjugierte Irrational! t&ten brw, 
unrein periodische Kettenbificbe tlbertragen, wai j^doch ala minder uricbtig er- 
Bebeinend hier niobt durchgefflbrt werden aoli. (Der Bi weie btroht anf der in 
% 108, Nr. 1, Fuflnote 1, 8. 774, angef&brten Verallgem eine rung dea IdentitStiiaUw 
fflr regelmaBige Kettenbrtlohe.) 
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Dnroh sukzesBives Einsetzen folgt hieraus: 


+ P,,-*- K-2 + I P',-2 ' I Pn —B —! 


(55) 


i; ■ P p _ a -g;_ a r p 

Ai 


p —* 




= />»-. 


' ' I ft ' I ft—So' 

und da: 

\ tl) 

so ergibt sich, wie behauptet: 

_±-f* jl_ T~ ii 

ft' 


DaB nmgekehrt zwei Kettenbrfiche von der Form (53 a), (51b) 
flberhaupt die Werfce zweier perfekter quadratischer Irrationalit&ten | 0l 
darstellen, folgt ja nach dem Satze von Nr. 7 aus ihrer reinen Perio- 
dizitat, und daB diese letzteren dann in der Beziehung (oder 

aucb in der damit gleicbzeitig bestehenden, namlich dnroh Ubergang 


zu den konjugierten Werten daraus iLeryorgehenden: £ 0 = — —?) stehen 

Vo' 

mtiasen, ergibt sich als nnmittelbare Folge des soeben gewonnenen 
hesultats 

Zusatz. Bei einem Kettenbruche mit emgliedriger oder mit sym- 
metrischer Periode: (/3 0 , 0,, • • •, /3 n fo) 1 ) fallt offenbar die inverse Periode 
mit der ursprimglichen zusammen. Er steilt daher, wenn er zugleich 
rein periodisch ist, nach dem eben bewiesenen Satze gleiohzeitig den 
Wert einer gewissen perfekten quadratischen Irrationalitat und den 
negativen reziproken Wert ihrer Konjugierten, also —~ dar, und es 
besteht somit in diesem Falle die Beziehung: 


(56) {j 0 = —anders geechrieben: — *= 1 

■0 

Im Falle der eitigliedrigen Periode § hat man insbesondere: 

So' 


d. h.: 


P + ?-» 

«o 


i* — — 1 = 0, 


1) Dabei lenten die mittehten Gli-der: 


oder aber: 


Pm * 


«• 


je naobdem die Anzahl der Penodeugliedcr gerade (< 
(_8m + l) ist. 


3 w) oder «mgerade 
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Abaohnitfc IV. Kap. II. Kettenbrilche aus reellen Zablen 


Nr 0 


and da die (einzige) positive Wurzel dieser Qleiohnng sein muB, so 
ergibt sioh: 

(57) t, = |(v'/3 1 + 4 + /J), 

also: 

— £o “ ^ (YP* + 4 “ P) unil: ~ Soio ** 1 * 

Dei* flir § =j 1 resultierende dnfachste aller periodischen Kefcten- 
brilohe: 1+y^ + jy +.bat also den Wert: (Y& + l). 


9. Die Ergebnisae der beiden letzten Numinern ermdglichen es, 

genauere Auasagen fiber das Bildungagesetz desjenigen regelmafiigen 

JKettenbruches zu machen, weigher die Quadratwurzel ana einer nichfc 

qnadratisoben rationalen Zabl q > 1 darstellt. Bedeutet /3 0 die grSBte 

in Yq entbaltene gauze Zahl, so ist offenbar Yq + /3 0 eine perfektc 

qaadratische Irrationalitat, wenn q erne game Zabl. 1 ) Aber auoh, wenn 

q gebrochen, etwa g =—) besitzt Yq + Po denselben Wert wie eine 
V y— . a 

bestimmte perfekte Irrationalitat, namlich: — y ~°- * Infolgedessen ist 
also Yq Po durcb einen rein periodiscben Kettenbruch darstellbar, 
and zwar einen soloben mit dem Anfangsgliede 2 /3 0 (da ja 2/? 0 die 
groBte in Yq + Po entbaltene ganze Zahl), etwa: 


(58) y?+A-[a A, P^] 0 p>1).*) 

Fdr die negativ and reziprok gewonnene Konjugierte yon + /3 0 , 
also fflr — ergibt sicb alsdann naoh dem Satze der yorigen Nummev 


die Kettenbruofidarstellung: 


und hieraus durch tlTbergong zum reziproken Werte: 

( 69 ) yf-u„=[o, j±- t , .... i. £]• 

Die Gleiobungen (68) and (60) liefern also fflr Yq znnSchst die 
folgenden gtoei Kettenbrtlobe: 


1 _L" 

ft 7 aft. 


1) VgL den Schin6 der Fufinote 1, S. 785. 

S) Im Falle p «=> 2 reduziert sioh also die Periods nuf die beiden Glieder 
a Pa t ft; bn Fall© p «=> 1 nuf das eine Glied 2ft. 




Nr. 9 § 104 Kettenbrflohe fill' Quudratwurzeln aus rationalen Zahlen 797 


Yq = 


fv ft 


Pp-l 2 ft] 


r« 1 * 

PO) rt T H 5 

L "p—i Pp—$ 


1 

ft' 


1 " 
2ft_’ 


Da aber diese beiden Kettenbriiche identisch sein miissen, so 

folgt, daB: _ _ 

Pp—1 — Pi» Pp —3 — Pjl ’ ’ 

aodafi siob filr sohlieBlioh der folgende Kettenbruch ergibt: 


(60) 


1 1 

' 0J ft’ ft’ 


1 I _i 1 
ft’ ft" 2ftJ* 


Die (unmittelbar hinter dem Anfangegliede beginnende) Periode 
besteht also aus einem symmetnsdhen Teil (welcher eventuell siob auf 
ein einzelnes Qlied rednzieren oder auch ganz feblen kann 8 )) and dem 
Teilnenner 2ft,. 

TJmgekehrt stellt em Kettenbruch Ton der Form (60) stets die 

Quadratwurzel ans einer rationalen Zahl grofier als, 1 dar. Denn, bo- 

zeiohnet man seinen Wert mit §, so folgt zunachst duroh Subtraktiou 

von ft,: __ _ - 

fc ,, r A 1 1 iiit 

i A>-[ 0 ’ ft> ft> •••' ft- -ft- jftJ 

und duroh tlbergang zum reziproken Werte: 

( 61 - £-ft = [ ft ’ ft’ ' ■' ft' ft’ aft} 

Bezeiohnet man wieder mit £' die Konjugierte von so ist ^ 
die Konjugierte von ? also ft, — £' deren negativer reziproker 
Wert, und filr diesen ergibt sich nach dem Satze der yorigen Nummer 
der aus dem Kettenbruche (61) duroh Inversion der Periode hervor- 
gehende, also: 


_^ ^ [ 2/3 °' V ft’ ft' ft]’ 

1) Jet p ungerade, bo sobliefit diese Folge mit der Qeziehuug 1 

T* T~’ 

wUhrend un Falle eines geradm p die letzte der befcveffendeu G-loiohxmgon lautet 

* * A 

und Bodann noch ^ nla vereinzeltes Mittelglied dos xymmetri^ohen Telia dc.r 
Periode auftritt. s 

3) Ygl. die FoBnote 2 auf der vorigen Seifce, 
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und wenn man jetzt nooli /3 0 auf beiden Seiten subtrahiert und be- 
achtet, daB alsdann der Kettenbruch unrein periodiscb wird und infolge- 
dessen das friibere Anfangsglied 2/3 0 der zweiten Periode nunmehr als 
Schlufiglied der ersten Periode erscbeint, so folgt: 


(62; 




Dieser Kettenbruch ist aber genau derselbe wie derjenige auf der 
rechten Seite von GL(60), dessen Wert mit § bezeiobnet wurde, und man 


iindet somit: 


§ = -§', also: £ + = 0, 


was nur moglioh ist, wenn die beiden konjngierten quadratischen Ir- 
rationalitaten {■ und keinen rationales Bestandteil besitzen, also von 

der Form sind 1 ): ±^ = ± ]/^* Da hierbei insbesondere £ > 1 war, 
so hat man also schliefllich: £ = Yq, wo q eine rationale nicht-quadra- 
feische Zahl grofier als 1 bedeutet. 

Somit ergibt sich der folgende Satz: 


Der regdmafhge Kettenbruch fur die Quadratwured aus einer 
nicht-guadratischen rationdlen Zahl, die grower als 1, hat die Form. 



(tcobei der symmetrische Teil der Periode sich eventuett auf em 
eimiges Glied reduzieren oder auch gam fehlen kann). Um- 
gckehrt ist der Wert eines solchen Kettenbruches stets gleich der 
Quadrativurzel aus einer oberhalb 1 gdcgenen, nicht-guadratischen 
rationdlen Zahl 


Wenn der symmetrische Teil des fragliohen Kettenbruches g&ui- 


lich fehlt, wenn 

also: 

■e hat man: 



f + A> = 2/V+ 

und daher: 


cL h.: 

*-a+i+V 

(63) 

s-yST+i- 

>. B.: 



^- 1 + f7 1 +TT+ ••••> V 5 = 2 + ‘444 


1) VgL Nr. 1 dieses Paragraphen, GL (8), 8 781. 
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Wir wollen auch noch den Fall naher betrachten, dafi jener sym- 
metrische Teil der Periode sioh auf ein einzelnes Glied reduziert, dafi also: 

_ £a= [ ft ’ v w}' 

We gen: £ + /J 0 = ^2/3 0 , hat man aledann: 


I 

und daher: 

(64) £ 


a 1 *1 1 1 + + 

M + AA + i 



Der Radikand wird dann und nnr dann eine ganze Zahl, wenn fl t 
em Toiler von 2/J 0 . Inebesondere findet man fflr ($ t « f} Q nnd § x » 1: 


§ 105. Eine notwendige Bedingung flir den algebraischen Charakter 
einer Irrational zahl. — He retell ung yon regelm&fiigen Ketten- 
brlichen und yon Systembrtichen, welche transzendente Zahlen 

darstellen. 

1. Bezeichnet man mit £ eine beliebige positive Irrationalzahl, mit 

A 

—1(p =* 0, 1, 2, • • • ■) die NaherungsbrUohe des gleiohwertigen regel- 

mfiBigen Kettenbruches, so beateht far jedes v die Ungleiohong (s. § 103 
Nr. 1, UngL (4), S. 776): 


( 1 ) 



B_ B 


r+l 



Diese Formel gibt fUr die (absolut gemessene) AJbtveichung gewisser 
rationaler Brtiche von der Irrationalzahl £ eine nnr vom Nenner des 
betreffenden Bruclies abh&ngige obere Schranke, sie fixiert also ein ge- 
wisses Mindestmafl der Anndhermg , welches dorch jene Brtiche noch 
iiberschritten wird, Wahrend dieser Tatbestand sich auf alle moglichen 
lrrationalzahlen erstreckt, so existiert. bei den algebraischen Irrational- 
eaUen anch eine ahnliohe untere Schranke ftir di e Abweichung jedes be- 
liebigen rationalen Brnches, mit anderen Worten ein gewisses Hochst- 
mafi der Annaherung , welches von Teeinem einzigen rationalen Bruche 
erreicht wird. Es gilt namlioh der folgende („Liouvilleache“) Satz: 


1st £ eine positive algebraische Irrationalzahl n Ur Ordnung, 
so l&fit sich eine Zahl y > 1 angeben dergestalt, dafi stets: 



wenn a, p gone bdiebige natUrliche Zahlen bedeuten. 
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AbBobnitt IV. Kap II Kettenbrflobe aus reellen Zahleu. 


Nr, 1. 


Beweis. Es mogen zunachst a, (i natiirliche Zahlen von der Be- 
schaffenheit bedeuten, daB: 


(3) 


S- 


< 1 ; 


also- 


(4) — 1 < -j — S<1 und somit: y < j; + 1. 

Auf Grand der in § 25, Nr. 5, 8. 15C, gegebenen Definition ist 
£ Wurzel einer Gleichung « tan Grades (wo n > 2, da § irrational) mit 
ganzzabligen Koeffizienten, etwa: 


(6) = + + ■ + *i-c + J. = 0, 


aber keiner Gleicbnng niedrigeren Grades dieser Gattnng. Ans deni 
letzteren TJmstande folgt, daB diese Gleicbung keine einzige rationale 
LiJsung q baben kann. Dean wfire g (q) ~ 0, so mttBte § der Gleicbung 
(w — l) ton Grades geniigen: 

<7_(j0 ~ 9 (a) —a (g ) _ q 

X - Q X - Q } 

welohe, wie die Ausffihrung der angedeuteten Division zeigt ivgl. § 26, 
Nr 4 ; S. 154), durobweg rationale Zahlen zu Koeffizienten bat und 
dnrch Fortschaffung der Nenner obne weiteres aucb in eine soldie mit 
ga/neseddigen Koeffizienten umgewandelt warden kaun 

Daraus folgt insbesondere, dafl g [~j von Nidi verschieden sein 
mufi Da nun: 

9 (?) = p (** + '’ + ••• + + */»") 

und dei- Klammerausdruck als von Null versebiedene ganee Zalii 
niindestens den absoluten Betrag 1 besitzen muB, so ergibt sich, daB: 



Andererseits bat man wegen g (£) = 0: 


'(f)—('®-'(f)) 



also mit Beriloksiobtigong von (4): 
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Setzt man sodann: . 

n 

(8) v | AJ ■ (g + 1) ,_1 = y (wo- y > 1 wegen U, | > 1), 

i 

so fo^t aus (7), daB: 

»> 

sodaB sich schlieBlioh mit Bentltzung von TJngl. (6), 'vie behauptet, ergibt* 

12 ) 


4 P 1 yfl- 


fc _ 


< 1 (fl. 


Hierbei war freilick zunachst vorausgesetzt, daB 

Ungl. (3)). Sind nun aber a und ft so beacbaffen, daB | £ — y | > 1, so 
ist ja wegen: y > 1 und ft > 1 die TJngloichung (2) schon ohne weiteres 
erfQilt 1 ) 


2. Die Ungleiehuug (2) liefert, wie lhre Herloitung zeigt, ledig- 
licli eine notwmdige Bedingung fiir den dlgebraischm Cliarakter der 
mit | bezeichneten Irrationalzahl. Ihre wesentlieho Bedeutung tritt 
scbarfer hervor, wenn man sie zn einei hinreichendcn Bedingung 
illr den transeendenten*) Charakter der Zalil | umgestaltet, namlich- 


( 10 ) 


Ist die positive ZaM | so beschaffcn, daft, ivic gioft uucJi 
cine ndtiirlichc Zalil n und eine positive Zalil r angenommen 
werden moge, slets natiirliche Zalilen a, (1 vorhanden sind derart, 
daft: 

! u _ a ' _l_ 

|S ~ P ' r/r' 

so kann £ heme algebraische ZaM noeh so liohei' Ordnung sein, 
ist also eine transeendente Zdhl 


3. Das vorstehende Ergebnis kann dnzu dienen, um Beispiele ftir 
transzendente Zablen in Form regelmaBiger Kettenbrliche zu gewinnen. 
Versteht man unter ft v (v = 1, 2, 3, • • •) eine unbegrenzte Folge nooh 
nilher zu bestimmender nattirheher Zahlen, unter ft Q gleielifalls eine 
natiirliche Zahl oder auch die Null und setzt: 

(ii) 5 = ^ + [?)],’ 


1) Die Annahme: 

folgerung gestatten. 
manorial Bern Bollte. 


® a 


1 wflrde ja olme weitereB die gleicho SchluB- 
s'ie kommt aber ilberhaupt mebt in Detracht, da ja £ 


2 ) S § 26 , Nr. 8 , S 160 
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AbBohuitt IV. Kap. II. Eettenbrilohe aus reelleii Zahlen 


Nr. 4. 


bo folgt aus dem ersten Teile von.Ungl. (1), wenn wieder die Nahe- 
rangsbrtiche des obigen Kettenbrnches mit ^ bezeicbnet warden, ftlr 


v: 


( 12 ) 




(wegen: B, +1 = £, +1 B„ + B,^ > 0 r+ fB r ). 


P*+l B r 


Es bedeute femer p v (v = 1, 2, 3,.) eine onbegrenzte Folge nie- 

mdls abnehmender nattlrlicher Zahlen mit dem Grenzwerte oo, also: 


(18) p^p a < ■ ■ ■ ^P v < - ,limp r = + oo 

r->oo 

(z. B. p r = v; p, =* [Vv]; p v = [Ig v]) ond es m5gen zonachst /J Qf will- 
kOrlich angenommen, dagegen die ($ v ftlr v > 2 in folgender Weise 
bestimmt w-erden. Man setze: 

P s > Bf, wo: 

0, ^ B 1S wo: B j ■= + B 0 

^+t^ B r Pr > W0: B ,= 0A-1+ B ,-. 



Aus der Ungleichung (12) folgt alsdann: 

<-_J_L_ 

B*V+* ^"B"* 

wo n eine beliebige nattirliohe Zahl bedentet. Wird dieses n noch so 
grofi Yorgescbrieben, so wird, wegen: lim p v = + oo, ftlr ein bestimmtes 

*->CD 

v and erst recbt ftlr jedes groBere v der Exponent p v + 2 — n 1 
ausfallen, and da andererseits aucb limB v = + oo, so folgt, dafl 

" ftlr hinlfinglioh groBo v jede noch so grofie positive Zahl r 
fibersteigt. Der unendliche regelmafiige Kettenbruch, dessen Teil- 
nenner den Beziehongen (14) gentlgen, hat also die Eigensohaft, daB 
bei leliebig grofiem n and f ftlr hinllnglich grofie v stets 



aasfallt, and sein Wert § ist somit eine transjsmdente Zahl. 


(15) 


I —— 

6 B_ 


4. Man erkennt leicht, daB man bezdglich der Yerwertong der 
Bedingang (10) zar Herstellang transzendenter Zahlen keineswegs 
ansschliefilioh auf die Bentitznng onendlicher Ketienbniche angewiesen 
ist Man kann das gleiche Ziel z. B. auoh mit Hilfe von onendliclien 





Nr. 4. 


§ 105. Systembriiche, welche transzendente Zahlen darBtellen. 
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Systembriichen erreichen, und zwar in folgender Weise. Es sei (wt p ) 
eine unbegrenzte Folge natOrlicher Zahlen von der Beschaffenheit, dafi: 

m v 

(16) m. < »*, < • • < m < • • • , lim-= 0 (also: lim m = oo) 

v->« ?n r+l r->ot 

(z B. m v — v\] = v* ; m v — [Ig v]”+ 1), /3 eine natilrliche Zahl groBer 

ala 1 und |« ffl j eine unbegrenzte Folge natfirlicher Zahlen ldeiner ala 
fi. Dann liifit sich zeigen, dafi der unendliche Systembrach: 


(17) 


a_ 

| = _"1 + J2 + 
13 


“ffl, 

+ — + 
1 j*m_. 1 


eine transzendente Zahl darstellt. Setzt man: 


(18) 

so folgt: 

(19) 


a A 

mj m 8 . m p n t 

+ — + • -r-zr = z=r> 


jjnil fjm a 


0<t~ 


cc a 

m v+i | m v+a 


P m v + 1 + S 

< r^r( 1+ T + ^ + 


■)- 


Wird jetzt wieder eine natfirliche Zahl n beliebig gro/3 vor 
gesolirieben, so bat man: 

m v+l - 1 « (w r+1 - n m v - 1) + nm r 

( » Wl„ + 1 \ 

Wegen lim 


» + l 

+i 

= 0 lafit sich eine untere Schranke flir v so 


r->w "‘*+1 

» + 1 , 
fixieren, dafi-<fl-, wo & einen beliebig anzunehmenden posi- 

i 

tiven echten Bruch bedeutet, und es geht alsdann die Ungleichung (19) 
in die folgende fiber: 


( 20 ) 


\ 

ptn v 


< jjfl— 


Da bei hinlanglicher Vergroflerung Ton v der Faktor /i (1 ^ m *+*, 
wegen lim m v+l = + oo, jede noch so grofie positiYe Zahl T ilbev- 


1) In dezim&ler Sohreibweiae: 

6 = O l « 1 a 8 - • . 

w0 * 


ftlr fi 4“ 


dagegen: 
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Absohrutt 1Y. J£ap. II Kettenbrtlche aua reellen Zahlen. 


Nr. 1. 


steigt, so erfttllt die Zahl £ wieder die Bedingimg des Satzes von 
Nr. 2, ist also trcmzmdent}) 

Obrigens lessen sich auch. leicht andere unendliche lieihen bilden, 

00 

deren Surmnen gleiohfalls transzendente Zahlen smd, z B. v wo 

m r wiederum die frOhere Bedeutung hat i 


§ 106. Ketlenbriicke mit negativen TeilzHlilerii (— « r ) uud positlYCii 
Teilnennern ($ r . — Mherungsbruch-Eigenschiifton und Konvcr- 
genz ini Fallo: p v > 1 + «/ 

1. Ein Kettenbruch mit positivm nnd ncgaUvrn G-liedern lafit sioh 
stets auf die Form bringenV 


0 o + 


Ur J 


w 

1 


bzw. |8 0 + 



00 


t 


1 


wo /3 0 eine bdiebzge redle Zahl ; dagegen a v , /3 v flir v ^ 1 wesentlieh 
positive Zahlen bedenten und je naoh Bedarf s v = ± 1 zu setzen ist. 
Da das additive Anfangsglied /3 0 die Natur des endlichen bzw. unend- 
liohen Kettenbruches nioht wesetitlicli beoinhaBt und aufierdem: 




so konnen wir ohne merkliche Beschrunkung der Allgemeiuheit /3 o =0 
und Sj = + 1 annehmen, also unseren weiteren Betrachtungen einen 
Kettenbrnch von der Form. 




+ 1 , 


zugrunde legen. Des weiteren soli angenommen werden, dab die 
a v) @ v den Bedingungen gentigen: 


(0 ft > l , ^> 1+«„>1 ( i '> 2 ). 


1 ) JJa beim Beweise des Satzea von Nr. 1 nnd der darauB gezogenen Fol- 
gerung von Nr. S die Lebre von den Kettenbrilcbon in keiner Weiee bentltzt wird, 
so h&tten wir den Inhulfc von Nr. l und 2 nebat der in Nr. 4 gemachten An- 
weudnng auf die Heratellnng transzendentev Zahlen mit Hilfe von unendliolien 
SystembiClchen Bchon unmittelbar an § 26 anacbliefien kttnnen. Immorhin gts- 
htJxt dei kata von Nr. 1 Beinem Chazakter nach doth bo wesentlioli dem mit der 
Lehre von den Kettenbrflchen zuaammenh&ngenden Gedaukenkreise an, dafi oa 
aweckmllflig erachien, ibn erst an der vorliegendon Stello einzuffigen. 

2 ) 8. § 94, Nr. 4, S. 711, letzte Zeile. 



Nr.l. §100. Kettenbittobe mitnegat.TeilziLhleni (— a v ) n. posit. Teilnenaern P v . 805 

Werden die Zahler und Nenner der Naherungsbriiclie wieder mit 
\} B v bezeichnet, so hat man: 

(2^ B 0 - 1, B t = /3, nnd fQr v > 2: B v = /?„ B v _ 1 + r t a B v _ s 


(3) 


Aus der Rekursionsformel folgt sodann filr v>2 und B (1 ,>0: 
B r — B v _ 1 > — 1) B v _ t — a v B„_ a {gleich nnr fflr £ r = - 1) 

>0J,-1)(B,_- B ,- s ) 

> 0, wonn zugleich: B v _ t > B v __ 2 , 


Da aber B, > B 0 > 0, so ergibt sich durch vollstandige Indnktion 
die Ghltigkeit dieser Beziehungen fhr jedes v > 2. Die B v sind also 
f(ir jedes v positiv und mit v monoton mnehmend. 

Die gleiohen Eigensohaften gelten hbrigens auoh fhr die A r , da 
diese ja filr v > 2 derselben Rekursionsformel genii gen, und wegen 
A 0 = 0, Aj = «i auoh die erforderlichen Anfangsbedingungen: \ > A 0 ^0 
erfhllt sind. A 

Hiernach sind also aach alle Naherungsbrflohe K r = ftir v ^ 1 
wohldefinierte positive Zablen ’ 

Setzt man in der zweiten und dritten der Ungleichungen (3), 
nSmlich: 


B^ — B v _ t ^ — 1) • (B v _ t — B y _ 2 ) > 0 (wobei das GleichheitszQiohen 

nur im Falle s v = — 1, (i v = 1 + « r gilt) der Reihe naoh v = n, 
n — If ■ • • 8, 2, so folgt: 


(4) 


B. — B„_ 1 (P„ -1)-IB._ i -B._,)>0 

B._,- B„_. > - 1) -(B„_,- B,_.) > 0 

. . . . . 

B, -B, — 1.'-(B, -B,) >0 

B. -B, >(A -1)-(B, — B 0 ) >0, 


nnd wenn man diese Ungleichungen miteinander, sowie mit der 
CHeidmng: n_n_«_i 


multipliziert, so ergibt sich nach Weglassung der beiden Seiten ge- 
meinsamen (durchweg yon Null ’Verscbiedenen) Faktoren: 


(5) B.-B._,^(A-1) (A — 1) • • • C/3„ — 1) fdr »>2, 

llbrigens mit dem Gleichheiiszeidhen auck ghltig ftir n— 1, wabroad 
ftir tt > 1 das Gfleichheitsze‘u:hen nur dann gilt, wenn dasselbe in den 
zur Herleitung benhtzten Beziehungen (4) amnahm&los Geltung liat, 
wenn also: 

( 6 ) 


s v *= — 1, p r — 1 + ct v filr V =3 2, 3, • • ■ n. 
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Nr. 2. 


Ersetzt man in der Beziehung (5) n sukzeBsive durch (»— 1), 
(n — 2), • • • 2, 1 und addiert zu ihr die so resnltierenden Beziehungen 
mit Hinzufiigung der Gleichung: 

so findefc man: ~ ^ 

(7) B 1I >l + u8 l -l)+0J 1 -l)r/J i -l)+ • +(^-1)(/3 b -1) ■ ?-!)> 

und zwar in dem Sinne, dafl stets: 

n 

(8a) B„>l+JgOJ,-l)(A-l). -03,-1) 

1 

mit emeiget • Ausnalme des durch die Bedingungen (6) charakterisierfceu 
Falles, in welchem also der betreffende Kettenbruch lautet: 

und die Beziebung (7) die Form annimmt* 

| B n = 1 + (ft “ 1 ) + (A — 1 ) ,( h + • • + (fit— 1 ) * a J ' % 

(8b ) = 1 + wo: a, ■ ■ ■ «„ 


2. Wir fassen jetzt zunSchst den Fall ins Auge, dafi fttr v > 2 
durchweg e v = — 1, also: 

(9) (K.) = jSl ■- jgi-J^l (vo-.fi!> 1 nnd (3,> 1+«,> lftr* > 2). 

Aus der Differenzenformel (VII) von § 92, Nr. 2, S 697, ergibfc 
si oh alsdann (wenn daselbst gesetzt wird: dagegen fflr v > 2: 

«, = - «„): 

(10) = also: K > K 

Da die (na<;h dem Ergebnis von Nr. 1 durchweg positiveri) Naherungs- 
briiche K y im vorliegenden Falle bestandig zunehmen, nicht, wie bei 
Kettenbriichen mit positiven Gliedern, teils wachsend nnd teds failend, 
also von beiden Seiten dem Werte K bzw. lim K sicb n&hern, so 

01 ft t 

liefem sie kein ausreicbendes Mittel, urn den Grad der Ann&herung, welobe 
durch irgendein bestimmtes K y erzielt wird, absch&tzen zu kSnnen Zur Er- 
reichung dieses Zweckes ftthren wir noch eine zweite Folge von Briichen 
K', sogenaunten Nebenndherungsbriichen ein, welche im Gegensutz zu 
den K y dem Werte des Kettenbruches sicb failend nahern. Wir defi- 
nieren als den v** n Nebennaherungsbmch des vorgelegten (bzw. unbegrenzt 
fortgesetzteo) Kettenbruches (9) die reduzierte Form des Kettenbruohes: 

(11) ■-5s!-i?N ^ 
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Ftir v>2 hat man alsdann: 

(12) K' = Ar — 1 ~~ Cv Ay ~ s — Ay ~ A| — 1 ■<> n 

" (P v —VBv-i— «„B v _ a B,, — B r _ 1 > 

und diese Formal gilt schliefllich auch fill- v = 1 wegen: 


K'= —i- 
1 fc-i 


A i _ A 0 


B.—B„ 


Um zn zeigen, dafi die K' mit wachsendem v menials sunehmai, 
bilden wir ftir v > 1: 


»—1 Ay+l A r _[V 


is' IS' _ A i- Ay —1 _ 

” N+i B r B r _j B r+ 1 -B, (B y —B v _ 1 ) \B„ + 1 —B„) J 


■\vo: 


r = (A,, — A,,.,) (B >+1 - BJ - (B,B_ t ) (A, +l - A r ) 

Filhrt man ftir B y+1 , A v+1 (lie entsprechenden, Rekursionsausdidcke 
ein, so wird: 

(\~ \-l) (0®r+l- !) B v~ «,+ ! B ,-l) 

— B r—l) {(Pr+1 \ ^+^,- 1 )) 

und da die mit A r B r , A 11 _ 1 B r _ 1 behafteten Glieder sich wegheben, ho 
folgt weiter: 

r„ = - « v+1 A, B v _ 1 - (fi, +l - 1) A r—1 B„ + (P 9+l - 1) A, B y _j 
"H a j<4.i A,,_i B v = tt *+i ^) (A,, A r _ 1 B v ), 

aodofl sich sclilieBlich mit Hilfe der Differenzenformel (Yl) von § 92, 
Nr. 2, S 696, ergibt: 

(18) 
also: 

a<) K; +l gK; ( V = 1, 2, 3, - - ■), 

wobei das Gleichhdtszeiohen dann und nur dami gilt, wenn 
/j v+1 = a v+1 4-1 Die Nebenntiherungsbruche K' sind also nach G1 (12) 
durchweg positiv und mit wachsendem v niemals mnelmend. 

Zur Vergleickung der K' mit clen K v hat man nach Gl. (12): 


K'_k' 1 a i g »' “ g v^ 

N N+i- ^-B^KB.^-BJ 


K'-K 


A„—A 


>— 1 


B —B 


V— 1 


l l “i 


A, 

b; = 

>0 


Ay By_ J Ay J 

'^Tib.-bT^T 


(15) ,_ b,.b,-b,_ 1 ) 

uud daher ftir jedes v > 1: 

(16) K' > K,, (mit definitivem Ausschlufi der Gleichheit). 
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Da msbesondere- 

1 / _ c i i/'_ , 

so lafit sich dor f nhalt der Ungleichuugen (10), (14), (16) in folgender 
Weise tibersichtlich zusammenfasBen: 


(17) ^ = K 1 <K S < • <K„. l <K„<K i ;<K,;_ l ^.--<K 1 '= s ^ i . 

Dabei gilt die game Folge der zulaBsigen Gleichheitszeichen, wenn die 
a , /J r fflr i»>2 diirchweg der Bedingung (6) genQgeu, wenn also: 

(18) /3,= 1 ■+■ u f filr v — 2, 8, ■ • • n 
In diesem Falle bat man also: 

(19) K1 = 
wlhrend m jedem Falle: 


ft-l 


( 20 ) 


fir 




3. Aus den Ungleichuugen (17) geht unmittelbar hervor, dnfi eiu 

r « a ,-] 01 

unondlicher Kettenbruch von der Form: j , dessen Teilzohler 


und Teilnenner den Bedingungen (1) geniigen, stets Iconvergierl, und 
zwar, da ja bei Weglassung von Anfangsgliedern seine charakteristi sohen 
Gliedereigenschaften (abgesehen von dem filr die Konvergenz belang- 
losen Anfangsvorzeiclien) erhalten bleiben, unbedingt konvergiert Wird 
sein Wert hm K rt mit K bezeichnet, so wiirde aus (20) zunachst nur 


geschlossen warden konnen, dafi: 


(21) I 1 < K < ~~ 

Aus den Ungleiehungen (17) folgt indessen, dafi filr das Auftreten des 
ersten Gleichheiiszeichens jede Moglickkeit ausgeschlossen ist, doB da- 
gegen daB meite dam und nur dann gilt, wenn gleichzeitig: 

(22) lim K n = lim K', K' - ^ fttr jedes n.') 

n-^to r ->oo Pi 1 

Was die erste dieser beiden Beziehungen betrifffc, so dttrfte man beim 
blofien Anblick der beiden Kettenbrflche: 


1) Wflrde in dex Folge. 

• • 

auoh nur eiu einnges TJngleicl, Mtezeichen gelten, ho kiinnte ja nietnalw. 
lim K B =»K' verdeu. 
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< K »>=pr-pf- 


*n —1 


Vn-1 V, 

“n-ll “ 


“*J_ 51_JL_ 

™ - \h \Pt |A._i 




leioht geneigt Bern, die TJbereinstimmung jener beiden Grenzwerte (deren 
Eristenz ja bereita aufier Frage steht) als efcwaa Selbstyerstandlichea 
anzusehen, da ja. fiir n —► oo entspreckende Glieder beliebig hohen 
Manges bei beideu Kettenbrflchen durchaus identisch sind. Dafi aber 
diese Annahme nicht zutrifft, wird sofort deutlich ; wenn man beachtet, 
daB die Beziehung: lim K M = lim K' mit Rfloksicht aaf Gl. (12) Boviel 

fi->0O >1 -> 00 

besagt wie die folgende: 

(23) 


A„ 


D n D n —1 


and daB, unter Yoraussetzung der Existenz dee rechts stehenden Grenz- 
wertes, die Gilltigkeit dieser Beziehung auf Grand des verallgemeinerten 
Cauchyschen Grenzwertsatzes (s.§ 37, Nr. 3, Gl. (13), S. 230) nar ge- 
sichert ist, falls B ?i mit n (monofcon) ins Unendliche wachst 1 ), daB dn- 
gegen die Gleichheit jener beiden Grenzwerte im allgemeinen aufliort, 
wenn B n (also auch A n ) ftlr n —► oo einem endlichen Grenzwerte zu- 
strebt*), and dafl andererseits in dem vorliegenden Zusammenhange 
dieser Fall aucli wirklioh, and zwar sogar in erheblichem Umfange ein- 
treten kann. Ans der Rekursionsformel: 


folgt namlieh: 


B , = 

B »< 0. B ._i 


1) Das n&mlioke Resulfcat wflrde sioh auoh ans Ql. (16) ergeben. 
bat man mit Benfitzung yon Ungl, (fi): 


also. 




h a i"‘ a n 






lim K_ ^ lim K'. worm lim B_ = oo 

it ^ w 7 . ft 

/i->ao n->*» 


Danaoh 


8) In dlesem Falle wflrde n&mlioh die Beziehung (18) die Form annehmen ■ 


r»->00 __ 

lim B„ 

. fl 

n 


= Hm5 n - 

*»->• D fj" 




die offenbar etwas generejl Unmdglidhes besagt. Denn hedeutet 0 eine ganz be- 
hebige (auob komplexe) ZahL, so bleibt die rechte Seite der obigen Gleiohuug un- 
ge&ndert, wenn man A y dnroh Aersetzt, w&hxend die Unke je naoh Wabl 
von 0 jeden belitbigen Wert annehmen und nur „auanahmstoeuef f 1 nftmlicb fflr eine 
ganz spezielle Wahl yon 0 mit der recltten flbereinstimmen wdrde. (Einfachstes 
Beispiel: A y =■ B„ + 0.) Ob diese „auBnahmsweise“ Obereinstimmung in dem yor- 

-i-xia-j-i i.i.ji.1 j-i-j-i-iii- 
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Nr. 4. 


uad durch wiederholte Anwendang dieser Ungleichung filr v = n, 
n —- 1, • • • 2 mit Bertioksichtigung von Bi = ft: 

(24) b„<• PAr 0■+ (P- 1))(i+(A-1))• •(Hi(i I -ii), 

Dieses Produkt besitzt aber filr « —► oo emen endhchen Grenzwerfc. 

BO ' 

wenn die Reihe (ft— 1) honvergiert (nach § 81, Nr. 1, S. 621), so- 
i 

dafi also in diesem Falle aucb lim B f| rndlich ausfallt. Da andererseits 
aus Ungl. (7) folgt, dafi: w_> " 

(26) lim B,> 1 + J? (0i~ 1) (0 2 “ 1) • * (0, - 1), 

»->co ~~ 

so ergibt siob: 

BO 

Die Konvcrgene der Reihe ^ (/3 y — 1) hildet eim hin- 

t 

OO 

reiehende, diejenige der Reihe (ft—1) (ft — 1) ■ • ■ (ft — 1) 

i 

eine nottcendige Bedingung fur die EndlichJceit von lim B w . 

«■>» 


4 Kebren wir naob dieser allgemeinen Erbrterung wieder zu dem 
besonderen Falle der Bedingungen (22) zuriick, so steht zunachst feat, 
dafi die zweite dieser Bedingungen nach Gl. (18) und (19) dawn uad 
nur dann erfflllt ist, wenn durch weg: ft= 1 + a v (y > 2). 1st dies der 
Fall, so gilt Gl. (8b), nnd es wird daber: 


( 26 ) 


B =1 + 


—l 


2 “i a » 


also limB fl » oo und soinit naob dem Ergebnis der vorigen Nummor: 
(27) lim K = lim K' d b,= 

n ->» M-y oo Pi ^ 


wenn die Reihe a % • - • a v diveryiert. 
i 

Um auob den Wert des Kettenbrucbea unter Beibebalbung der 
Bedingung: ft =* 1 + a, (y > 2) fflr den Fall der Konvcrgene dieser 
Reihe zu bestimmen, kann man der Rekursionsformel ftlr die A r zu* 

niichat die Beziehung eutnebmen; 

* 

A — A = a (A — A 
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and findefc daraus durch wiederholte Anwendung fiir v = n f (n - 1), 
... 3, 2 mit Berticksichtigung von: \ = a v , A 0 = 0 (im ilbrigen ganz 
analog wie bei der Herleitung von (5) aus (4)): 

A «- A n-i=«i a s 

also schlieBlicb (wiederum analog wie beim tfbergange (5) zu (7>)- 
(28) b' = + a, cc s + • ■ • + « 3 • • « M = a } . 


Somit ergibt sicb: 
(.29) £ 


*) 


, —1 


^ 3 1 + ILzi. 


und, wenn die Reihe • ■ • ct v gegen den Wert <5 konvergiert, also: 

lim o = o: i 

91 

0 D 

(30) lim K.= •- < jjS- . 

1 + C1- a Hi * 


Die vorstebenden Ergebnisse lassen sich schlieBlich zn dein folgenden 
Satze zQsammenfassen: 


1) Im Fallo lim e n = + oo ergibt siob lneraus wieder, in Dbcreinetimmung mit 
G1 (27): n '* a> 

lim K_ 


— 1 


trbngens l&Bt sich dieses Resultat auob aus der AquivalenzCormel von § 96, Nr. 2, 
Gl. (8b), S. 711, herleiten. Danaoh hat man; 


und duroh Obergang zum reziproken Werte. 


1 + 



also, falls lim <t n »* + oo: 

n->oo 



Da es freisteht, alle Indues um 1 zu erbOhen, so folgt, dafi auohi 



fl. ’ 1 4- a L 1 


und somit schlieBlich: 
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Nr, X. 


1st: 

h > 1 md fi v > 1 + a v > 1 fur i/ ^ 2 1 ), 
so ist der tmendliche Kettenbruch: 

fii _ 5 l] __ . _ f>l _ 

Ift Ift \P r 

unbedingt Convergent. Sein Wert hegt zunschen ^ md 

mit Ausndhme eines eineigen Fades, in welchem die sweite dieser 

beiden Gren&en crreicht wird, namlich wenn' 

00 

/3„ = 1 + « H (v = 2, 3,.) und: Oj ce 3 + oo. 

i 

Man hat dam also: 

«lI _^J_5. J_f»l_l .— . . 

Ij?, 11 + oc 0 11 +a., * ’ |l + a„ ft-l 

§ 107. Negutiv-rogelmfiBlge Kettenbrticlie. — Ideutitfttssatz. — 
Darstellung rationale!* und irrationaler Zahlen durch negaliv- 
regelmAQigo Kettenbriiche. 

1. Unter einom negaliv-regebndfiigen Kettenbruche verstehen wir 
emeu solchen von der Form: 

bzw h+ [-jX’ 

wo p o oiue beliebigc game Zahl und die P v ftlr v > 1 naturliche Zahlen 
> 2 bedeuten. Es ist dies also (abgesehen von dem prinzipiell niclit 
wosontlichen Anfangegliede /3 0 ) eine spezielle Gattung des im vorigen 
Paragraphen betrachteten, der Bedingung /3 y > 1 + a y genflgenden Ketten- 

bruchtypus bzw [", welche im flbrigen Shnliche Eigen- 

u. P v Jj L P v Jl 

schaften besitzt wie die von uns schlecbthin als regdmctfiig bezeich- 
neten Kettenbriiche (§ 101, S. 752 und § 103, S. 773). 

Werden die Zahler und Nenner der Naherungabrtiche wieder mit 
A,, B k bezeiebnet, so folgt zunBchst mit Bdcksioht darauf, dafi das 
jetzt hinzugefttgte Anfangsglied fi 0 und der erste TeilzBhler (der hier 


1) Hierboi kanu also das Vorzeiohen von Oj, da fiber dasselbe keine aus- 
drHcklicho Verffigung getroflen ist, anoh negativ gedacht werden. Ist das letstero 
der Vail, so wird offonbsr auch der Wert des Kettenbrnohes: K <0 nnd man 1 at: 




Nr.l. 
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(—1) heifit, nioht wie znvor cc 1} wo > 0) in den Ausdrtioken fttr die B ( 
Hberhanpt nicbt vorkommt, daB auf diese letzteren ohne weiteres die Er- 
gebnisse des vorigen Paragraphen angewendet warden konnen. Man 
hat also auf Grand der dort (S.805) mit (3) bezeichneten Beziehungen 
ffir v ^>1 durchweg: B,. > B v _ 1 > 0, sodafi also das Yorkommen sinn- 
loser Naherungsbrttche wieder ausgeschlossen ist. Da im iibrigen die 
B r mit v nnr um game ZaJdcn wucliBen, so hat man hier in jodem Falle: 

(1) lim B t , = + oo. 

r-v 00 

Bezdglich der A r tritt gegeniiber dem vorigen Paragraphen inso- 
fern eine inderung ein, als die Anfangsgloichungen (statt Aq = 0, 
A, = Oj) nunmehr lauten: A 0 = (J 0f \ — ^/5 0 — 1. 

Aus der Rekursionsformel: 

(2) A, = 0,\-i - A_, = (P. - 1) A,_, + (A_, - A„_,) (» > 2) 

folgt alsdann im Falle /5 0 => 0 (wo also: A 0 = 0, Ai = — 1) und im 
Falle < 0 (wo also: A 0 = — | | < — 1, A, = -— | /J 0 1 — 1 < A 0 ), 
daB die A y durchweg negativ ausfallen und mit v numerisch mnehmen. 
1st dagegen |B 0 >0, d. h. > 1 (also: A 0 = /S 0 > 1, Aj = — 1 > 2/3 0 

— 1 > P 0 und daher: \ >. A 0 ;> 0, wobei das Qleichheitszeichen nur in 
dem einzigen Falle /3 0 = 1, /J A = 2 gilt), so fallen die \ wieder durch¬ 
weg positiv aus und, abgesehen von eiuem einzigen sogleich anzugeben- 
den Ausnahmefal], mit v monoton mnehmend. Man hat namlioh zu- 
naolist nach GL (2) allemal: A v ^ A r _. 1 , sofem nur > A y _ 9 > 0, 
was auf Grand der soeben angegebenen Anfaugsbedingungen tats&clilioh 
der Fall ist. Dabei trill aber die Gleichheit 1 A„ = A . dann und nur 
dann ein, wenn gleicheeitig = 2 und A v—1 = A v _ s , also, wie die Fort- 
setzung dieser ScliluBweise ergibt, wenn durchweg: ft y =■ x =- • • •=fl l =2 
und: A y—1 _== A r _ s = ■ - = A x = A 0 , d. b, schlieBlich: A 0 = /3 0 = 1. 

Im Iibrigen sind oifenbar alle A K , B t , game Zahlen und, da die 
Differenzenformel (Yl) von § 92, S. (596, hier die Form annimmt: 

(3) A v B ii _ 1 - A ^B,, = - 1 (wegen: a L « — 1), 

A 

relativprm, die Nahcrungsbrllclie K v also redwsierte Brticbe (gerade- 

so wie bei regdmafiigen Kettenbriiehen •— s. § 101, Nr. 1, S. 763), 
welohe wegen: 

W K , — — -b-V b <° i al80: *,<*,-.) 

mit wachsendem v bestiindig alnchnu )> id. b. algdbrmsch, also im Falle 
K r <0 bei wachsendem Absolutwort). Mini biitto dies auch unmittolbar 
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Nr.l 


aus Nr. 2 des vorigeu Paragraphen, GU. (10) entnelimen kSnnen, wenu 
man. in Bechnung zielit, daB bei Festbaltung der dort gebrauchten Be¬ 
zel ebnung den jetzigeu Naherungsbrflcben dor Wert /5 0 — K ( , zukommen 
wtirde Die aualoge ScliluBweise liifib erkennen, daB nn die Stelle der 
Dngleicbungen (14) und (16) jetzt die folgenden treten (flir v > 1): 


K'<K i , (mu Ausschlufi der Gleichheit), 

sodofi sicli nn vorliegenden Falle schlieBlich das folgende System you 
Dngleicbungen eigibt* 


(6) -<K=h~l; 

und zwar mifc deni Zusatz, daB die game Folge von Glcichheitszeichm 
nur gilt, wenn flir v > 2 durcbweg: ($ v = 2 

Fur den K«ew£?Zic^e«.iiegatiY-regelmiiBigen Kettenbrucb: § 0 -f- f 

dessen unbedingte Eonvei genz nacb dem Lebrsatze von Nr. 4 des vorigeu 
Faragraphen ja bereits feststeht, ergibt sich aus den Ungleichungen (6), 
daB sein Wert in den Gtrenzen /S 0 — jj-~v und rt — \ liegt und dnB 
nur deren Grate moglicherweise erreicht werden kann, niimlicb dann und 
nur dann, wenn in (6) die sam&ichen Gleichheitszeicken gelten, wenn 
also ftlr durchweg: ^, = 2. DaB dies aber tats&chlicb der Fall 

ist, daB also: 

t 6 > fc-^-Tf-TS 1 --A-ftli' 


folgt wieder aus dem genannten Lebrsatze, kanu aber aucb unmittelbar 
daraus erkannt werden, daB der Wert des periodiscben Kettenbrnches: 

11 _l_]_ 11_ 

1 2 12 12 


sick aus der Gleiohung: 

® = 2 ~L x } £ ^ s0: a; 9 — 2x + 1 = 0 


bestimmt und daB diese den Wert a* = 1 liefert, also: 


(?) 


11_i|_LI 

I* I 2 |2 • **• 


Setzt man wieder speziell /3 0 = 0 nnd gibt dem ersten TeilzUhier 
das positive Vorzeichen, so folgt aus Ungl. (20) von Nr. 2 des vorigeu 
Paragraphen, S. 808, flir w 2: 



( 8 ) 


(wo ft > 2) 



Nr. 2. 
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Tind daher am so mehr: 

(0) 0 < jjjr > -p— J < 1 (init Ausschhifi jeder Qleichhed). 

Nach dem Lehrsatze von Nr. 4 des vorigen Paragraphen und 
der zulelzt gemachten Bemerkung gilt diese doppelte Ungletchimg auoh 
fttr n —> oo mit emziget' Ausnahme des Falles: ft = 2 ftir v ^ 1, 
in welchem gemafi Gl (6) an dio Stelle des zweiten VngleiciiheitszeichenB 
das Gleichh.eitszeich.Qn. tntt. 


2. Mit HiKe des letzten Ergebnisses liiBt sicb zeigen, daB ftir 
die negativ-regelma/iigen Kettenbrtlche ein ahnlicher Identiidtssatz be- 
steht wie ftir die sohlechthin regelmdfiigen, nlLmlich: 

Zwei endliche oder zwei unendliche negativ-regelm&fiige Ketten- 
bruche, welche denselben Wert besitzen, sind identisch. 


Der Beweis stimmt, abgeseben von einem bei unendlichen Ketten- 
brdchen der vorliegenden Art zn bertlcknichtigenden Sonderfall, fast 
wSrtlich mit dem entsprechenden ftir regelm&fiige Kettenbrtlche tiberein 
(s § 101, Nr. 1, S. 753; § 103, Nr. 1, S. 774). 

Handelt es sicb zunachst urn zwei endliche KettenbrUche, etwa: 

(10o) 00 + [jt] = 00 -I- [^-] > wo ri > n, 


so folgt zunachst: 

(u.) 





und da ft, ft game Zahlen, die beiden Bestandteile der rechteri Seite 
dagegen nach TJngl (9) positiv und hleiner als 1 sind, so ist diese 
Gleichung nur mBglich, wenn ihre beiden Seiten den Wert 0 haben, 
und man fmdet somit: 


also aus der zweiten dieser Gleichungen duroh tfbergang zu den rezi- 
proken Werten: 





und hieraus wiederum durch die zuvor bentltzte SchluBweise: 


( 12 ,) 


0; 



— \i*' r_i —it* 



816 


Abschnitt IT. Kap IT. Ketteubrtlche aus reellen Zablen 


In diescr Weiae weiter fortfahrend gelangt man zu der Beziehnng: 

W A' + ryT -A. 

L J rt +1 

aus der nut Notwendigkeit folgt, dafi: 

(12„) /*»=/*„> |7'T = 0, d. h. »' = ». 

Damit ist fQr endliche Kettenbrilche der oben ausgeaprochene Satz 
bewiesen. 

Geht man nnn zweitena von der Voraussetzung aus. 

aa) * + k];.a + kj. 

bo lafit sich ja die zuyor beniitzte, 1 m weBentlicben nur auf der Aii- 
wendbarkeit der Ungleicbung (9) boruhende SchluBweise unbegremt 
Fortsetzen, falls keiner der beiden unendlichen Kettenbrilche die Periode 
—" besitzt, sodafi eieh also in diesem Falle wieder deren Idmtiidt 
orgibt. Steht dagegen feat, dafi zun&chst einer der beiden Kettenbrilche, 
z, B. der zweite, die Periode — bat und beginnt djese etwa mit dom 
Gliede — , bo findet man, wie zuvor: 

Pw+-1 _ 

(U) *-a, «-a, - K-K, 

und da der eweite dieeer "Kettenbrilche den Wert 1 hat, bo gilt das 
gleiohe von dem crstcn , was wiederum nur moglich ist, wenn fUr 
v > m + 1 durchweg: /3' = 2. Die beiden unendlichen Kettenbrilche 
Bind also auch in diesem Falle identtsch. 

Zusatz. Man bemerke, daB es unnchtig ware, den vorsteheuden 
Satz so zn fassen: „Zwei gleichwertige negativ-regelm&Bige Ketten- 
briiche Bind identisch/ f Ea muB vielmehr nusdrilcklich gesagt werden, 
dafi die Kettenbrilche beide als endlich oder beide als unendlich voraus- 
gesetrt sind. Denn hier gibt es ja (im Gegensatz zu den aohleohthin 
regelmafiigen Kettenhrflchen) ttnendliche Ketteubrtlche, welche mit end* 
lichen negativ-regelmaBigen gleichwerfig (aber selbstveretSudlich nicht 
identisch) sind 

Man hat namlich: 


A + h 'ft' IS 

wenn: 

[rif = _»I_LI _ U _ 

La--U r ' a 18 i 8 

Dabei ist auch der endliche Kettenbruch ein negativ - regelmafligert 
sofern nur: & m+i i>3 vorausgesetzt wird. 
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3. DaB jeder endhche , etwa n-glieduge negativ-regeliniiBige Ketten- 
bracli eine gebrochcne rationale Zahl darsteflt, folgt ohne weiteres 
daraus, dafi (naoli dem oben im AnschluB an Gl. (8) Gesagten) A n and B n 
ganemhlig and zuetuander rdativ prim eind Es ISLBfc sich aber auch 
umgekehrt zeigen, dafi jeder (echte oder unechte, positive oder negative) 
rationale Bruch durch einen und nur einen endlichen negativ-regdmdfiigen 
Kettenbrnch dargestellt werden kann. 1st namlich p 0 eine ganze Zahl 
beliebigen Yorzeichens, (> t eine nicht in |p 0 | enthaltene natitrliche Zahl, 
so lafit sich zunSchst q 0 in die Form setzen 1 ): 

C15 0 ) 9, = 00 Qi - Qi ~ = fa - “ )• 

wo fa eme (positive oder, negative) gauze Zahl emsulilieJiiich der Null, 
p s eme dem Intervall 0 < q. 2 < p, angeliorige natUrliche Zahl bedeutot 
Wendet man jetzt auf p lt p a den Euldidischen Algorithmic mit dei Ab- 
dndeiung an, dafi man jedesmal den Quotienten um eine Einheit m 
grofi (also > 2) und infolgedessen den Best negativ und numeusch 
Tdemer als den Divisor nimmt, so entsteht ein System von Gleiehungen 
folgender Art: 

[ 9i ~ fa 9* 08 ? w0: fa — fa 0 < 9z 

fat^fa 0 < p t < q 9 

P»-,k 2 < 0<P. +1 <(>„ 

Kt 2 

Bringt man diese Gleiehungen auf die Form: 


(15) 


9* 


fa Qd -9a 


9n—l fa—l Qn ' Pji-i-1 

9 *i Z= fa9n +1 


^ = fa - <?f - = fa ——) 

p. p* p. * P« 


Pn—1 _ o 

*» fa >-1 


P«+l Pn 
P« P»i-|-1 




so ergibt sich durch tlbergang zu den reziproken Werten und suk- 
zessives Einsetzen in Gl. (15 0 ) fflr der folgende Kettenbruch: 


(16) 


Pc _ a _^ ^ I _ _ ^ I 

P,“ P '' lft‘ fa * lft,’ 


1) Mail bat im Fallc p 0 > 0- 

Po " y • Pi + p' 

-(y+i) Pi— (Pi—p'h 

wo. y^ 0 und- 0 < p' < p,, also auoh: 0 < p,— p' < p,. 
1st p„ < 0, bo folgt zun&chati 

, !pol = ypi + p', 

also: 

Po “(—y)Pi— p'i 

wo wieder: y ^ 0 und o ■< p* <| p,. 
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DaB andereiseits kein z weiter mit — gleichwertiger endlichcr 
Kettenbrnch dieser Gattung existiert, folgt unmittelbar ane dem Iden* 
tit&tssatze der vorigeo Nummer. Dagegen lebrt der SchluB des M Zu- 
satzes", daB — auch noch durch einen unendlichen negativ-regelmaBigeu 
Kettenbruch mit der Periode-darstellbar ist, namlich: 


(17) 


_Li 

e, Po IA 


i 1 _L_i_ *1 _ Ji 

A.+ 1 IT 1 2 


(iihnlich, wie ein endlicher Systembru(h mit der Basis /? auch durch 
einen unendlichen mit der Periode )3 — 1 ersetzt werden kann: Tgl 
§ 18, Nr. 3, S. 110; § 20, Nr. 1, S. 117). 


4. Der Wert eines unendlichen negativ-regelmiiBigen Kettenbruches, 
der nicht die Periode —besitzt, ist stets irrational. Denn, ware er 
rational , so rnttBte der wnendliche Kettenbruch mit einem gewissen end- 
lichen negativ-regelmaBigen gleichwertig sein, was nach dem Zusatz zu 
Nr. 2 nur moglich ware, wenn er die Periode —h&tte. 

Umgekebrt lafit sich wiederum zeigen, daB jede Irrationalzahl ^ 
durch einen nnd nur einen unendlichen negativ - regelmiiBigen Ketten- 
biuch daretellbar ist Bedeutet n&mlich fa die hleinste oherhalb fjg 
liegende ganze Zahl (sodaB also: fa — 1 < g 0 < fa), so kann man zu- 
niichst setzen: 

(18 0 ) £ 0 = Po ~ j't wo: 0 < g- < 1, also: > 1. 

Ist sodann fa die kleinste oherhalb ^ liegende Zahl (also: fa > 2 
wegen: > 1), so folgt weiter: 


(18J ti'-fa — fr, wo: 0 < j- < 1, also: £, > 1, 

In dieser Weise weiter fortfahreud findet man allgemein (fttr v » 1, 

2,3,. •••): 

(18,) » wo: 0„>2, 0<|-~< 1, also: l, +1 > 1, 


und durch snkzessiYes Einsetzen dieser Beziehnngen in Gl. (18 0 ): 

1 I 


(19) 


h « _ 1 1 i| ll 

6o IA IA \fa 


Dieser Prozefi kann niemals abbrechen, d. h. es Vann nicht fttr 
lrgendein bestimmtes v = n die Gleichung (18 y ) sioh auf die folgende 
reduzieren: 


K~Pn C® 1801 


0 ), 
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da in diesem Falle: 


, _ . _ U_J__L 

u 0 — Po iff | tf I R 


IPi I & 

d. h lo rational ware, was der Voraussetzung widerspnckt. Man er- 
hait also auf diese Weise emen umndhchm Kettenbruck yon der Form- 


( 20 ) 


i _ 1 _ _ l' 


von dem sicli scklieBlick zeigen luBt, daB er gegen den Wert kon- 

A, 

vergiert. 1 ) Werden namlick seine Naherungsbrficke wieder mit B 
(v= 0, 1, 2,.) bezeicknet, so folgt ans GL (19): 


t = 6, + 1 A - A ^- 1 r v >i) 

bo “ t b — B , ^ - A ' 

br + l LJ i u f—1 


( 21 ) 

und daber: 

A —A . B_-(- A„B _. 

(22) 6o-- b -= ’ _ 


B,(! 


7r-t=T) 1 “ b,^; +1 b, 1 -b 1 _ 1 ) («•«•<»» 


Da aber s ll+l > 1, ak>o B, — B |t 

lim B,, = + oo (nach Gl. (D), so folgt: 


(23) 

und somit soblieBlicb 

(24) 



>B-B. ,>1 


uml 


Aus dem Identitatssatze von Nr. 2 ergibt sick dann nock, daB die 
obige Darstellnng von £ 0 duroh einen negativ-regebnafiigen Kettenbruch 
die einzig mbgliche dieser Art ist. 

Es findet also eine umkehrbar emdeutige Beziekung zwiscken der 
Menge der reellen Zahlen und derjenigen der uncndlichen negativ-regel- 
maBigen Kettenbrache statt Dieselbe kunnte offenbar dazu dienen, 
um den bereits mit Hilfe der imeyidlichen Systembruche mul regdmafiigeu 
Kettenbruchc gelieferten Beweis fttr die Aquivalenz einer gewissen 
reellen und komplexen Zaklenmenge (§ 71, Nr. 3, 4, S 545fi ; § 103, Nr o, 
S 778) m analoger, jedock tcesenttich vereinfachter Weise zu ftthren, 
da ja die storende Rolle, welcke bei den Systcmbriichen die Null tiK 
Periodenziffer spielt, kier ganzlick wegfallt, ebenso aber auek diejenige 
Weitlaufigkeit, welche bei Anwendung der regelma&igen Kettenbrtiche 
dadurch kervorgerufen wird, daB diese nur irrationale Zahlen darstellen 


1) Der betreffende Kettenbfuch kann also keinesfalls die Periode — g be- 

Bitzen, da ja anderenfalls sein Wert wiedor i ationoil sein mBBte Mit andeicn 
Worten. der negativ-regelm&Bige Kettenbruch Filr eine Irrationnlzahl ^ muB atets 
unendlioh viele Teilnenner >■ 3 enthalten 
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§ 108. Die Bedingung ft > 1 + a* als hinreichend© fQr die Kon- 
rergenz von Kettenbrftchen mit reellen Gliedern beliebigen 

Yorzeichens. — Anwendung der Extension zn teilwelser 
Erweiterung dieser Konvergenzbedingang. 

1. Die in § 106, Nr 3, S. 808, fttr die Konvergenz der Kettenbrilche 
yon der Form: (wo: a. > 0, ft > 0) als hinreichend erbmnte 


Bedingung (1), S 804,namlich: ft >.1, ft > 1 + (ftr v > 2), erweist 
aich, wie jetzt gezeigt werden soil, anch ale hinreichend fUr die Kon¬ 
vergenz von Kettenbrfichen mit reellen Gliedern beliebigen Vorzeichens, 

also solcben von der Form: , wo s y ganz nach Belieben eme 

der beiden Zahlen ± 1 vorstellt, tibrigens aus Zweokmafiigkeitsgrfinden 
wieder e 1 = + 1 angenommen werden soil*) Ferner wollen wir der 
Symmetrie znliebe an Stelle der Bedmgung ft > 1 die bisher nnr fflr 
v > 2 festgesetzte Bedingung auoh auf den Fall v = 1 ansdebnen, so- 
dafi also von jetzt ab: 

(1) + !• 

Hierm liegt in Wahrheit keine eigentliche Bescbrfinknng der All- 
gemeinbeit, da ja, falls ft nur der Bedingung: ft > 1, nicht aber der 
Bedingung (1) gendgen sollte, vermittelst der Beziebung: 

<•) ■[¥•'?! 
die Eigenschaffcen des ersten Kettenbrucbes (auch ffir n —*■ oo) un- 
mittelbar aus denjenigen des stoeiten entnommen werden kSnnen und 
das Anfangsglied dieses letzteren der fraglichen Bedingung gentigt. 

In § 106, Nr. 1, S. 806, wurde bereits gezeigt, dafi nnter den ge- 
machten Yoraussetzungen die Naberungsbruob-Z&hler und -Nenner A w 
B durchweg positive, mit v monoion eunehmende, also die Nahenmgs- 
brflcbe K r durchweg wohldefinierte positive Zahlen sind. Ferner ergab 
sich (S. 805/6, Ungl. (6) und (-7)): 

(3) B H — 


(*) 


+ ••• 05 .- 1 ), 


1) Der Fall a, =—1 lCLfit sich ja auf Grand der Besriehung: 

auf deniemiren ernes potntiven AnfangszBlileM lurdckfdbren. 
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wobei das GleichheUszeioken. dann und nur dann gilt, wenn durch weg: 

(o) = /3 r = l + « r ftlr v > 2. 

Da die ursprQnglich nur fdr v > 2 eingefiihrte Bedingung /? > 1 + « 
jetzt auch ftlr v = 1 gelfcen soli, sodaB also: — 1 >; <x y fiir v > 1, 

so folgt zunachst aus UngL (4), dafi: 

n 

(6a) B w > 1 + 6 ni -wo: 0 B = ^a 1 c , 

i 

mit Ausschlufi der Gleickheti, mdglicherweise ansgenommen den durch die 
Gleichungen (5) oharakterisierten Fall. Wird zu diesen wiederum noch 
die Beziehung /3j = 1 + «i hinzugeftlgt, so ergibt sioh (tibereinstimmend 
mit GL (8b), S. 806, filr ft = 1 + <*): 

(8 b) B„= 1 + 

in dem eineigen AusnahmefaUe, welcher ntinmebr durch die Bedingungen 
bestimmt wird: 

( 7 ) f r+ i = —1» /*„ = 1 + «„ fiir v ^ 1. 

Wie aus den in § 106, Nr. 4 gefundenen Ergebmssen hervorgeht 
(s G1 (27) und (30), S. 810/11), hat man in diesem besonderen Falle: 


( 8 ) 



, wenn: lim 6 = 6, 
l + a ^ 1 

* M “V 00 

1, wenn: liin tf = + oo, 

7 n 1 > 

rt-> ao 


mit anderen Worten, der Kettenbruch konvergiert gegen 

den Wert- f^<l oder 1, je nachdem die tieihe cc% • • • k 

i 

gegen den Wert ts konvergiert oder divergiert. 

Zur Behandlung des allgemeinen Fallea gehen wir von der (mit 
Btf cksicht auf: = 0) bestehenjden Identit&t aus: 


(9) 




welohe mit Beniltzung der Differenzenformel (VII) von § 92, Nr. 2, 
S. 697, in die folgende Beziehung iibergeht: 


( 10 ) 




V — 1 


*1 ®1 • ®3 " ‘ * °r “i 1 

B r _iB r 


6„CC„ 


Man flndet daher: 
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Nr. l. 


sofem die betreffende nnendliobe Reihe Iconvergiert. Nun folgt ans 
Ungl (3), daB- 

(12) — B 1< _ 1 >«!«„••• a t , 

wobei das Gleichheitszeichen aussuscMiefien ist, wenn die Bedingungen (7) 
ftir v = 1, 2, • • • n nicht ausnahmslos erfiillt sind Da der besondere 
Fall ibrer ftir jedes noch so grofic n ausnahmslosen Gteltung bereits or- 
ledigt ist, so ergibt sich in dem jetzt behandelten aMgemeinen Falle- 


(13) 




h • «s “a_• • • *v K v 
— 1 ® r 




‘1 “*■ 


2 1 B r _ 1 

p "bZ7b, 


B „ B 

y —1 > 


uud zwai zum nuudesten bei hinlanglicher VergroBerung von n mit 
sicherem Ausschlufi der Gleichheit. Und, was wesentlich ist, diese Un- 
gleichheit kann bei weiterer VergroBerung von n, msbesondere auoh 
ftir ii —► oo niemals aufgehoben werden, da ja die betreffende Summe 
bzw. unendliche Reihe mindestens em Glied enthalt, ftir welches die 
TJngleichimg besteht: 


(14) B.-B.^x^ 


B„—B, 


V—1 


al«o- V T b--'<-- b „ 



1 

B i* 


Somit ergibt sich aus TJngl. (13) ftir n -> oo 


(15) 




<1 


mit Ausschlufi der Gleichheit, und zwar unabhangig davon, ob der Grenzwert 

lim B n endlich oder tmendlich grofi ausfitflt, also auch unabhangig davon, ob 
*->00 00 

die Reihe ^ Og • • • a y Iconvergiert oder dvuergicrt. Daraus folgt weiter, 

t 

daB die in GL (11) auftretende Reihe absolut Iconvergiert und daB in jedem 
Falle ihr Absobdwert Jdeiner als 1 ist, daB also der betreffende unend- 
hche Kettenbruch gleichfalls Iconvergiert und, da die Naherungsbrtiehe, 
wie bemerkt, durchweg positzv sind, sein Wert zwischen 0 und 1 liegt. 

Zugleich erkennt man, daB die Konvergenis des Kettenbruch.es eine 
mbedingte ist, da ja die vorstehenden Schltisse auch auf jeden durch 
Weglassung von Anfangsgliedem aus dem gegebenen hervorgehenden 
Kettenbruch sich ohne weiteres tibertragen lassen. 

Hiemach gewinnt man den folgenden Satz, welcher den wesent- 
liohsten Toil des am Schlusse von § 106, S. 812, ausgesproohenen als 
sueziellen Fall enthBlt: 
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1st’ 


(16) s, = + 1, a L > 0, S ' +1 = ± 1, /S. 1 + a,, > 1 (ftir v > 1\ 

t 8 K a v~X a 

—p— I imbedingt Jconvergent und sein 
Wert hegt swischen 0 imd 1, aufier wenn ihtrchweg; 


* P+ i = ~ /3,. = 1 + «, > 1 (far v > 1), 

00 

imd uberdies die Beihe a t ■ ■ • a v diiergiert, in ivdchem 

i 

Faille der Ketteribruch den Wert 1 hat. 1 ) 


2. Eb verdient hervorgehoben zu werden, dafi Kettenbrttche der 
eben betrachteten Art dnrch Extension sich in solcbe mit lauter posi- 
tiven TeUnahlem ttnd mckt-negativen Teilnennem Uberfflhren lassen. 1st 
etwa m der klemste. Index, fflr welchen « m+l = — 1 (m > 1), sodafi 

also: i iii 

S m a m | . a m\ C j»+l| 

^ 17a ) 1^1 "^m +1 " |A» l^ + l’ 

bo hat man bei Anwendnng der Extenaionsformel (19) von § 96, Nr. 3, 
S. 723, wenn man der daselbst mit a' bezeichneten Zahl den Wert 1 
beilegt, diese zwei Glieder dnrch die folgenden drei zu ersetzen: 


(17b) 


1 , 1J , « m +l | Pm ~ 1 ^ a m> 

|ft» ^ 11 ~\Pm+l— a m + l ‘ Pm+t~ “m + l= 


Dabei bestimmt sich der Wert l~ des auf diese Weise zwischen 

A “w— 

und ‘s~ eingeschalteten Nabenmgsbruches ans der Gleiohung: 


i 

i 


(18) 


B„r— a„ 

0 —fr —j- = 1, d. h. es 1 st: 

B m-I r — A m-1 


A„ —- A._ . 

m wi—i 

B — B i' 

m m — 1 


1st nun s m+t = + 1, bo wird bei weiterer Fortsetzung dieses lediglich 
zur Beseitigung negativer Glieder dienlichen Extensionsverfahrens das 


1) Das obige Konvergensknterium ist lediglich ein epezieller Fall ernes all- 
gemeineren auf Kettenbrdche mit beliebigen komplexen Gliedem sich bexiehen- 
den (a. g 118, Nr. 4, Zuaata). Baa gleiohe gilt Ubrigena von dem Konvergenz- 
kriterium ffir Kettenbrflcbe der ersten Hauptform mit positivera Gliedem (g 102, 
Nr. 2, Satz II, S. 764; vgl g 111 Nr. 8, 8. 858). Eb ei'scbien indesaen zweok- 
miiflig, diese aperielleren S&tze, mit eigenen entBprecbend vereinfachten Beweuen 
veraehen, voranxuaohioken, statt sie erst sp&terhin ans den. angezeigten allgemeineren 
abxuleiten, teils des leiehteren Yerstandnisses halber, toils wegen der daran nn- 
xuknflpfenden, auBSchlieBlioh auf resile Zahlen bezdglichen Betrachtongen. 
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||f _L1 I 

Glied r5 -——--? da ihm bereits ein positives Glied folgt, liicbt melir 

| Pm +1 a m +1 

in Anspruch genommen. 1st dagegen = — 1, also: 

a«q \ “ffl + l | , e m + a tt to+8l _ g .»+i | “m+> 

^ ^ + + i | &n + 8 |l J 7a + l““i» + l |&n + 8 

so liefert.das gleiche Extensions verfahren an Stelle dieser zwei Gliedev 
die folgenden drei ■ 


C19b) 


V+i 


|ftn + l “m + 1 1 I 1 


*m + 0 


|ftn +2 “m + S 


t wo: 


I P m + 1 tt m +1 

a m+2~^ 


und der eingeschaltete Naherungsbruch bat wiederum den entspreebenden 
Wert Da jetzt auf das Glied rs-^- 1 -j ein positives 

B m+1 — B * |Pn. + l—“m + l— 1 _ 

folgt, so ist es bei Fortsetzung dieses Verfahrens gegen jede weitere 
Verandernng 


brucbe 


re* a.I 

V V 

_1T_ 


gesicbert. Im iibrigen ist ersicbtliob, dab man dem Ketten- 
vermittelst hinlanglicher bzw. unbegrenzter Fortsetzung 


des bescbriebenen Prozesses einen extendierten zuordnen kaun, der aufier 

A 

den samtlicben Naherungsbrtichen ~ noob eine (eventuell nnbegrenzte) 

Ay—A 1 ,_ 1 

Anzahl eingeschatteter Naherungsbriiche von der Form B __ B — besitzt 
und dessen Teilbrflcbe folgende Formen aufweisen: 


P,’ P-i’ ft,-*,* 



l 

r 


wo: P y — 1 > 0, — « v > 0, /3 V — « (i — 1 > 0. Und zwar erscheint als 

Teilnenner: 


( 20 ) 


( a ) 

K, 

wenn: s y = + 1, 

*,+1= + 1 - 

(b) 

p-i >0, 

n s v = + 1» 


(°) 

/*»—“,> o. 


+ I 

(d) 


It S r ~ * 

S .+l“" 1 


3. Der extmdierte Kettenbrucb entbalt Glieder mit dem Teilnenuer 
Nutt (und zwar eventuell in unbegrenzter Anzahl), wenn flberbanpt der 
Fall (20d) eintritt, d.b. wenn in dem ursprOnglichen Eettenbrncbe Fol- 


— — a., 


gen von mmdestens zwei negativen Gliedem — „ * ■— vorkommen, 

Py Py+1 

und wenn iiberdies = 1 + a, ist. Der Gbarakter des extendierten 
Kettenbruohes wiirde daber keine primipieUe An derung erleiden, wenn 
aucb im Falle (20 o) die analoge Moglichkeit (namlich: (i y —cc r — 0) 
vorlage, wenn man also fJ yf falls s y+1 = 1, lediglicb der Bedingung: 
Py ~ a y unterwflrfe. Dies fiibrt aber unmittelbar zu der folgenden Er- 
weiterunff des znvor aewonnencn ErgebniBses: 
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1st. 

(21) = 1, Vj_ 4 = ±1, ^:> i 4. a * f wenn — 1 } ( v > ^ 


so 
emeu 


in 


r*p a y~\ 

Idfit sich der Ketteribruch (K w ) = ~s — durch Extension 

ra'-r L V 

anderen (K^,) z: mit lautet positiven Teilgdhlem 

(namlich a y imd 1) und positiven hew. nickb negaiiven Teilnennern 
{namlich p T , 0 r — 1, 1, bzw. /3 v — a v , a v —1) uberfiihren 
(s. im Hbrigen die naheren Bestimmnngen (20), mit der Modi- 
fikation, dafi im Falle (c) jetzt /S y —> 0 zu setzen ist). 1 ) 

In bezng auf das Bildungsgesetz dee extendierten Kettenbruches sei 
nocb folgendes heryorgehoben. Die einem beliebigen Gliede von (K^) 

vorangehenden Glieder haben anf dessen Ersatzform in (K^) keinerlei 

a I 

Einflufi. Ein positives Glied r— erscbeint im extendierten Kettenbruche 

r* 1 oc I 1 1 

entweder unverdndert oder darcb v J + pr- 1 ersetzt. Der ersle Fall 

JPv— 1 I 1 

tritt ein, wenn = -f 1, der zweite, wenn « y+1 = — 1, also: /3 v > 1 + a y 
und daher: (i v — 1 > 0. In diesem Sweden Falle erzeugt also das Glied 

flf I / 

in (K^) swei konsekutive Glieder mit wesentlich positivem Nenner. 
Die weitere Verfolgong des ersien Falles Srgibt, dafi das in (K^) auf 

CC I 4,1 I 

,p— folgende (wegen s v+1 = + 1) positive Glied i Q OC) wieder 

enfcweder vnverandert erscheint oder durch j + ^ ersetzt wird. 

|Pr+l~ 1 I 1 

wobei dann wieder 0 . A — 1 > 0. Also auch hier folgt in (K^) auf 


das (mit 




identische) Ersatzglied yon wiederum noch ein weiteres 

If'* 


Glied mit wesentlich positivem Nenner. Es entspricht mithm in jedem 
Falle einem positiven Gliede von (K^) in dem extendierten Kettenbruche 
(K^) ein Glied mit wesenUich positivem Nenner, dem noch ein weiteres 
Glied mit wesentlich positivem Nenner folgt. 

Da ja $! = + 1 Torausgesetzt wurde, also (K w ) mit einem positiven 
Gliede beginnt, so ergibt sich insbesondere, dafi die beiden ersten Teil- 
nenner von (K^) stets wesentlich positiv Bind. Infolgedessen sind nach 
§ 100, Nr. 4, S. 751, die N&herungsbruch - Z&hler und -Nenner A^, B' l 

—~cc I a | 

1) Als Ersatz fflr ein negatives Glied r—— ersoheint entweder: ,5- * - 
a 111 IP* IP* 1 *•* 

oder ^ " j + namlich je nachdem 8^4** + 1 oder — l. 
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Nr. 4. 

von (K^) dnrchweg positive (ftbrigens mit wacliflendem Index monolon 
zunehmcnde) Zahlen, und das gleiche gilt daher von den B pl welche 
ja samtlioh unter den A', B' vorkommen. 

4 Um aus der Beschatfenheit von (K^) einen Sohlufi auf dio 
etwaige Konvergenz von (K^) zu ziehen, beachte man, dafi gauz all- 
geroem die Konvergenz oines beliebigen, durch Extension ana irgendcinctn 
anderen hcrvorgegangenen Kettenbruches stets die Konvergenz uud 
Gleichwertigkeit des erseugenden Kettenbruches nach sich ziehen nniB, 
da ja die samtlichen Naherungsbriiche des letzteren als Tcilfolge in der 
Naherungsbruchfolge des extendierten Kettenbruches enthalten sind. 
Das analoge gilt offenbar, falls der extendierte Kettenbruch aufin - 
wesenUich divergiert. Dagegen kann jene Teilfolgr sehr wohl einen 
endlichen Qrenzwert (bzw. die Folge der reziproken Werte den Grenz- 
wert NuM) besitzen, ohne dafi der (noch um die emgeschalteten 
Naherungsbriiche bereioherten) Gesamtfolge diese Eigenschaft zukommt 
Hiernaoh kann also insbesondere, auch wenn der extendierte Kettenbruch 
wesenUich divergiert (also osziUicrt), der erseugende immerhm noch 
lconvergieren (bzw. aufierwesentlich divergieren), und zwar mufi sein Wert 
dann stets nnter den IlaufungszaMen der Gesamtfolge (bzw. die Null 
unter den H&nfungszahlen der reziprok genommenen Glieder der Ge- 
samtfolge) enthalten sein. 

fiber diese allgemeingiiltige Feststellung hmaus, naoh welcher die 
Konvergenz des extendierten Kettenbruches als eine hmreichende Be- 
dingung ffir diejenige des erseugenden erscheint, lassen sich in dem 
vorliegenden Falle noch die folgenden spezielleren Aussagen maohen. 
Nach § 102, Nr. B, S. 769, kann der extendierte ' Kettenbruch als ein 
solcher, dessen zwei erste Teilnenner wesenUich positiv, wahrend die 
iibrigen znm mindesten nicht-negativ sind, nur lconvergieren oder zwisohen 
zwei endlichen Zahlen K und K in der Weise oszilliet'en,* dafi ftlr die 
Naherungsbriiche andere H&ufungszahlen aufier diesen beiden Uaupi 
hmites nicht vorhanden sind. Mithin bleiben ftlr den crzeugendm 
Kettenbruch nnr die beiden Mogliohkeiten, dafi seine NaherungsbrtLohi 
gleichfalls jene zwei Limites (und keine anderen) oder nnr einen voi 
ihnen besitzen, er selbst kann also gleichfalls nnr zwischen jenen beidei 
Zahlen K und K oszUUeren oder gegen eine derselben lconvergieren. E 
wird sich aber sogar noch zeigen, dafi, abgesehen von einem besonderei 
Falle, der urspriingliche und der extendierte Kettenbruch stets gleich 
zeitig lconvergieren bzw. gleicheeUig oszUUeren, sodafi dann schliefilioh di 
Konvergenz des extendierten Kettenbruches auch als nottoendige Be 
dingung fttr diejenige des ursprtingTlohen erscheint. 
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5 Wir gehen zunachst von der Voraussetzung aus, daB der den 
Bedingnngen (21) geniigende Kettenbruch unendlich vide positive Glieder 
enthalt. Sind von emer gewissen Stelle v > m ab aUe Teilzahler 
iwsitw, so hort ja das Extensionsverfahren bei dieser Stelle vollstiindig 
auf, der extendierte Kettenbruch verliuift also von da ab durchaus 
identisch mit dem ursprtinglichen f das namliche gilt dann anch fQr die 
Naherungsbruche, and somit Tconvergieren bzw. divergieren beide Ketten- 
brtiohe stets gleicheeitig. 1m ttbrigen ist flir die Konvergene beider 
Kettenbriiche dann notwendig and hiwreichend, daB der Kettenbrach 

Y konvergiert, da ja in dieseru Falle der extendierte Kettenbruch 

i_PyJyn 

hochstens auftenoesentkch divergieren kbnnte, was aber nach Satz (VI) 
von § 102, Nr. 5, S. 771, endgtiltig ansgeschlossen ist 

Zur Behandlnng des allgemeinen Falles, daB der Kettenbruch 
unendlich viele Glieder beiderlei Vorzeichens enthalt, schicken wir die 
folgende Bemerkung voraus. 

Es seien y, 9, y ', S' beliebige positive Zahlen 1 ) von der Be- 
schaffenheit, daB: 



so folgt duroh Multiplikation dieser Ungleichung mit 9 bzw. 9': 


i- ? s = r < 


/ 

9' 


9' 


y *<v 


t 

9'‘ 


Multipliziert man die erste dieser Beziehungen mit einer beliebigen 
positiven Zahl p, die zweite mit einer ebensolchen q', so ergibt sich 
duroh Addition: 


and d&her: 
(28) 


(q9 + q'9') • \ < Qy + pV < (q9 + p'd') * £ 

L ^ £y + pV y> 

9 ^ lyd + e'd' ^ ~9 r 


Angenommen nun, der unendlich viele Glieder beiderlei Vorzeichens 

enthaltende Kettenbruch konvergiere gegen einen gewissen Wert K. 

h Pv Jl ^ 

Dann ist nur zu zeigen, daB aufier den Naherungsbrflohen auch die 

, A r —A. 

infolge der Extension eingeschalteten NSherungsbrttohe B __ B 


t —i 


flir 


r—1 


1) Die folgende SuhluBweiae gilt auoh noch im Falle y «=> 0, in weloliem 
dbrigena die Riobtigkeit dee Endresultatea (28) aucb nmnittelbax eraichtlicli ist 
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Nr B. 


v -> oo gleichfalls gegen den Wert K konveigieren Versteht man 
unter v einen der (unendlich vielen) Indizes, bei denen ein Zeichen- 
weohsel vom positives znm negaiiven stattfindet, sodafi also: 

«,= + 1, s, +1 = — 1 und daber: /3„> 1 + a v , 
so findet man dnrcb An wen dung der Eekursionsformeln fiir A„, B y : 
K~ A f _i (P v — 1 )Ay_i + a * / V-a 


(24) 


B — B. 


(P*— 1 ) B v _ x B,_ 3 


(wo: P„—l> 0), 


and man erkennt daber mit Beniitzung der Ungleicbung (28), dafi der 

h _a 

Wert des recbtsstehenden Ausdruckes, also auch derjenige von 

A„_q _ A. w * 


>—i 


■>—i 


liegt. Andererseits k&nn man aber anf Grand der 


zwiscben -rnnd D 

S 1 

gemacbten Voraussetzungen durch hinl&ngliche VergroBerung von v bei be- 

A A 

liebig klein vorgesehriebenem s > 0 erzielen, dafi nnd beide 


By—a B r _ t 

s nnd K + s liegen. Das gleicbe gilt dann also ins- 

Ay | | 

besondere auch von g- — und R —-p- - und, da dies zwei honsehuUve 


zwischen K 


■ 1 By By 1 


N&berungsbr&obe des extendicrten Eettenbrncbes (K^) sind (s. GL (18)), 
ancb von jedem folgenden Naherungsbruche des letzteren (vgl. § 102, Nr. 5, 
Ungl (19), S. 769): somit kovmrgiert (K^) gleichfalls gegen den Wert K. 
Hiernaeh sind also die Kettenbrtlche (K ro ) und (K^) gleichzeitig kon- 
vergent bzw. divergent. 

Es bleibt schliefilicb nocb der Fall zn betrachten, dafi der Eetten- 
brucb (K ro ) (dessen Anfangsglied ja allemal als positiv voransgesetzt 
wurde) nur eine endliche Anzahl von positiven Gliedem enthalt, sodafi 
also von einer gewissen Stelle ab durcbweg: e y = — 1 ist. Sei dann 
etwa s n a m der let&ie positive Teilzahler, so bat man auf Grund der in 
Betraobt kommenden Bedingnng (21): /S ^1 + a flir v > m, nnd der 

Eettenbrncb: ist daber nacb dem Satze von § 106, Nr. 4, S. 812, 

L "y . a 

(convergent, sein Wert negativ nnd nnmerisoh hochstens gleicb . , < 1, 

ftn+l— 1 — 

Wird derselbe mit —bezeicbnet, so findet man ffrr m > 2 1 ) mit 
Hilfe des „Hanptsatzes" von § 99, Nr. 2, S. 744: 

( 25 ) 




+ 


1 1 

774 — 1 171 — X( • 

--r 


Pm —1 |ftn ^m + 1 

An—1 ~b a m —a 

(P m —<f m +v) B m—l + 

1 1 ist ja /S„ > 1 + « fOr v > 1, und der Kettenbruoh. 


1) Iin Falle m _ 

erweist siob unmittelbar naob dem Satze von § 100, Nr. 4 als Convergent. 
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falls dieser Ausdrnok eine bestimmte Znlil vorstellt, was aber sicber dor 
Fall ist, da ja: fi m — f Jll+1 >0 und: (s Nr. 3 am Ende). 

Unter der gemaehten Voraussetzung ist also der gegebene Kettenbracli 
in jedem Fallc konveryent, das Verhalten des extemherten Kettenbraches 
but daranf keineilei Einflufi. Dagegen kann dieser letztere hier nntei 
gewisaen [Jmstiinden divergiercn (oszilliercn), namlieh dann, wenn die 

— 7 ,—- ~ v emeu 

K J m Lft» K J,„ +1 

endlichm Grenzwert besitzen (vgl. § 106, Nr 3, S 809), also auch Jini 13, 

71 00 

endlich auBfallt In diesem Falle bestebt ja, wie die a. a. (>. angestellten 
Betraohtungen zeigen, lm allgeiuemen Leine tTbereinstimmung zwiBcken 

dem Grenzwerte der Nahenuigsbruche * mid demjeoige!i der Neben- 
A - A 

naherungsbrnche B v welche letztere hier als eingeschaltetv N&he 

°r — 1 

rungsbritche des exicndiertm Kettenbraches erscheinen, sodaB also diesot 
letztere osssillicrt, 

Hiernach ergibt sich jetzt der folgende Batz. 

EnthMt da dm Bedmgungm (21 \ namhch 

fi i - + h fi , + i - ± 1 /3 y > 1 + wenn: e l +1 — 1} ^ > ^ 

r r i «rr 

gmugmde Kctieubtuch r p tmendhch vielc positi be Glieder, 

so besieht die notwendige vnd hinreichende JBedinguny fw 
seine Konvergcns m der Konvergcnz des (nach der Vorschrift von 
Nr. X) cxicndwrien Ketknbruchcs. Enihd.lt er dagegen von einer 
getoisscn Stellc ab nur noch negative Glieder , so honvergiert 
er ohne %rgendwelchc water? Baselirdnhmg in gedem Fallc, 
wdhrend die Konvcrgcnz des exlmdiarttn Kettenbraches nur ge- 
sichert ist, falls liiu B n — + oc 

6. Das Yorstehende i&Bt sicli uocli duruh die folgende Aussage ver- 
vollstandigen: 

1st der den Bedmgungeu (21) gmugmde Kettmbruch iiber- 
haupt Convergent , so konvergiert er unbedingt. Sein Wert K 
liegt gwischen 0 und 1, an fier wenn durchweg: 

(26') *, +1 «-i, + (*> i) 

tc 

und aufierdem: ^l a, a s •■•«,= + oo, 

i 

in welchem Falle K =■ 1 wird. 
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Nr. 0. 


B ewe is. Enthalt der Kettenbruch. (K^) unendliob viele positive 
Glieder, bo konvergiert er stets gleichseitig mit dem extendierten Ketteq- 


bruche (K^,) it 


UXJi 


Dieser letztere konvergiert aber sicher unbedingt. 


Denn wesentliche Divergent lrgendeines dnrch Weglassnng von Anfangs- 

gliedern darans hervorgehenden Kettenbruches — ist ja (naeh § 98, 

Pu , 

L- ^-Jwr 

Nr. 5, S. 739) von vomherein ausgeschlossen. Aber aucb aufierwesentlickc 
Divergenz ist tmmdglich, da ja die nach Satz (VI) von § 102,,Nr 5, 

S 771, hierzu erforderliche Bedingnng: 0 = ft m ,~ ft m , + s = ft m , +ii = . 

niemals erfdllt seinkann: denn da («„) unendlioh viele positive Glieder ent- 
balten sollte, so gibt es in (K^) anf Grand einer m Nr. 3 gemachteu 
Bemerknng unendlioh viele Folgen von mindestens zwei Gliedern mit 
toesenUich positiven Teilnennern Aas der unbedmgten Konvergenz von 
(K' ro ) folgt aber aucK diejenige von (K^) Denn der einem Kettenbrucbe 

r~te e u “l 60 I~8 ci - 1 “ 

von der Form: -pt -Ap =fi n - zugeordnete extendierte Ket- 

tenbrnch ist ja, wenn s m = + 1, mit dem entsprechenden, bereits als 
Iconvergent erkannten Restkettenbruch von (K^) vollkommen identiscb and 
zeigt lm Falle s = — 1 nor in bezng anf das erste Glied eine Ab- 
weichung, welobe indessen die Konvergms nicht beeintrachtigen kann, 
da ja alle Divergenzmoglichkeiten aas denselben Grttnden wie oben wieder 
ausgeschlossen sind. Da fiberdies der Wert K' von (K^) nach § 102 

Nr.6, Satz (VII), S.772, der Beziehong gentigt: 0 < K'< a j (and zwar init 

definitivem Ausschlafl der Gleicfiheit, da: ft [> 0, ft^> 0 ist and wegen des 
Vorhandenseins unendlioh vieler positives ft ¥ nicht fttr g, > 1 dorchweg 
P'au+i = ® Be ^ n kann), so folgt mit Beriicksichtigung von: ft[ > cc[ (nam- 
lich entweder: ft[ = ft 1 > c^, wenn e s = + 1, oder: ft' = ft x — 1 Kj, 
wenn £ s = — 1) schliefiliob, wie behauptet: 

(27) 0 < K < 1, 

and die entsprechende Ungleichang ergibt sich dnrch analogs Schlufl- 
weise aach fttr jeden dnrch Weglassnng von Anfangsgliedem entstandenen 

Kettenbruch: (m > 1). 

Enthalt der Eettenbrnch (K^) von einer gewissen Stelle ab, etwa 
ftlr v t» + 1, nur noch negative Glieder, sodaB also fttr v > m die 
Bedingnng: ft v > 1 + a y besteht, so ist zunBchst nach dem Satze von 

§ 106, Nr. 4, S, 812, der Kettenbruch unbedingt konvergent Er 

bleibt aber, wie am Schlnsse von Nr. 4 gezeigt wurde, auch Iconvergent, 
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wenn man die Anfangsglieder mit den Indizes 1 <v<m — 1 hinzuftlgt, 
und da die a. a. 0. beniltzte Schlufiweise gtiltig bleibt, wenn man nur 
emeu beliebigen Ted dieser Gliederfolge mit 'den Indizes v = m — 1, 


m — 2, • • • vorn ansetzt, so folgt, dafi auch der Kettenbmoh 

unbedingt konvergiert. Sein Wert K ist dann wieder gleioh dem Werte K' 
des zugehorigen extepdierien Kettenbruches, falls dieser Jconvergiert, oder 
auch gleich einem der beiden Oszillationswerte K' und K' ; falls er diver- 
giert (was ja im vorhegenden Falle moglich ist). Nnn liegen ja nach Satz 
(YII) von § 102, S. 772, K' bzw. K' und K' im allgemeinen wieder zwischen 


0 und - also schliefilich zwischen 0 und 1. Yon den allenfalls mdg- 
Pi 

lichen GrenzfSllen der Gleichheit ist die Moglichkeit des einen, naxnlich 
K' = 0bzw K' = 0 ausgesohlossen, da die bierfiir erforderliche Bedingung: 
ft. =0 fdr [i = 1,2,3,.wegen ft >0 unerfQllbar ist. Die Bedingungen 

fiir den anderen Grenzfall: K' = bzw. K' = ^p lauten (s. GL (26b), 

(27) , S 772): Pl Pl 

(28) = 0 (fi = 1, 2,3,.) und fhr den Fall der j Konvergms: 




8 

S"4 


a 8 ft — 1 
a i ft 


*t< 


= + OO. 


Der era ten dieser Bedingungen kann nur genii gt werden, wenn der 
Kettenbruch pjjp] aufier dem Anfangsgliede kein weiteres positives 


Glied enthalt. Denn ware schon ff s = +1, so wttrde aufier ft > 0 auch 
ft > 0 ausfallen. Und ware irgendein spateres t p = + 1, so wiirde ja 


das betreffende Glied das Auftreten yon ewei Jconselcutiven Gliedem 


mit icesentlich positives Nennern im extendierten Kettenbruche nach sich 
ziehen. Soli also die erste der Bedingungen (28) erftlllt sein, so ist 

das nur mdglich, wenn: (K^) --~J , woraus weiter folgt, dafi 

sohon fhr v ;> 1 durchweg ft > 1 + ct v sem mufi. Steht dies aber ein- 
mal fast, so wissen wir bereits, dafi dieser Kettenbruch dann und nur 
dann den Wert 1 hat, wenn (fibereirifltimmend mit (26)): 


ft = 1 + * r ftlr jedes v = 1, 2, 3, und'. u i • ■ ■ a v = + oo. 

l 

Man kann sich dann der Yollstandigkeit zuliebe noch davon fiberzeugen, 
dafi in diesem Falle die Bedingungen (28) wirklioh erftlllt Bind. Denn 

r flf, ■—a “I® 

der Kettenbruch I r-:—> -—— l liefert duroh Extension den folirenden: 
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Nr. 7. 


K + 




I II 


-f + 1 4- 

1 III T|, “ 


11 4- £ ?* 1 H- -■ -f- 

|1 “ |0 ~ [L * |0 ' |1 

sodaB also in der Tat = 0 (fiir p = 1, 2, ), • ■ ■ 0 und auBev- 

dem: 0 8/4 = 1, « a/4 _ 1 = o^, tr 3jU =1 (far p > 1), also die in (28) auf- 
tretende Reihe sich auf die weiter unten angegebene reduziert. 

Damit ist aber der ausgesprochene Satz vollstandig bewiesen 


7. Durch den Satz am SchluBae von Nr. 4 wird die Mogliohkeit 
gegeben, hinreichende 1 ) Bedingungen far die Konvergenz ernes den For- 

dernngen (21) genflgenden Kettenbmches von der Form -jj^ in dei 

Weise zn gewinnen, daB man die friiher far KettenbrQche mit jp ositiven 
bzw. mclti-negaMven Bestandteilen abgeleiteten Kritenen auf den ex- 

tendierten Kettenbruch anwendet Wird der letztere wieder mit 


rjeT 

UU 


bezeiohnet, so ist er nacb dem Kriterium (B) von § 102, Nr 4, Satz 
(V), S. 767, kmvergent , wenn die Reihe: 


2V- 


' KK+, 

a i *+1 

oder ein BeBtandteil derselben divergiert. Um emen solchen aus den 
versobiedenartig gebildeten Gliedern in moglichst einfacher Form aus- 

b' 

zusondern, wollen wir diejemgen -p ms Auge fassen, welche aus 

G U P,U 

positives Gliedern — s ~ (wo also: e y = + 1) entstanden sindl) Die- 
Pr * a a 

selben haben aussohlieBlich die Form: ^ und y— (vgl.Nr.3, G1 (20 a), 

Py ry ^ 

(20 b), S. 824), und fOr die zur Bildung des fragliohen Kriteriums erforder- 
lichen konsekutiven Gliederpaare ergeben sioh dann die folgenden drei 
Moglichkeiten: , . 

11] ®v4-i ~ +1, . 8 = -h 1: = o-} 


k+1 ' 

L 2 J = + e r +8 = 


1 . a i - 

J • 0 f — 


Vf! 

«+l 


A 


v+i 




L8] 


ty+1 




1). 


1) J)a fflr die Konvergenz oinea den Bedingungen (21) gentlgenden Ketten- 
bmcbes mit unendlich vielen pontiven Gliedern die Konvergenz des zngehOrigen 
extendierten Kettenbruohee nicht nnr hinreichend, sondern anoh notwendig iat, bo 
bflnnte man dnrch Vermittlnng dea letzteren auoh Konvergenzbedingungen auf- 
atellen, welcbe zngleiob notwendig und hinreichend Bind. Dieselben fallen jedooh 
wegen der versohiedenartigen Gliederfortnen des extendierten Kettenbrnches viol 
zu komphziert ana, nm irj/endwelcben Nntzen zu gew&bren 

2) Eb kann sich Belbatveratfindlich hier nnr nm solcbe KettenbrQche handeln, 
welche unendlich viele positive Glieder entbalten. Denn im entgegengeaetzten 
Falle iat ja der betreffende Kettenbrncb ohne daB Hinzutreten itgendwolchci 
weiteren Bedingunaen bereits ala konveramt erkannt 
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Man findet daher 


1 m Falle [1]. 


B' B' 
1 1< *> 


> + 1 - 


0, 


M-i 

*r+1 


1m Falle [2]: 


>Pv >Cl r 


— 1 


> + l 

im Falle [31 • ^'-+- - tf, - 0 • J - 0, -1 > «„ 


‘r+1 


^P,> « r 


,«+ 1 


egdaB also die Reihe ^ j/~ sicher divergiert, wenn die aus 

den ce^ mit positivem s r gebildete Reihe ^]/ a v divergiert. Mangewinnt 
somit das folgende Konvergenzkriterinm: 

(I) Fur die (unbedmgie) Konoergem des Kettenbruches 

r fi ct “1 ® 

[iTJ » wo: e r =± i 1 )’ a v> jedoch: $>_ 1 + ct v , worm' 

= — 1 ,ist Jimreichend, daft die Reihe .SV g », ersireckt ubei' 


Vf-i 

alle a r mit positivem s i? dvoergiert. 

ZnBatz. Andere Kritenenformen ahnlicher Art kann man. selbst- 
verstandlich erhalten, wenn man sfcatt, wie geachehen, ansschlieBlioh die 

aus posttiven Gliedern hervorgegan gen an Glieder ■— zum Ausgangs- 

Pp Pp 

punkt zu uelimen, aucb die Glieder mit negatwem s v in Recbnung ziebt. 
Um aber die (ahnlich wie zuvor in den mit [1] — [3] bezeicbneten 
Einzelfallen) zunaobst auftretenden verschiedenen Bedingnngen dnrcb 
passende Reduktion anf eine gemeinsanie Formel zuriickzufiibren, erweist 
es Bioh als zweckmaflig, das zuvor eingescblagene Yerfabren nicbt ein- 
facb in der Weise nachzubilden, daB man nnnmebr lediglicb an die 
Stelle der Glieder mit positivem s Jf diejenigen mit negativem s r treten 
laBt, sondem (obne Rtlcksicbt darauf, ob s v = + 1 oder s v = — 1) die¬ 
jenigen Glieder zusammenzufasBen, fflr welche entweder « r+1 = + 1 oder 
aber — 1. Eb ergibt sich dann dnrcb eine der zuvor nn- 

gewendeten analogs ScbluBweise als gleicbfalls hinreichende Bedingung 
fflr die Konvergem des fraglichen Kettenbruches die Divergent von einer 
der beiden Reiben: 

(II) erstreckif iibei alle (a v) fi v \ ftir welche e v+1 = + 1, 

(III) u v » » a » » » v ff r +i =r= ‘ ' !• 


l) Die bisher lediglioh zur einfacheren Faasung ru anchor Auuaagcu feft- 
gdhaltene Bedingang s, ™ + 1 ist selbBtverst&ndJioh fflr die Konoergem des Ketten- 
biucbes g&nslich belanglos uud kann daher hiez ohne weiteres wegfallen 
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Nr. 8. 


8. Der Nutzen der vorstehenden Kriterien ist natargem3.fi auf die- 
jemgen Falle beschnknkt, in denen der betreffende Kettenbruch mendlieh 
viele Giieder beiderlei Vorzeichens enth&lt, da wir ja anderenfalls schon 
auf einfacherem Wege bergeleitete and zagleioh wirksavnere Kriterien 
besitzen. 

Enthalt namlich der Kettenbruch von einer bestimmten Stelle ab, 
etwa flir v > m, nur noch Giieder mit positiven Teilzahlern, so hangt 
]a seine Konvergem , wie in Nr. 5' dieses Paragraphed S. 827, bereits 
ausdriicilich festgestellt wurde, ledighoh von derjenigen des Ketten- 

bniches I I ab, also eines Kettenbrnches mit ansschliefilicli positiven 

Gliedern, sodafi wir in diesem Falle sogar, anch ohne auf den 
extendierten Kettenbruch zuriickzugreifen, fiber die notwendigen und 
hnreichenden Konvergenzbedingnngen dnroh die Satze (II) und (III) 
von § 102, S. 764, vollstandig onentiert sind. Zugleich ergibt sicb, 
wegen ^ u p} als besonders einfache Form einer hmretchenden Kon- 
w^enabedingong nach Satz (Va) des § 102, S. 768, die Divergent r 
der Reihe 2rP v — also erne Bedingung, die wesentlich weniger ver- 
langt als jede der oben mit (I)—(HE) bezeichneten 

Noch emfacher lagen die Verhaltnisse, wenn der Kettenbruch 
von einer bestimmten Stelle ab aus lauter negahven Gliedem besteht. 
In diesem Falle lconvergiert der Kettenbruch ohne das Hinzutreten 
irgendvrelcher sonstigen Bedingung, wie ja gleichfalls in Nr 5 unter 
Berufung anf den Satz von § 106, Nr. 4, S 812, bereits festgestellt 
wurde. Im fibrigen liefie sich diese Tatsache ohne Heranziehung jenes 
frfiheren Ergebnisses anch direkt aus der Natur des extendierten Ketten- 
bruches herleiten. Ist niimlich ce m der lettite positive Teilzahler des in 
Frage stehenden Kettenbrnches, sodafi dieser also vom Index m an die 
folgende Form besitzt: 

1 __ a m -f-11 3 | 

|&m | + l I ftn+3 

so lauten die entsprechenden Giieder des extendierten Kettenbrnches 
folgendermafien: 


T7ll| a 
+ 1" 1 


S.+1 

Pm+1 a m+l 


=i+ 






Put 4 1 a -J” 9 


— L + —J + 
—1^11 “ 


und daher seine Nfiherungsbrfiche ffir v>m: 


\n l A m A m+1 —A m 
B m ; B m+1 -B„/ 


\n + l t ^i» + a ^m + 1 ^m+ 8 

B m+1 B m+S~ B m + l B m + I 





Nr 1 


§ 100. ffber die Irrationalitat gewiaser Kettenbrfiche 
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Hiernach sind also die Naherungsbriiche T des ursprunglichm 

Kettenbruches in ihrer Eigenschaft als Naherungsbriiche des exbendierten 
Kettenbruches fflr v~>m dnrchweg solche von gerader oder durchweg 
solohe von mgerader Ordnung, nnd sie besitzen daher (da tiberdies der 
erste Teilnenner des extendierten Kettenbrncbes von Null verschieden ist) 
nach § 102, Nr. 5, S 769, fflr v —► oo einen bestimmten endlichen 
Gren/,wert: der gegebene Kettenbruoh ist also honvergent 

Dagegen dflrffce es schwerlioh mOglich sein, anf diesem Wege das 
am Soblnsse von Nr. 1 dieses Paragraphen, S. 823, ansgesprocbene 
Kriterium abznleiten, welches die Konvergent der Kettenbrflohe von der 
rt ten* 

Form * v J sicbert, sofem nur ^ ^ 1 + a,, ftir v > 1 In der Tat 


scbeint dieses Kriterium einen aUgemeinerm, 10 b mScbte sagen, firnda- 
mentaleren * Charatter zu besitzen, weloher sicb spaterhm nooh in der 
Weise bemerkbar macben wird, daB dasselbe nicht nur mutatis mutandis 
auf Kettenbriiche mit beliebigen Jcomplexen Gliedern flbertragbar ist, 
sondern auch erne noch aUgemeinere Fassung sehr einfacber Art zu- 
laflt, vermoge deren es von Aquivalenz-Transformationen unabbangig 
wird, d. b. fflr alle Individuen einer Kiasse unter sicb cufmvalenter 
Kettenbrflche die gleiohe Wirksamkeit besitzt. 

Immerhin laBt sich mit Hilfe des Extensionsprinzips nooh erne 
gewisse Erweiterung des fragliohen Kriteriums erzielen. Steht namlich 
nur so viel fest, dafi die Bedingung: $ y > 1 + a % erst fflr v > m aus- 
nahtnslos erfflllt ist, w&hrend fflr v < m lediglicb: j3 i ,>« nnd nur 
dann: 0 r > 1 + «,,* we “ n 80 fQHrt die genaue Wieder- 

bolnng derjemgen SchluBweise, welche in Nr 5 zur Behandlung des 
Falles = — 1 (fflr v > m + 1) angewendet wurde (s. insbesondere 
G1 (26)), zu dem Ergebnis, dafi auob scbon diese Bedmgungen fflr die 


Konvergent des Kettenbrncbes 



hinreichend sind. 


§ 109. fiber die Irrationalitat gewisser Kettenbriiche. 

(Der verallgemeinerte Legendresche Irrationalitatssatz.) 

1. Es wurde frflher (§ 103, Nr. 3, S. 776 und § 107, Nr. 4, S.818) 
gezeigt, daB der Wert eines regelmafiigen und, mit einer einzigen Aus-. 
nabme, auob deijenige eines negalw-regdmafixgen mendlichen Kettenbruches 
irrational ist. Dieses Ergebnis (emschlieBlioh des erwahnten Ausnabme- 
falles) laBt sich zunflcbst m folgender Weise verallgemeinern: 



Abachmtt IV Kap. II. Kettenbrucho hub roellen Zahlen 


Es set der Kctteribruch 


r— —iQD 

e cc 

V V 

ST\’ 


wo fur v >1 : e mch 


Belieben = + 1 oder = — 1 imd a y1 naturltche Zahlen he- 

deuten, unbedmgt Convergent, und es werde gesetzt: 


[ V] - K(ff) (*=°> 2 ’ 

L P v jl 


(sodafi also K ( „ K, warn der Wert des gesamten Kcttenbruchcs, 
wie hisher, mit K bescichnet wird). Besteht sodann die Beziekmq: 

(2) 0 < | K (w) | < 1 Air n = Q, 1, 2, 

m dem Sinnc, dafi mindestens fur ein n das 6-letchheits- 
michen gilt, und ist m der I'leinste Index, fur wetchen: 

18 ) | K' m ' I = 1, 

so ist: 

(4) K (,,) = « JJ+I fur a = m, m + 1, in + 2, -, 

msbesmdere also: K = s 1} wenn m — 0, dagegen K ein mb dm 
Voreeichen von s t behafteter rattonaler echter Bruch, warn m> 1. 

1st hingegen fur n = 0, 1, 2, - • ausnahmslos 

(5) 0 < ! K (,,) ( | < 1 (mit AusscMufi der Qlcickheit), 

so wi jedes K (, ° (n = 0, 1, 2, • ■ •) eine trrationale ZoM 

mit dem Voraeichcn von f rt+1 . 

Beweis. Man hat fdr jedes 0: 

fa\ i✓(«) fc n+l tt fi+i 

(6) K • 

Da mm: | K < " +1) | < 1, also: /3„ +1 + K ( " +11 > 0, und 

(mfolge der Voraussetzung I K ln> I < 1V I Q 4 - K (n+1> ' > a "> 0, 
■ofolg^daB: 1 ,+1 ” +1 ' 

(7) /S« +1 H-K ( ” +1> >0 

und dafi daher jedes mit dem Vorzeichen von behaftet ist. 

Besteht nun die Voraussetzung (3): 

| K m) | = 1, 

so hat man nacb dem eben Gesagten: 

W «<”>= . m+l 

und es nimmt somit Gl. (6) ftlr n = m die Form an. 

■I _ _ g |H + l _ , 

ft»+l + K 0 ” 4- ” 

K ( ” + "= 


sodafi also. 
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d. h K (u>+1) ist erne gcmee Zahl, und da mfolge der Yoraussetzung (2): 
0 < | K m+1 1 < 1, so ergibt sich: 

(80 | K (fl,+1) | = 1 und somit: K <m+1) = s n+i 

Durch Fortsetzung dieser SchluBweise findet man, dafi nllgemem* 

(8) | K (,i) | = 1, K (n) = 6 fl+1 fiir n ^ tn, 

in Worten: Gilt die erste dieser Beziehungen ftir irgendein bestimmtes 
n = m, so gelten betde ftlr jedes n^>m. 

1st nun m = 0, so gelten also die Beziehungen (8) fiir jedes w> 0 
und man hat insbesondere: K = ft. 

1st dagegen m >0, so iBt ja auf Grund der gemachten Annahme: 

| K ( ” , “ 1) I =4° I? also auf Grund der Yoraussetzung (2): 


| K'— 1) | < 1 und, wegen: K 6 "" 1 ’ = — 

K ( ” ,—1) ein rationaler etihter Bruch mit dem Yorzeichen von s m . Das analogs 
gilt dann wieder fftr jedes K (R) mit kleinerem Index n, also schliefllich fiir: 
0 ^ n < m — 1 

Damit ist also der auf die Yoraussetzung (3) beziigliohe Teil des 
ausgesproohenen Satzes bewiesen. 

Es bestehe nun eweitens die Voraussetzung (5): 

0 < | K *° | < 1 fiir n = 0, 1, 2,.. 

Um zu zeigen, dafi dann irrational , werde vorlaufig angenommen, 

es trefife dies fiir K °* = K nicht zu, sodafi also K ein rationaler echter 
Bruch, der dann, wegen: 


K = - , - a ’ 


und: AS 1 - |K U) I<1. 

das Yorzeichen von ft haben mufi, also etwa: 

K = ft ■ wo y, d relativ prim und: y < d — 1. 
Man hatte somit: 


und daher: 


* ft + K (1) 

/ 

l^(i) __ Hi l L. fi? (wo — ft y eine ganze Zahl). 


Da andererseits | K {1) | < 1 und K (1) (auf Grund der zuvor bei K 
bentttzten SchluBweise) das Yorzeichen yon ft haben mufi, so ware K (1) 
von der Form: 

K (1) = £ s • wo y x eine nattlrliohe Zahl und y x < y — 1. 
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Nr. S. 


Daraus wilrde dann analog sich ergeben, daB: 


K<8> = wo: ft ^ Vi — r^ y ~ % 

und bei weiterer Fortsetzung dieser Schlufiweise: 


tf’ 1 = « 


'+ 1 r,—i 


wo; < y v _ 1 — 1 • • • <C y — v, 


sodafi also spatestens ftlr v=y sich ergeben wiirde: K (,) =0, was der 
Voraussetzung widerspricht. Mithin ist K eine IrrationcdeaH (mit deni 
Vorzeichen von fi 1 ), und das analoge gilt dann offenbar fiir K lfl) bei 
jedem beliebigen Werte yon n (da ja aus der Bationalitat von K lfl> die- 
jenige von K folgen Triirde) 


2 TTnterwirft man die natflrliohen Zahlen a r , § v den un vorigen 
Paragraphen, S. 825, mit (21) bezeichneten Bedingungen. 


>!+«„, wenn: s„ +1 = 




so 


ist^-~J uribedingt Convergent, namlich ohne weiteres, wenn von lrgend- 

einer Stelle ab durohweg :s v — —1 (naeh dem Satze yon Nr. 5, S. 829), und im 
Falle unendlioh vieler e m = + 1 wegen der Divergenz der Ueihe ^ j/ 
(naeh Nr. 7, (I), S. 833). Femer ist fttr jedes n (nach dem Satze Ton 
Nr. 6, S. 829): 

0 < I K (n) I < 1, 


aufier wenn Ton einer gewissen Stelle ab, etwa ftlr v > m + 1: 
in welchem Falle fdr n^m: 

K (w> = -1 

wird. Wendet man auf diesen Kettenbruch den zuyor bewi^senen Satz 
an, so ergibt sich also der folgende: 


1) Die sonit nooh erforderlicbe, a. a 0. angefflhrte Bediugnng: 
«p 

a x a a • • ■ a v = + <x> 

l 

ist ja wegen «„> 1 (*■»!, 2, 8,.) Bohon aa und fflr sicb erfflUt. 




Nr 8. 


(9) 


( 10 ) 


§ 109. tlber die IrrationalitiLt gewisser KefctenbrQche. g39 

Dei' Ketterdmich: 
bedeutm und: 


r- —,co 

T V 

~B~ * 

L. F,. -I, 


wo die «, fi r natiirliche Zahlcw 


•„ = ± li 


8 > a 

^ > 1 + wenn: s p+1 


1 J ( v ^ *)> 


hat einen irraUonalen, numerisch ewischen 0 imd 1 gdegenen 
Wert mit dem Vorseichen von s 1} aufier wenn fur v>m -f 1 
divrchioeq. 

— fi v = 1 + «,.■ 


[n dicsem Fade ist sem Wert dn rationaler echter Bruch 
imt dem Vorseudien von s lf wenn m > 0, bstv. gleich —1, 
wenn in = 0. 


Ist durchweg s )r = + 1, so gentigt also die Bedingung: /5 r >_ a {i 
fdr die Gtiltigkeit des Satzes. Da zu dessen Herleitung (vermittelst 
des m Nr. 1 bewiesenen Satzes) lediglich die unbedingte Konvergenss 


des betreffenden Kettenbrnches und die Beziehung 0 < j K (n> | ^ 1 er- 
forderlich ist, so wfirde flir den Beweis unter Beschrankung auf den 
Fall s v — + 1 schon die ans § 102, Nr. 4, Satz (V) oder (Va), S. 767/8, 

zu entnehmende Kenntnis der nnbedingten Konvergenz von ~ und 

die Bezie'hung 0<K W < gendgan. Danacb hat z. B. der Ketten- 
r p«+i . j 

bruch: * I einen irrationalen Wert (der dbrigens = ist). 1 2 ) 

Will man sioh ferner beim Beweise des obigen Satzes far bdiebige 
s v = ± 1 auf die Voraussetznng fi p > 1 + a v (y > 1) beschranken 3 )* so 
gendgt offenbar die Heranziehnng des Satzes von § 108, Nr. 1, S. 823, 
an Stelle der merklich umst&udlicheren Betraehtungen von Nr 4—6 des 
betreffenden Paragraphen. _ _ 

3. Ist der Kettenbruoh 00 beschaffen, dab un- 

bedingt Tconvergiert und einen irrationalen Wert hat (was also ins- 
besondere der Fall ware, wenn fdr v ^ m + 1 die Bedingungen (9), 
aber nicht von irgendeiner Stelle ab die Bedingungen des Ausnahme- 
falls (10) erfdllt sind), wdhrend die a ft fi r fdr v < m beliebige rationale 
Zahlen sein mogen, so ist er gleichfalls uribedingt Imwergent und sein 
Wert irrational’. Denn mit Beibehaltung der zuvor gebrauchten Be- 
zeiohnung (s. GJ. (1)) hat man zunachst: 

F HsfrT — B,nC£m 

Lft Jm + 


1) S. $ 97, Nr. 4, Beispiel 8, S. 782. 

2) Das iet-diejenige Form der YorauBsetzung, unter welcber der betreffende 

Satzgewdhnliohschlecbtbip ah,,Legendreecher IrrationaJrttitssat* 1 bezeicbnet -wird. 



g40 Abaohnitt IV Kap. IH Kettenbrflohe ana komplexen Zahlen Nr. 1 
wo K (m> irrational, sodaB 8 + K (m) sicker von Nidi verschieden, dev 
Kettenbruck also Tconvergent und sein Wert K <T "“wioder 

irrational Das gleiche gilt dann auf Grand derselben SchluBweise von 
r« a 1® 

asf. — soblieBlicb aucb yon , sodaB also dieser Ketten- 

L P„ J m -i L P„ Jj 

bmcb ufibedmgt konvergiert und einen irrationcden Wert besitzt. 

1st dagegen der Wert K <m) des Kettenbruohes rational, 

r 8 a -I® L ft -L+i 

so kann ofFenbar der Kettenbmcb auoh aufierwesentlich diver- 

pieren. Andererseits ist sein Wert sicker rational, falls er Tconvergiert, 
namlick gleicb dem Werte des endlichen Kettenbruches: 

+ ■ ■ • + + 


I ft | I'm —i 

falls dieser letztere nicht simdos ausfallt 




Kapitel III. 

Kettenbr&che ans komplexen Zahlen. 

§ 110. tfber zweckmftfiige Formulierung allgemeiner Konvergenz- 
und Diyergenzkriterlen fdr unendliche Kettenbrdche.—Znsammen- 
stellung der wichtigsten Gran dfor mein fdr Kettenbrdche 
der ersten Hauptform. 

1 Ebe wir dazn tibergehen, die bisber abgeleiteten Konvergenz- 
nnd Divergenzkriterien nacb Moglichkeit auf Kettenbriiche mit kom¬ 
plexen Gliedern zu Bbertragen, scbicken wir znr Kennzeichnung des 
rms dabei leitenden Gesicktspunktes die folgende Bemerkung voraus 

r~ct —i* f 

Yergleicht man die, in § 102 angegebenen, auf EettenbrtLcbe I ^ I mit 

lauter positivm Gliedern bezilglichen Kriterien mit den Kriterien fdr 
Kettenbrdche mit Gliedern negativen (§ 106) oder bdiebig wechsdnden 

r| u -i® 

Vortseichens: I -jpl , wo s v = ± (§ 108, 109), so zeigt sick in bezug 

auf ikre Tragweite ein sekr wesentkcher Untersohied. Die Kriterien der 
erstgenannten Art, und zwar die nottoendigen und hinreichenden Kon- 
yergenzbedingungen (Satz 111, S. 764) kangen ab von dem Verhalten der 
AusdrQoke: 

«.“**•* C8| ffg • ■ • 



Nr. i 8 HO. Zweokm&fiige Forauhernng allgem Konverg.- n, Divergensskriterien. 841 


die hinreichenden (SatzIY, V, S 765/7) von dem Yerhalten der AusdrBcke: 

bzw. 

, tt Jy +1 “*+l 

und diese bleiben vollstandig unverandert, wenn man 

cc v dnrch c v __ x c v u r (wo: c 0 = 1) 

P ¥ durcli c,ft 

ersetzt, mit anderen Worten, wenn man statt des Kettenbrncbes: 

irgendeinen (naob §94, Nr.l, GrL(lO),S.706) lbm tiguivalenten: 

in Betraobt ziebt. Die betreffenden Kriterien besitzen also ffir alle aqui¬ 
valenten Kettenbrtiche die gleiche Wirksamkeit. 

Dagegen beruben ja die Kriterien der zweiten Kategone anf dem 
Verhalten der Differemen. 

ft ” 

und da diese bei Anwendung der obigen Aquivalenztransformation flber- 
geben in: 

(ft,- 


also mfolge der Willkiirlichkeit Ton c y _ 1} c y jeden beliebigen Wert an- 
nebmen konnen, so muB ein solcbes Kriterium, aucb wenn es fQr lrgend- 
einen bestimmten Kettenbrucb sicb als wirksam erweist, bei unendlicb 
vielen damit aquivalenten Kettenbriioben vollstandig versagen, obschon 
docb alle diese Kettenbriicbe (naob § 97, Nr. 2, S. 728 ) gleichen Kon- 
vergenzobarakter besitzen 

Wie leicbt ersichtlicb, rtibrt die tTberlegenbeit jener anderen Kriterien 
davon ber, daB ibnen ein entsprechendes Kriterium flir eman Ketten- 

brucb der ersien Hanuptform: zugrunde lag und dafi es lediglich 

derUmformung mitHilfe der Transformationsformeln (§94, Nr 4, Gl.(23), 
S 710): 




a' ~ l — J a o' _ _ < a 

Pifi Pj/,t P ** +l ~ “i“a ■*' ' * P| ^+ 1 


«* u K 




bedurfte, urn jenes Kriterium sofort auf alle mit dem genannten Ketten- 

pa “j® 

bruohe aquivalenten Kettenbriicbe zu flbertragen. Zur Erzielung 

Lft Ji 

mSglicbst allgemeiner Kriterienbildungen wird es siob daber empfehlen ; 
im folgenden ein analogesYerfabren einzusoblagen und dabei naturgemafi 

aucb die etceite JFTauptform | _H | zn beriicksicbtigen, die ja flberdies den 
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and zwar gilt das Gletchheitsseichennurdann (vgl. Fafinote 1 ; S.842), wenn 
6 S = 6 S = b t = 6 5 = 0. Da jetzt fOr n = 6 wieder die Bedingungen (I) 
gelten, so ergibt sich fUr \A 6 \, wie oben, die GKlltigkeit der Formel (5 s') 
Fiir | | folgt dann -wieder die Formel (5a f ), wobei aber das Gleieh- 

heitszewhen nur gilt, wenn & a = & 8 = ■ = & 7 = 0. So fortscblieBend 

findet man allgemein: Fiir gerade Indizea n gilt ausnahmslos die Un- 
gleichnng (5 a), fiir ungerade die Formel (5a'), jedoch. gilt fiir lrgend- 
oin -4 Sm+1 w ur dann das Gleichheiismchen, wenu 6 a = = • ■ ■ = Z> S|jl+1 = 0 

lo der Tat wird m dieBem Falle: 

S//-I-L 

= I (1+lM) 

s ^ ' (** = 1, 2, • m) 

-o<f3 r a+IM) 

a 

Ubenso findet man: 

1 -®i I = I h ! < 1 +1 bi | 

1 B S |<1 + |^ 1 |<(1 + |6 1 |) (l + lM). 1 ) 


Wird dann wiedernm angenommen, man habe fiir lrgendem n>3 bzu 


n >4: 

r n — 3 

„ _ 9 


TJ — M 

sl7(i+'0> 

(II) ‘ ..It bzW. ' 

1 

71—1 

i i 

i*,_,i< J j r 7(i+i*’,a 

i 


so folgt analog, wie oben 

V 

< 6b ) sfT(i +1 

1 

wobei das Gleichkeitszeichen nnr fur gerade n mdglich ist, und zwar fOr 
lrgendem n = 2m (und dann eo ipso auch fiir n = 2, 4, • ■ ■ 2m — 2) wwr 
dam, wenn: b t = b t = • • • = b im = 0. Man findet in diesem Falle: 

S/i 

=1=17(i + 'M) 

1 

if! -1 

l 

1) Du Gleichheitszeich&ji nnr fflr den Fall b t = 6, = 0. 

3) VgL § 102, Nr. 2, Ungl. (9), S. 762. 



Nr. 3. § 110. Pirundformeln far Kettenbniche der ersten Hauptform §45 

3. Bezeichnet man mit B y die zu B v konjugierfce Zahl, sodaB also: 

and mnltipbziert die auf die Form: 

— B v —1 = K+l B r 

gebrachte Rekursionsformel (lb) mit JB v , so folgt: 

(6) B ,,B — B B = 6 , I B I s 

Setzt man sodann. 


(7) = 6 i ~ 6 l l > also: B r B t _ t = tf, + 
sodaB also: 

(8) «, = S(-BA-i) = 

so ergibt sich dnrcb Mnltiplikation der Gleichungen (7): 

(9) I l J - «; + ^o: | BB r _ r | {11 j{ 

Durcb Einsetzen der Beziehnngen (7) in Gl. (6) gebt diese in die 
folgende fiber: 

«,+ l + <+l» - («, - <0 = (/»,+! + K+l*) ■ I -Br | S < 
welcbe durcb Trezmung des Reellen und Imaginiiren die zwei Be- 
ziebungen liefert: 

(10) ®,+!-*,-/».+,i-b.I’. < + 1 +<=/>,' + 1 ib,i ! - 

Substituiert man in der ersten nnd der mit (— 1) ,+1 multipbzierten 
zweiten dieser Gleichungen v = 1, 2, (n — 1), so folgt durcb Addition 
(mit Berflcksicbtigmig von: <*i == ft = ft | B 0 | *, o' = ft' = ft' | J3 0 ] a ): 

0 0 


1) Sind die b v reell (also b y = (t v \ so gilt das gleicbe von den JB V , die somit 
sich selbst konjngiert aind, Man hat daher nach Gl, (7): 

(K - °). 

sodaB die erate der Beziehnngen (11) die Form annimmt* 

n—l 

0 

m ttbereinstimmiing mit Gl. (12) von § 102, Nr 2, S. 768, wenn man daselbat n 
dnroh « — 1 ereetzt. 
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§111. Divergenz- and Konrergenzkriterien fiir Kettenbrnclic 
der ersten Hauptiorm. 

1 Die in §102, S 76Iff., enthaltenen Aussagen tlbei die Divergent 
von Kettenbriichen unt post liven Tcilsaldern und nicht-negativen Teil- 
nennei n sind im wesenthchen auch auf Kettenbriiche mit homplexm 
Gliedern ilbertragbai und laesen sich zuAackst, soweit eie sich auf 
Kettenbriiche der ersten Hauptform bez]eheii ( zu dera fol^etiden Satze 
/nsnmmenfassen * 


r j -I* 

(I) Der Xeltenbriich 1^- tsi divergent, und twar nut 

Aitsnahme nnes bcsonderm Julies in sunlitch divergent, 

1) mun durchweg ■ 6 j1 + 1 = 0 (v - 0, 1, 2, • ): 

2 ) wenn die Beihe: ^\b_ bonnetgierl 

Hnd zwar werden im Falle 1) alle Naherungsbnlche mit 
ungeradem Index smnlos; 1 ) dock redusierb sick die Divergent auf 


erne aufierwcbrntlicha, wenn I 


— + oo. Im Fade 2) exi- 


‘ L 

stiert (auch wenn gleickseitig die Bedingung 1) erfullt ist) stets etner 

A ' A 

tier beideii Grenswerte ^): lim —, lim 3 " +1 cds bestimmte Zahl, 

h-Vbo + l 

der andere ist entweder eine drnon rerschiedene bestimmte ZaM Oder 
tier Gremwert des reeiprok genommenen Bruches ist glcich Null. 


Beweis. Besteht die Voraussetzung 1), ist also: 

/ll ‘ = & 3 „ +1 0, 

90 iolgt aus der sweiten der Gieichungen (4 a) bzw. (4b) des vorigen 
Paragraphen, daB: 

(1) ^Sw+i = 1 = 0; 

und es haben somit alle NSherungsbriiche '^dil <ji e Jf 0rm 1 , wenn fiir 

y > 0 durchweg: b 3vJ ^ t = 0. Zugleich ergibt sich in diesem Falle aus 
der ersten der Gieichungen (4 a) bzw. (4 b): 


1) Dies gilt auch fiir KetfcenbrOche von der allgemeineren Form 
Denn man hat: n 

"Sk+ 1 ~ n a»>+i-®2r—1» 

und bierana folgt duroh vollst&ndige Induction: 



wegen 

B x -6,-0 

2) Tat gleichzeitig die Bedingung l) erfflllt, bo eteht von vornherein 
d»B nnr die Folge einen beatimmten Grenzwert besitzen koun. 


fast, 
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2 - B ,,,” 1 


Danacb veduzunt sieli offenbar die honst ivtwntlidie Divergeo/ d ^ 

i 

Kettenbi uchs anf eine aufknochentliclic' 1 ), wenn: ! 'VI- (> s I = -|- rx>, d.i i 


i 


diesem Pallc lim = 0 (neben: ( 3,, '^ l = 0 nacli 


■< Hi 


Beiteht undererseits die Voiausset/ung 2 }, d h. ir,t die uoihe 
^1 It hunrcrgnit, so gilt dtis gleicbe von dem uneudliclum Prodnlu 
Ih 1 + i/j |), sodaJi also die \A t i, B v .iui (Irund der LTiig’^icbungt) 
(5a, b) des vorigen Paragiaphen untei oilier endlioln u Scbranke hlribt- 
Infolgedessen Bind daun gleiolizeitig miL dei lieihe A I muh die a. a ' ‘ 
m den Gleichungen (4a, b) auftrotenden Reihen: 

2b, A, 2\,+A„, 2b,, b,, „ 2b .,, A. 

nhwhil lutfurgent sodaB man set/.en kann: 

i 


(3) 


iimAj 


n v*t 

1 

Inn A , , 

1+^1/, ,, 1. L 

. i , 1 

,i >cn 

j 1,1 

| 

lim#.. 

tt r j 

f 

1 1 

i 

lim H, 

/t ui . 

il > rr 1 

',1 


wo A {0> , A {l \ // 1J bestimmte Zuhleu voratellen 

Da sodann aus der ftir jedes n > 0 geltenden Beziehung (s (il. i^i 
des Yorigen Paragruphen): 


fiir n +oo folgt: 




4 B — 1 

^a.^Sri+l x 


^Wgt®) _ - 1, 


so kdnnen £^° und 1 B l) niemols gleichzeitig Null sein, und es stelh 

jjfii A w 

Bomit mmdesims dm der BruchByrtibole (0J > also mindeslens nintr 
der Grenzwerte- bm lim eine bestimmte Zahl vor. 


u-yao n i) ao ^Sh-J-1 


1) Genau wie im entppiechendon Valle fflr icellc indil'Vtfli'tttw vgl, ■'i 10- 
Nr. 6, Sat* (VT\ S. 771. 
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Smd msbesondere 2? w und beule von Null verschieden, so folgt 
ans GL (4), daB: 


(5) 


= _ L _ , 0 

jg(i) jjtoijgO) ' } 


A 


• • • — 2 fj 

d. h in dieaem Falle existieren die beiden Grenzwerte: lim und 

A « ->■ oo -‘■’j n 

Inn = . --- als bestimmte, voneinander verschiedcne Zahlen. 

ti ->■ CO t H-J-l 

1st dagegen eme der beiden Zahlen $ 0) , gleioh Nutt, z. 3. 
B (1) *3 0, so findet man aas Gl. (4): 


( 6 ) 

and daher wird 

(?) 


^’-5h+ 0 


B b 


lim /^t- 1 = 0. 


?/->od 

Dies findet, wie oben gezeigt wurde, msbesondere jedesmal dann statt 1 ), 
wenn filr v^>0 durchweg: b 8v+t = 0, also (nach GL (1)): A Sv+x = 1, 
j? Sp+i = 0 Da in diesem Falle andererseits nach Gl. (2) fttr jedes n 


so eenstmt: 

( 8 ) 


1 

a m •• 


als besUmmte Zahl sohon dann, wenn die Reihe ^b iy (auf welche sich 
ja hier die Reihe reduziert) nnr uberhaupt (d. h. nicht notwendig 
dbsolut) konvergiert. Fflr den Kettenbruch: 


*] + AJ 4. Ai 4. AJ 

1 ^ I*. + 10 + 1*4 


'0 


hat man also, falls b iy = .4 W: 

’ lim ^ 


Sn 


*»->00 "Sn 


= A™, 


wahrend alle ■= t - v +* die sinnlose Form 4- haben. 


1) Bei redlen, nichi-negattven b v kann der dnroh GL (7) oharakterisierte Fall 
nttr eintreten, wenn fill *>0 crtlc - 1 stnnloa werden (vgl. § 108, Nr. 6, B.769). 
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Zusatz Der vorsteheude Satz ldBt sich unmittelbar auch auf 

t a -i® 

Y (mit der ewzigen 

Beschrankuug: |a r |>0) iibertragen, lndem man denselben durch Aqui- 
valenz-Transformation auf die erste Hauptform bringt. Da hier- 

bei (§ 94, Nr. 4, G1 (23), S 710V 


(9) 


I (l* CLm • do . H 

K = ^- b i nnd V>1 VT"*'” 


^ a 3 a 4 

i-+i a t « 3 . 


b 

7 Sr -1 a 3 r+1 


2 v+1 ’ 


so erkennt man unmittelbar, daB die Divergenzbedmgung 1) des Satzes 
(1) unverandert bleibt, wabrend die Divergenzbedmgung 2) durcb 


und 


a i °9 ■ ’ * a 2 y _l 

die Konverqenz der beiden Reihen y. - b, 

\ a a .a ^ ‘ ° a H ' ' 8 F 

- -——& zu ersetzen ist Die lveiteren Aus- 

^Li\ «i«j---«2,_i«2r+i a * +1 

aagen des Satzes (I) bleiben im libngen auf Grand der Aquivalenz- 
J ohne weiteres erhalten 


2. Wahrend nacb dem Satze (1) aus der Konv<ft yens der Reihe 
nur so viel gefolgert werden konnte, daB mindestens emer d« J i 
A A 

* beiden Grenzwerte lim "j lim w ~^~ 1 ols bestimirte Zabl eiistiert, 

n ■+■ oo -®2 n n -> oo "°2 « +1 

so sollen jetzt hmreichende Bedingungen dafiir angegeben werden, uuter 
denen beidc Grenzwerte diese Eigenscbaft besitzen, ndmlich - 


( A a n \ /AjyJ-lN 

Ii 3 r \B a / 

des Ketteribruches |y ] (wo: \= Z 3 , + K { ) konvergierm gegen 

zwei bestvmmtc, voneinander verschiedene Zahlen, toenn zu der 
Konvergenz der Reihe ^| b y \ und der fur mindestens emen 
Wert von v geltenden Vormissetzung |& a „ +1 |>0 noch eme der 
folgenden Bedingungen hmzutntt: 


(a) Die fi v sind, soweit sie von Null verschteden , dwrchweg 
gleichbSzeichnct , wwd entweder cnihcdt das erste nicht ver- 
schwindende 6 av ^_ 1 ein von Null verschiedenes oderesexistieren 
irgendztoeihonsekuttve b rf b y+i mit mcht verschwindenden reellen 
Teilen ft v , § r+r 
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(b) Die Zalilui, l)‘• (i', sotveii con Null tn 
sclucden. dnrchweg glcichbc^eithncf 1 ), and cntwedvr cnthall dn„ 
/'rate nic/d vc-i stJtwindendc & g) + 1 <’tn i' 0 )i Null vcrschiedcnes. 
^ 3 v-\-i°^ er €b eButhwen wgend iswci liomrhidne b t , 6^ { wit nicht 
versclmmdemim ft', /3'_^_ 1 


Be we in Bs gelte zunaclist die Bedingung (a), die /3 ( aeien also 
gleichbesctclmtl Dana soli gezeigt werdea, daft die 2? zum mmdesten 
Ton einer bestimmten Stelle ab durchweg von Null verschieden Bind 
(und zwar, wie mit Rilcksicbt auf eme spatere Anwendung auadrUck- 
licb hervorgehoben werden soil, nnabhangig davon, ob £» ( j komcr- 
(jmt oder divergierl) 

Unter der Vorausaetzung {a i lafit aieh die mate der Gleichungeu 
in'! des vongen Paragrapben. S 845, in die Form Betzen: 

'll — 1 

fim 10,i == ^ ! ft + ,. •! ft 1 (" — 1> 2. 3, • 1, 

0 

uud hieraua wiirde folgeu. dab | a n aicber von Null verschieden iat und 
nnfc wacbsendem n memah abmmmt, vrenn auch nnr fttr irgendein 
eitiziges v < n 1 (jleichsetfuj ■ 

lft +1 . - ft 'H,\- 0 

Iat nun etwa scbon | /3j \ > 0. so bat man 

0! “'ft ft, 5 !ft - 0. 


1st dagegen b„ k+1? -to h > 0, der erste von Null verscbiedene Teil- 
nenner mit ungeradem Index und geniigt or uberdies dot' Bedingung: 
I0 «i+>l> 0 ’ 80 ergibt sich, wegen: = & 8 =~ - -■\ k _ r =• 0, aua der 

Rekuraionaformel 


d. b. 


Bq ,_j_i ~ ftlr v = \ } 2, ■ • •, l — 1, 

fti-.-fts. -ft = ft = 0, 


1) Anders ansgesprochen die |3 g)( besitzen gletches , die 0 g , ^ das entgegen- 

gesetete Vorzeiohen, soweit sie von Null versohieden sind. Inkorrekt and irro- 
ftthir " .ire es dagegen, die fragliche Bedingung so zn fassen: ,, die (S' sollen 
nltemierende Vorzeiehen besitzen 11 — da ja beliebig viele p'* 0 soin k(inner, ms 
besondere sogai aile (3 g r bzw dlle p Sl/ ^_ 1 bis tiuf ein eingtges, sodaB dann also 
von einem ,,aUeinieten l> dei Yorzelehen nioht einmal cum grano salts die Rede 
sein kann 
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tmti andererseitd: 

7j s , ^.,_ 2 1‘iir i' -- 1, 2, • k, 

d b 

nud daher: , ^ 

^ik+l~ ^K + l -®3A—1 == ^2ft+' 

also schlieBlich nach Gl. (10): 

Gemigt dagegen das erste von Null verschiedene b v mit ungeradem 
Index ntcht der Bedingung: /3j > 0, so soil ja nach Voraussetzung 
mmdestens einmal der Fall eintreten, daB gletchseitig ■ 

IPJ>0. llWl>° 

Ha sodann, wegen: | A m B m _ i — A m _ x B m J = 1, kemesfalls B m __ lt B m 
gleichmtig Null sem konnen, so ist von den Ausdrucken: 

mindestens einer von Nidi verschieden und dalier mit Sicherheit: 

in 

(ii'> k + 1 i= 2 -i/j, + .h®,i s >°- 

o 

In jedem der betrachteten Falle ergibt sick also, daB flir ein ge- 
wisses v = n und Bomit aucb flir v > n von Null verschieden jiusfallt 
Da aber nach Gl.(8) des vorigen Paragraphen (S 845): 6 y = 91 (B^^), 
so ist flir v > n, also schlieBlich B v flir v :> n — 1 durchweg 

von NuU verschieden. 

Bis hierher wurde die Beschaffenheit der Reihe b v | nodi in 
keiner Weise in Rechnung gezogen. Ist nun aber ^\b r ' konvergnit, 
so bleiben, wie schon beim Beweise von Satz (I) hervorgehoben wurde, 
die |2? | unter einer endlichen Schranke und es existieren nach 
Gl. (3j die Grenzwerte lim B t und lim B in , A als bestimmte Zahlcn 

' ' n-><* TT -> 00 

(zun&chst noch mit eventuellem EinsohluB der Null). Das gleiehe gilt 
dann offenbar auch von den konjugierten Grenzwerten lim B in , \imB in+l 

, , «->■ /> n-voo 

nnd es stellt somit auch: 

(12) lim <* 8r+1 = l im W (-^a«4.i B »„) 

«-►« n->co 

cine bestimmte Zahl vor. Da aber | <r r | von emern bestimmten v ab von 
Null verschieden ist und mit wachsendem v niemdls abnimmtf so ist 
lim <r. ,. sicher von Null verschieden. Das n&mliche gilt daher von 

3«+l 

• Tt /J 

lim B . ,, und lim B 9 , also schlieBlich auch von lim B 8w+1 (da ja 
«->* 8n+1 *->» . . 
die Endlichkeit dieser Grenzwerte bereits erwiesen ist). 

- _t i KK 
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Da andererseits nach Satz(I), GL (3) auch lim A 3ji , lim A 2n , t be- 

n-> oo n->oo " r 

■ , ^^9 w ■ ^ j i < 

stimmte Zahlen Bind, so folgt jetzt das gleiche far lim - D — nnd lim ^——> 

w->co J °a« «*-“an +i 

w&hrend zngleich die Verschiederiheit dieser beiden Grenzwerte, genau 
wie in Satz (I), ana der Beziehung lim (A 3ii , 1 B Sjt — A 3n B in+i ) = l 

unmittelbar liervorgeht. Hiermit ist also die Galtigkeit des ansge- 
aprochenen Satzes (It) f&r den Fall der Voraussetzung (a) bewiesen. 

Der Fall der Voraussetzung (b) lafit sich in vollkommen analoger 
Weise erledigen, wenn man dabei von der zweiten der Gleiclinngen (11) 
am Schlusse des yorigen Paragraphen ausgeht, "welche ja unter der 
Voraussetzung, daB die Zahlen (— 1)” /S' gleichbezeichnet sind, die TTm- 
tormung zulaBt „_i 

o 

Einfacher kann man jedoch das fragliohe Ergebnis unmittelbar aus dem 
znvor gefandenen mit Hilfe einer JLquiyalenz-Transformation abLeiten, 
Setzt man namlich in der Aqnivalenzformel (§ 94, Nr. 1, S. 707, Fufinote 3): 


r 1 T >. i_.rJi=i^_T 

\_P V + K t Ji c o L c v (Pr + Py 0 


speziell fflr v = 0, 1, 2, ■ • ■: 

(- 1)\ also- c v _ t c v — (- l) 8v_1 • = + 1, 


so ergibt sich: 



womit dann m der Tat der durch die Voraussetzung (b) oharakterisierte 
Fall auf den znyor betrachteten zurackgefahrt ist. 1 ) 

Zusatz. Sind die Bedingnngen (a) nnd (b), soweit sie sich auf 
die Yorzeichen der /5 v , /S' beziehen, gleichzeitig erfQllt, so bedarf die 
schon in dem gemeinsamen Teile der Voraussetzung enthaltene Be- 
dingung, daB mindestens ^emmal: 5 av+1 =f= 0 sem soli, keines weiteren 
Zusatzes, da es ja dann vSllig gleichgftltig ist, welche der Beziehungen: 
^av+i^ ^sr+i^ 0 far daB erste mcht verschwindende 6 Sv+1 besteht, 
andererseits aber mindestens eme dieser beiden Beziehnngen eicher er- 


1) Setzt man in der Form el (IS): <^=—1 (v*=0, 1, 2, ■ • •), so folgt* 

Mit Benilt’/ung dieser Beziehung button wir uns schon bci del Bobandlnng des 
Falles (a) auf die Annahmc: bescbr&nken kflnnen 
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fQIlt ist. Darans folgt inBbesondere, daB in diesem Falle die B v zum min- 
desten von einer bestimraten Stelle ab duroliweg von Nutt verschieden Bind. 


3. Die in Satz (I) als hinreichend f(lr die Divergent des Ketten- 
bruches erkannten Bedingungen lasaen sich ohne weiteres auch m 
Bolche umformen, die fQr die Konvergena als noiwendige erBcheinen, 
nSmlich: „ 

(III) Fur die Konvergena des Kettenbruches |j^~j /at 


notwendig, dafi mmdestens ein & 3r+1 von Nutt verschieden /&( 
und daft die Beihe ^ | b r | divergiert. 


Diese notwendigen iToMwr^eKgbedingungen werden zu hinreichend' u 
durch daa Hinzutreten gewisser Ergunzungabedingungen, welche den 
in Satz (II) mit (a) und (b) bezeichneten ahnlich, jedocb noch etwas 
enger gefafit sind, namlich: 

(IV) Der Kettenbruch ist konvergent, tcenn aufier 

den in Sate (III) als notwendig beaeichneten Bedingungen noch 
erne der folgenden drei Voraussetamgen erfuttt ist: 

1») Die (i r sind gleichbeaeichnet, und fur die /3' besteht nne 
Beaiehung von der Form: 


(15 a) I K I < 7' 10 V I ( w0 y w^ndeme positive Zdhl) *) 

l b ) Die Zdhlen (—1 )*•{!' sind gleichbeaeichnet, und fur din 
(i v besteht erne Beaiehung von der Form: 

\h\£y\K\- 

2) Die Zahlen j3 v sind unter sich gleichbeaeichnet 7 ebenso 
die (— l) v ■ 0' (ddbei kdmm aber die (i v und (—1 ) v -/3' ver- 
schiedcnes Voraeichen haben). 


Beweis Die VorausBetzung l b ) kann, analog wie in Nr. 2, mit 
Hilfe der Aquivalenzformel (14) auf den Pall l ft ) zurtickgeftih rt wer¬ 
den. Das gleiche gilt aber, wie spater gezeigt werden soU, bei passen- 
der Spezialisierung der allgemeinen Aquivalenzformel (13) anch beziig- 
licb der Voraussetzung 2), sodafi es sich also lm wesentlichen nur 
um die Behandlung des Palles l ft ) handeln wird. 

Da anf Grand der in 1*) enthaltenen Bedingnng: | /3' ] < y • | /3 r | 
stets: | | > 0, sobald: | fi' | > 0, so folgt, daB das erste nioht ver- 


1) Fttr P„>0, j3'=0 1, 2, 8,.) reaultiert das Konvergenzknteriuna 

▼on § 102, Nr 2, Satz (11), S. 764, als Bpezieller Fall. 
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liwindende b 2v+1 jedenfalls ein von Null vcrschedencs ^ 2 „ +1 enthalteu 
'unB, sodaB also die unter (a) angefiihrten Voraussetzungen deR 
Satzes (II) erftlllt sind und somit, wie dort gezeigt wurde (S. 850/1), die 
2? zum mindesten von emer bestimmten Stelle ab dur<.hweg von Null 
nrrschwden ausfallen Dann liiBt sick zuniicbst zeigpn, daB, geradeso 

wie unter den Voraussetzungen des Satzes (II), die Grenzwerte lim 

-dg n-Lt . n-voo-^Jn 

und lim g — als bestimmte Zahlen existiereu, und zwar unabhiiugig 

W QO 2 ft *|-1 

davon, ob die Reihe konvcrgicrt oder divirgiert. Mit Hinzu- 

nahme der letzteren Voraussetzung wird sicb dann ergeben, daB jene 
beiden Grenzwerte susammcnfalien , der Kettenbruck also Lorn ergiert 
Wird m so angenoramen, daB fflr ?> > 2 nr. {J? I "> 0 so hat man 
fru 1 jedes v > m die Identitaten: 


ill, 


X 1 ( u4 J l _^3'' -3\ 

^2t-S' 


j £-±! = -!=+' + V. (£l±! - £•=»), 

l- B Sn + l '-®8f + l -®2v—l' 


an3 denen hervorgeht, daB die Existenz und Endlichkeit der beiden 
A A 

Grenzwerte lim r~ und lim p- n+ - nut der Konvergens der beiden 

«->■!» n->oo n-|-1 

Reihen: 

(I 7 ) 

^f+i B * v ~* ^+1 ■ Ba ’+ 1 


zusammenfallt 
dm Reihe: 

(18) 


Diese Konvergenz ist aber offenbar gesichert, wenn 

V A v+l A v-X 

B v+l B v _ t 


\convergent ist, da dann jede der beiden Reihen (17) dbsolut Iconvergiert. 

Nun folgt aus der verallgemeinerten Differenzenformel (IX) des § 92, 
Nr. 2, S 697, filr p = 2, wenn man schlieBlich noch v durch v —1 
ersefczt 1 ): 


(19) • 


A V+ 1 A v—\ / ^ \v —1 &v+l 

B r+l B v _; ^ 


lj Vgl auch § 100, Nr. 1, FuBnote 2, S 747 tlbngens gewinnt man die 
Beziehung (19) anch aus der gewflhnlichen Differenzenformel (21) des Textea, wenn 
man zn lhr die durch Snbatitntion von v —1 an Stelle von v darans hervorgebende 
addiert land berdcksiohtigt, daB: 
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sodafl also die Glieder der Reihe (18) mit den entsprecbenden der Reihe 

< 2 °) s’L-H--! 

identisch smd. So bald dann deren Konoergetr imd Bonut, naeh dem 
bisher Gesagten, die JExistenz der fragliehen Gien/weit 1 e-wiesen .at, 
iviirde das ZusammenfaUm der letzteren umnittelbar aus tier gewohn- 
hchen Differenzenformel 


tfl) 


r+l 


*,+! '■«! ( 1J 


hervorgphen, sobald noch gezeigt vrerden kann, dafi. 

<22) lim B t , B v = oo. 

]' -> CD ' 

Hiemach reduziert sich also der Bewejs fur die Kwoergmz d^ 
Kettenbruches £ -J auf denjemgen ftir die Konvergens der Italic (20) 

and die Existen3 der Besieliuny (22) 

Man hat nun, wie beim Beweiee dee Satzes iII t gezeigt wurde 
(s S. 850/1, Gl. (10), (ID). 


123) 


»—i 


I*. 


It 


13 


0 et.W f’ ~ n > tit 


Zugleich evgibt Rich bier.uis, daB. 
(24) - - ' 

und dafi I 


a | mit wachsendem n niemals abnimmt, mithin lim | a\ 

zum mindesten mi weiteren Sinne cxistiert. Ferner sind dann die B jj} 
wegen: ct ti = $R (B n B n _ l ) (s S. 845, GL (8)), ftir n > w 0 von Nutt mr- 
tidiieden, und man findet daher ftir v > m 0 , wegen: 


•zunachst: 




'»-+i 




I °H-i 


IJ3. 


B v B y ^\ - \B y+l B v 




'r*V-l 


and sodann mit Bentitzung von Gl. (24) und § 110, Ungl. (9), S 845: 


(25) 


°»+ i 

B v+l B v _ * 


< ( n y )V7^ r:i 


• I J I 

woraus nnmittelbar die Konvergens der Reihe: I -g—— |hervor- 


gebt, da ja die Reihe: ^fjTl “ I o * x |) “^8® der Monotome dei 

»« * * +1 
\a I bei wachseudem v sicher konvergiert. 
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Wir zeigen nun weiter, daB die Existeuz erneB endlichen lim | cr I 

tl -V 00 n 

nur dann moglich ist, wenn die Reihe: J%\b r \ kmvergiert (daB sie ini 
letzfceren Falle auch wirkhch allemal stattfindet, wurde ja tibrigenH 
beim Beweise deB Satzes (II) gezeigt — a. S 851, G1 (12) ) 

Die Rekursionsformel ftir 2? +1 laBt sicb, falls 12? | >0, also 

ftir v > w 0 in die Form aetzen: 

B 


y+t _ 1 , b *+i B r 
Z.-L ~ + ■»,-! ’ 

sodaBdurch Substitution von: v=2m-l-l,2wi + 3, •• ,2n —1 
bzw. von:v=2m+2, 2 jk+ 4, • •■,2n 
und Multiplikation der resultierenden Gleichungen aicb ergibt 


(wo:2wi>»/ 0 ) 


( 26 ) 


2 m 


ni + 1 


-°2m+l V ^2v — 1 ' 


Wird nun angenommen, daB lim | a n \ cndhch ausftillt, so muB, wegen: 

w —1 H -> ao w 

i °J = 2 1 ^+i I ■ I B r T ( nach G1 (23)), die Reihe: ^ I ft +i I ■ I A i 9 
konvergieren, folglicb auch, wegen: |ft +l |<:(l -f y) • /3° +1 |, die Reihe: 


2 1*. 


(27) 


+i 


15., I 9 . Da aber ftir v > 


n n 




H 

1 

U 

K) 

1 By -Sy—l 


? r+l 


(S 845, UngL (9)). 


J v + l\ 


i B. 


"o 


so folgfc aus der Konvergene der Reihe: ^11 , J ■ I B I 9 auch dieienitre 

' _ 1 Tt I 1 '’+ 1 v ' JO 


der Reihe 


= 2 




»*—1 


, mi thin auch diejenige der beiden Teilreiheu, 


welche entstehen, wenn man dem Index v nur gerddc oder nuv ungerade 
Zahlenwerte beilegt. Beachtet man noch, daB m den beiden Produkten (26) 
niemals ein Faktor mit dem Werte Nutt vorkommen kanu (da beim 
Eintreten dieses Falles alle B itt bzw 2J 8w _j_ t von der betreffenden Stelle 
ab den Wert Null haben wiirden, was den bisherigen Feststellungen 
widerspncht), so folgt, daB jene Produkte fQr n —► oo in absolut km- 
vergierende unendliche Produkte (ohne Nullfaktoren) tlbergehen und 
daB daher lim B in und lim 2? g , t als bestimmte, vm Nutt vct'schiedene 

fl->« R -> 00 ' 

/>ahlen existieren Da infolgedessen die (bereits ftir jedes einedne 
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v ^ » 0 von Null verschieden erkannten) | B v | fttr v>n Q sogar eine 
von Null verschtedene unt&re Grenee besitzen miiesen, so folgt waiter, 
dafi gleichzeitig mit der Reibe: b r+l \’\B V | a aucb die Reibe: J>l\ b v j 


Somit ergibb sicb scbliefilicb, dafi die Divergent von b v \ Btets 
die Beziebung lim | a v | = + oo nacb sicb ziebt. Da aber uaob UngL (9), 

n -> oo 

S- 845: | JB n B __J > | a n |, so folgt miter Voraussetzimg der Divergent 
von |: 

(28) lim 1 J5__ | = + oo, 

n->co 

womit also der auf die Voraussetzung l a ) bzw l b ) bezilgbche Teil 
des Satzes (IV) nunmehr bewiesen ist. 

Bei der nocb zu erledigenden Behandltmg des Falles 2) konnen 
wir, obne die Allgemeinbeit des Endergebnisses zu beeintrachtigen, 
hub auf die Anuabme bescbranken, dafi die Zablen (— l)* • /3' dasselbe 
Vorzeicben baben wie die fi v . Betracbtet man namlicb zwei Ketten- 
brttcbe von der Form: 



oder nocb etwas allgemeiner: 



so folgt, dafi jeder Naherungsbrueh des einen Kettenbrucbes dem ent- 
spreobenden des anderen honjug'iert auefallen mnfi 1 ) und dafi daber zwei 
derartig konjugierte Kettenbrttcbe stets gleichzeitig konvergieren bzw 
divergieren, dafi es also gegebenenfalls vollst&ndig geniigt, die Kon- 
vergenz des einen nacbzuweisen. 

Dies vorausgeschickt, seien also jetzt die /3 r und (— l) 1 ' • fi', soweit 
sie von Null verscbieden, durcbweg gleichbeeeidhnet. Wendet man so- 
dann auf den betreffeuden Eettenbrucb die Aquivalenzformel (13) in 
der Weise an, dafi man setzt: 

— "|/-f C 1 + D’ +l i) (*=0,1,2,...), 

also: 

so ergibt sicb: 


~ t(i -») • ir ->;j+etf+NiM ’ 


1) S % 70, Nr. 3, 8. 687. 
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Sind non die fi y nnd (— 1)* • /3', soweit sie von Null versohieden, durch- 
weg gleichbezeichnet, bo findet man: 

1/»,+(- 1^,1+iftri 

und daher: 

(30) V5\K + (- D ,+1 • P, I < V? I f, + (- «’• ft,' I, 

d. h. die Teilnenner des transformierten Kettenbrach es gentigen der fftr 
den Fall 1*) mafigebenden Bedingnng (15a), wenn daBelbst y — 1 gesetzt 
wird. Zngleich hat man: 

I y'i- (ft, + (- if■ + Yf (ft. + (- if +1 • ft,')* I 

= 1ft+1■ 1 vfi (1+<- if +1 • 01=1 u 

sodafi also der tranBformierte Kettenbrach den samtlioben fttr die Kon- 
vergenz erforderlichen Bedingongen gentigt, mithin auch der gegebene 

Kettenbrach JjfqrjpfJ JconvergierL 1 ) 

4. Der Kettenbrach brancht, falls er auf Grand des voratehen- 
den Satzea (IV) famvergiert, nicht unbedingt zu konvergieren. Zunachst be- 
merke man, dafi fttr den Kettenbrach die b y mit geradem Index 

dieselbe Rolle spielen wie fttr den ursprttnglichen die b y mit ungeradom 
Index. Wenn also nnter den b y mit mgeradem oder mit geradem index 
nnr eine endliche Anzabl von Nidi verschiedener aioh befindet nnd wenn 
dann etwa & i»-i + 0 bzw. b Jm + 0 das Mete b y dieser Art bedeutet, 

so wird jeder der Kettenbrtiche: f^-1 bzw. ("^-1 fttr n > m diver- 

gent. Soil alto die Kmeergent des Kettenbraohes fyl eine unbedingte 

Bein, bo ist dafttr offenbar notwendig, daS nnter den b y mit ungeradm, 
wie anch mit geradem Index unendlich vide von Nidi versehieden Bind. 
Dieae Bedingnng ist dann aber anch hinreichend, falls im tibrigen eine 
der Bedingungeformen des Satzea (IV) erftillt ist, da diese letzteren 
dnreh WeglasBong von Anfiangsgliedern ja nioht beeintraohtigt werdem 

1 ) Ana dam Umatande, daft sur Herleitung diaaea Ergobnissea das Kriterium 
1 *) nnr fttr den beaonderen, verbUtniamttftig Diedrigen Wert 7 1 in Anaprnoh ge- 

nommen wnrde, arkennt man, daft die Bedingntig 2 ) von merklioh geringerer Tmg- 
weite iat ala die Bedingnng l ■), nnd daft aie einer der Willkttrliohkeit von 7 enfc- 
apreehenden Enreiternng fttbig aein mnft, wie im ttbrigen ana dem Folgenden 
(a. den Bohhift von Nr. 4) noch dea nttheren bervorgehen wird. 



Nr. 4. 
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SchlieBlich sei noch hervorgehoben, dafi die Brauchbarkeit der Satze 
(II)—(IV) ftir Kettenbriiche, die nicht von vornherein in der ersten 
Hanptform vorliegeD, auBerst bescbxankt ist, da ibre tfbertragung anf 

Kettenbrfiche der aUgemeinen Form (s die Formeln (9), S. 849) 

Bedingungen liefert, die viel zu verwickelt Bind, um irgendwelcben 
praktischen Nutzen zu gewahren — ee sei denn, dafi die a r von vorn- 
berein ganz besouderen Bescbrankungen unterliegen. Hat man z. B. 
durcbweg: o 2 ^ 4 _ 1 = a Sfi , bo ergibt eich mit Hilfe der soeben angefiihrten 
Formeln die einfache Beziebung: 




J-lU 


i i. »i 


i »i 


It 1 *. V 

und bei weiterer Spezialisierung, wenn man durcbweg = a eetzt: 

(8a,) [i] 1 ~ps; + F!' f i?^| + is! + .• 

Die letztere Beziebung l&fit eich tibrigens aucb durch die folgende eraetzen: 

(82b) [fl ~ .+■ [^-1= + ,^ +., 

U ibji |a *6 1 |a > 6, (a 

wie unmittelbar aus der Aquivalenzformel (14) hervorgeht, wenn ge- 

setzt wild: _i 

a (v = 0, l, 2,.). 

Bezeiohnet man femer mit e einen beliebigen Einbeitsfaktor und setzt: 






-i 


e a 1 0* = 0,1,2, 


0, 


■v+1 

bo gewinnt man an Stelle von (82 b) die noob etwas allgemeinere Beziebung: 

_i. i 

1 


(32o) [f] » n^- 1 + p-^r*+prbr 1 

L |e a ^ |ca *6, |e a s 6, 

Qieraus ergibt siob insbeBondere ffir a = 1: 


(83) 


ET“iS 




+■ 


ta 


+ 


eine Formel, die zurVerallgemeinerung des KonvergenzsatzeB (TV) dienen 
kann. Danaob erweist sich der Kettenbrucb J als konvergent, wenn 

) noch binzukommt, 

dafi (bei beliebiger Wahl des Einheitsfaktora e) die Zahlen e~ 1 6 J/i _ 1 , 

tb tfl (p = 1, 2, 3,.) dexjenigen Bedingung gentigen, welcbe unter 

1*) ftir die b y gefordert wurde. Der VollstSndigkeit balber sei erw&hnt, 


zu den notwendigen Eonvergenzbedingungen (II 
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dafi die Tragweite dieses Kriteriums dnrchsichtiger wird, wenn man die an 
dieser Sfcelle nns noch nicht znx Verfiignng stehende geometrische Dar- 
stelhmg der komplezen Zahlen zu Hilfe nimmt. , Im dbrigen erkennt 
man unmittelbar, dafi die oben durchgefuhrte Behandlung der Bedingungs- 
fonn 2) (b.GL( 29)) als spezieller Fall (e = Y\- (1 + i )) des vorstehenden 
Ergebnisses sich erweist. 1 ) 


§ 112. Konvergenzkriterien f&r Kettenlbrtiche der zweiten 

Hauptform. 

1. Hauptsatz 

Der Kettmbruch (bei bdiebig Icomplexm a v einscJiliefi- 

lich der Nidi) ist unbedingt Itonvergent, wenn eine unbegroizlc 
Fdlge positiver Zahlen (- 0 ^) existiert, der art, dafi: 0 , 1 < 1 und 
fur v > 2. 

(0<fi- r <l 

lO<|o,|<»,,_i (1-*,)') 

Und mar ist stets- 


(I) | [y] i j < (falls: | a x \ > 0), 

aufier wmn durchweg: 

(I I ) O, = - »,_! (1 - *,) 4- 0 («>2) 

und sugleich: 


(1") 




(i — a-j 

•r 


-hoo, 


1) Das gleiche gilt dbrigens such bezilglich der Zurflokfdhrung der Bedingungs- 
fonn lb) auf 1*) (t^i, b. Gl. ( 141 , B.860) and iflr etwaige Anwendung der Aquivaleuf- 
formel in FaBnote 1, S. 859 (e =» — 1). 

2) Bezeiohnet nian mit t v (*» > 2) beliebige Emheitsfaktoren and setzt f3r r > 2 

apeziall: ” 

“y 3 t (1—«■„), 

ho folgt also (indem man nooh a, =» 1 setzt), d&B der Kettenbrach 


[i- 


(l — «■„) 


—iQ 

—la 


unbedingt Jconvergiert, und zwar auch nooh im Falle = 1, aufier wenn durch- 
ve 8 e r = — 1 und die Keibe (I 11 ) dirergiert, in welohem Falle anfiorwesentliohe 
Divergenz eintritt. 



Nr *. 


§ 1145 Kom r ergenzkriterien fflr KettenbrQche der zweiten Hauptform. ggl 


in wdchem Fade : 


on 


r^r=- 3 _ 

LiJ A i~» t 


wird. Die uiibedingte Konvcrgene des Kettenbruches bleibt auch 
noch fur = I erhalten , aufier tvenn die besonderen Bedingungen 
(1'), (I") qlmihzeitig bestehen: in diesem Falle ist der Ketten- 
brueh aufierwesentlich divergent. 1 ) 

A 

Ueweis. Man liat (wenn die N&heiungsbrQcbe vrieder mit 
bezeichnet weiden): 1 

(2j B 0 = 1, B x = 1 und fUi v > 2- B r --= B i __ l -!- 
mithin (fur v > 2): 


J3.l> 


B .. — \ a 

i —i i 1 » 


i' i 


B 


I) 


> 0 . 


-2 i 

fs 51 a — 

und, wenn man auf beiden Seiten dieser Ungleichnng ^ • i t , snb- 
trahiert: 

(4 I B, 1 - », | B r _,! > (1 - »,) (Ii 
Diese Rekursionsformel zeigt zunachst, dafi stots: 

(5- wenn: I■*>’,_ 

Da aber aus tmgl (4) fiir v = 2 folgt: 

(b) «i)(1 — »a)r also>0, 

so ergibl <m*h, dnB in der Tut Ungl. (5) fur jedes v>2 gilt. Man hat also: 

! (»> 2 ) 

nnd (lurch fortgosetzte Anwendong dieser Uugleichnng bis 
(7 1 I ^ •9',■9’, „! ■ ■ • also jedcnfalls > 0, 

w oraus zunachst hervorgeht, daB die Folge der Naherungsbrtiche kerne 
>ttudosen enthalt. Da das vorstehende Ergebnis vbllig unabliiingig davon 
ist, ob unter den a y solche mit dem Werte Null vorkommen, so soil es 
/.umiehst dazu beniitzt werden, am diesen besonderen Fall fQr v>2 von 
\oruherein zu erledigen. Es sei « ft+1 = 0 (wo n > 1) der erste bzw. 
eniuge Teilzahler dieser Art, dann ist anf Grand der flblichen Rekursions- 
lormeln: 

B. 


IS 


j.+, - A - 


\ 4t, +s -(l-r 
nud homit- 




«„ +1 )4 B . + .“( 1 + <',+.) 2, . + 0 


A 


n, 


n + 2 _ ti-r 1 __ 


w + 2 


B 


i 


1) b/.w. ion der Form fslls u, - 0 aem holftt*. 
0 1 
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Doroh Tollstandige Induktion ergibt sick aber, dafi dann fur jedes v>n: 



(gleichg&ltig, ob fQr v > n + 1 noch beliebig viele « y = 0 vorkommen 
oder mcbt). Denn angenommen, es besteben fiir irgendein p>n Be- 
ziehungen yon der Form: 


p+ 


A =Tc A B *=k B i 

" -t \ S -h B ™ *>+<>, 

1 ~ %-flAi iu + l _ + J 


wie ja nach (8) fiir [i = n-{-l tatsachlich der Fall iet, so folgt zunaclist. 


^ + , = (*,,+,+ ^«, +S ) A • B (U+ »=(^ + l + ft 1 u«„ + s)- B ,- . 

Da bereits feststeht, dafi: B fi+i =^0 t so ist auoh: &„ +1 + 
und man findet daher: 

^S±l_ 4. 

B„ +i 

womit die Richtigkeit der fragliohen Bebanptnng (9) erwieaen ist. 
Sollte scbon a t = 0 Bein, bo folgt ans den Anfangsgleichungen. 
Aq = 0, Ay = &l = 0 7 l 

■ dafi fur jedes v: 

A=o, 

also, da ja a, in den B v gar nicht yorkommt nnd daher, wie zuvor, 
durcbweg B v =j= 0, fur jedes v auch: 

(10) £ = 0. 

Somit ergibt sich ans GL (9) nnd (10) fflr v —>■ oo: 


(ii) 


Ist fl y == 0 fiir bdiebig vide v, wahrend die librigen a y den 

Bedingungen (I) geniigen, so ist der Kettenbrueh — Convergent, 
und mar ist: 1 


c 

M-M- 


—.90 

a v 

— =0, worm: a x = 0 


tcenn: a 


n+1 


= 0 (n > 1), dagegen: a v =f= 0 fiir v < n. 


Enthalt der Eettenbrncb unendlich viele Teilzahler a y = 0, so ist 
die Konvergenz sioher eine i mbedingte, da ja jeder durcb Weglassong 
von Anfangsgliedern enfcstehende Kettenbrncli genau denselben Gharakter 
hat wie der nrsprttDgliche. Enthalt er nur eine endtiche Anzahl und 
ist a m = 0 der letzte derartige Teilzahler, bo bleibt nnr noob die uw- 


ledingte Konyergenz des Kettenbruohea 
hin noch gesobeben wird. 



OO 


m+i 


zu erweisen, was waiter- 
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2. Die Annahme, dafi outer den a, die Null vorkornxnt, kana also 
fttr die weitere Uptorsochong ausecheiden 1 ), und wir dQrfen daher yon 
jetzt ab ohne Beschrankung der Allgemeioheit annehmen, dafi durchweg: 

| a y | > 0 {v > 1) und eomit: < 1 fttr v ^ 2, 

ttbrigens zunachst auch, entsprechend der Fassong des Hauptteiles 
onseres Satzes: 

&!< 1. 

Man bat alsdann nacb Ungl. (6): 

(6) | jB^|—-fig |2?,|>(1—fi , j)>0(Ze<jrferesniitAoflscblufiderGHeicbheit) 
und daher nach Ungl. (4) fttr jedes v>2: 

(4) |*,|-MS, _| £<!-♦,) (I -®.-i I — K-t I -®r-i I) > o> 
also dnrcb Substitution, too v <= 2, 3, • • ■, n, Multiplikation der resol- 
taerenden Ungleiohungen and Weglassung der beiden Seiten gemein- 
samen (durchweg von Null verschiedenen) Faktoren: 

(12) l-e„l—>(i — «■•) (i — 

Dabei kommt offenbar das Gleichheitszeichen dann and nur dann zam 
Yorsebein, wenn es in jeder der zar Herleitung bentltzten Beziebangen 
(4) ausnahmslos gilt, wenn aho fUr v = 2, 3, - • w dorcbweg: 

(4’) | B, | - »,\ B t _, | = (1 - «•,) (| B,_, - »_i | JB,_, |), 

anders gescbrieben (ttbereinstimmend mit der Fassang (3)): 

(3 1 ) IB. | - | B,_ y | - (1 - »„) | JB,_, |. 

Wir wollen zeigen, dafi dies nur mdglich ist, wenn fttr v = 2, 8, - • *, n 
dorcbweg die Beziehang (l f ) bestebt, and dafi alsdann die JB v (y < n) 
oamtlich reefl und positiv sind. 

Angenommen, es seien fttr irgendein bestimmtes v >2 die Zablen 
B y _ t , B y _ 1 reeU und positiv, also: 

(18) I-B,_, I = 

bo oimmt GL (3 r ) die Form an: 

(14) |3J-JB,_ 1 -»,_ 1 (1-»,)B._„ 

wSbrend andererseita ans der Bekursionsformel (2) folgen wttrde; 

(IB) _ 

' 1) Dafi in dem betreffsnden Falls aoob die Bebanptong (I), n&mlich: 

I tr]*| < 1 —^ < *' 

gtiltig bleibt, wird doh iplterhin noob ergeben (■. Fnftnote 8, 8. 867). 
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Die Vergleichung von (14) und (15) zeigt, daB alsdann: 

a-*.). 

also: 

Da aber nach (I): 

klS«V_i (1 

so folgfc, daB: 

(16) I a, I (1 — 

and man erkennt durch nochmalige Vergleichung von (14) und (15), 
daB in (15) nur das OleichheUszeiah.eR gelten kann. Dies ist aber 
(wegen: B v = B v _ t -f- a y B p _ 2 ) nur moglich, wenn a v redl und nega&iv , 
sodaB mit Berticksichtigung von (16) sich ergibt: 

(17) a y = — •» v _ 1 (1 — # r ) (tibereinstimmend mit (!')). 

Zugleich liefert dann die JElekursionsformel (2) in Verbindung mit 
GL (14) die Beziehung: 

B, = (1 - » r ) S v-1= l-B.I) 

welohe zeigt, daB B y jedenfalls reell und nicht negaiiv ist. Da aber 
bereits feststeht, daB die B v durchweg von Null verschteden sind (s. 
UngL (7)), so folgt, daB im vorliegenden Falle B y tvesenihch positiv 
sein muB. 

Wir finden also: Sind fttr lrgend ein v > 2: B y __ x positiv und 

besteht die Gleichung (3 f ), so gentigt a y der (mit Gl. (17) gleichlautenden) 
Beziehung (I'), und auch B y ist positiv. Da aber, wegen: B 0 = J3‘ 1 = 1, 
die bezflglich B y _ s , B v _ t gemachte Voraussetzung fUr v = 2 erfftllt 
ist, so ergibt sich durch vollstandige Induktion, daB das Bestehen der 
Gleichung (3 r ) fiir v = 2, 3, • ■ » in dem gleichen Umfange die Existenz 

der Beziehung (!') nach sich zieht und daB donn alle B v fdr v <: n reell 
und positiv ausfallen. 

Umgekehrt: Gentigt a y ftlr v = 2, 3, n der Beziehung (I f ), 
so lautet die Rekursionsformel (2) folgendermafien: 

(18) B = B^_ x - »,J, (1 -»,) B r _, (v>Z), 

und dieae wird identisch mit der Beziehung (3'), sobald feststeht, daB 
alle B y redl und positiv jsind. Bringt man aber Gl. (18) auf die Form: 
B.-» r B r _^ (1 -»,) 

so folgt durch wiederholte Anwendung (vgl. Ungl. (12)): 

B r —(1 - «•,) (1 - -»,) (•-= 8, 3, •••, ») 

und daher: B ¥ > 0, falls B x _ x > 0, was offenbar zutrifft, da ja 

B, = 1 > 0. 
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Hiemacb gestattet jetzt das in UngL (12) entbaltene Ergebnis die 
folgende prazisere Fassnng: 

Gemigen die | a v | fur v = 2, 3, • • •, n der Bedmgung (I) 
(mit dem Zusatze: \a v | >0 fur v >_ 1), so hat mm, abgesehen 
von cmem sogleich msugcbenden JEimelfodl: 

(19a) |.BJ—0^ 15 ( __J>(1—#i)(l—• • • (1—iK) mit Ausschlufi der Gleichheit. 

Nwr dawn, wenn fur v — 2, 3, • ■ •, n die besondere Bedmgung (P) 
erfuUt ist, tritt an die Stdle der obigen TJngleichung die fol¬ 
gende Gleichung: 

(19b)B(I-#,) (nebrt:B-|B,|«r*<n) 


3. Fiihrt man die folgenden Abkflrztmgen em: 


f-O'! ^2 • • ■ ^ ® v 

l(i 


so geben die Beziebungen (19a) ; (19b) durcb Multiplikation mit ^ m 
die folgenden ilber: " 

i i ©' 

(21a) x- • | B n I — « - 1 B 1I _ 1 1 > ~ (im aUgemeinen Falle) 


(21b1 



( im EineelfaMe). 


Ersetzt man n der Reibe nach durcb (n — 1), (n — 2)*-*2, so 
folgt durcb Addition der resultierenden Beziebungen zu (21a) bzw. (21b) 


bzw. 




und wenn man beriickaichtigt, dafi: 


so wird: 
(22 a) 

(22 b) 




-J- • | B n | > S A (im aUgemeinen Falle), 

"7J 

^-.B fi =8 n (im Einzelfalle), 
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wenn noch gesetzt wird: 

(23) + 

1 ' 

also: 

I a' 

u = 2, 3) 


(24) 


S i== 1 +^=S" 


■) 


Nun ist (ygl. § 92, Nr. 2, (VII), S. 697): 


(26) 
uud daher: 
(26) 


BI- 4 4- (k- fe)- Ir" 0- •■ ^ 


Da aber auf Grand der Voraussetzung (I), wenn wir zonachst den aW- 
gemeinm Fall ins Auge fussen: 

|Oj■ ■ ■ a v | < O 1 !■frj■ • • , 0 , „_ 1 (1 ^ i ) (1 ^s)••• (1 ■S’y) = ~i _^ 

and nacb UngL (22 a): 

| S v _ j B r | > & v | 

so findet man: 

e' i 8,—s r __ t 


(27) 


a* | 

I 


<i—sr 


1 —frj & V S V t 8 v 1 — 


(s. Gl. 24) 


and da die (position) Zahlen 8 V mit wachsendem v monoton zu- 
nehmen, so folgt, dafi die Somme, seiche das letzte Glied von Gl. (25) 
bildet, fQr n —► oo in eine absolut konvergente Reihe flbergeht and 

somit auch. der Kettenbrnoh konvergiert. 

Zugleich ergibt sich ans Ungl. (26) mit Berflcksichtigung von (27): 

(28) = \—l ( 8> zwe ^ Gloichnng (24)) 

und daher fQr n —► oo: 

(29) I[t] 1 | < i^( 1 -““£) 

mit Ausschlufi der Gleiekheit, da die fttr hiniSnglioh grofle eruHiche n 
bestehende Vngleichheft dnrch den GrenzUbergang n —► oo nioiit auf- 
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gehoben werden karni. 1 ) Man findet also scbliefilich (auch lm Falle: 
lim S n = + °°)j wie bebanptet: 

• i 

In dem oben bezeichneten, dnrch die Bedingung (I r ) cbarakterisierten 
Emselfcdle bat man zunachst: 

and nacb Gl, (22 b): 

B , B = 0 ,0i8 . S , 

i—1 y y—1 v r—1 v > 

sodaB an die Stelle der Ungleichnng (27) die folgende Gleicbung tritt: 

IV - 1 1 - 9 * _ 1 ■ ( lY- 1 S *~ Sv - i 

Infolgedessen gebt die Gleiohung (25) in die folgende fiber: 

< 32 > [rl= i-^r (d - *0 + $ (§£ - s;)) = r^( 1 -£> 

and es ergibt siob somit scblieBlicb: 

<»> 

» a' 

Dabei ist lim -s- > 0 oder = 0, je naobdem die Reibe: (s. Gl. (23)) 

n+m&n "i v 

oder anob die dnrcb Weglassung des (von Null verschiedenen) 
Faktors and des Aufangsgliedes daraus bervorgehende Reibe: 

>;- 5r -jr --- konvergiert oder aivergiert. Im ersteren 


- * $ & - r konvergiert oder divergiert. Im ersteren 

i v 

Falle bat man also, geradeso wie frflber: 

<w*) \$\\<£k 

1 ) Vgl, § 108, Nr. 1 die Motivierung von Ungl. (15), S. 822. 

2) Dieae Ungleiohung bleibt auch gflltig, falls fflr irgendwelobe 1 die 
Beziebung 0 beeteht. 1st etwa a m ^. 1 a 0 (m > 0) der erste Teilz&hler dieeer 
Art, bo hat man naoh (11): 


nr.d andereneita naoh (28) bzw. (82): 


&I-ET 

(28) bzw. (82): 

M I < 1 a x I (i ^ 1 g «l- 
LtJj =--1-*, v i-», 
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und nur, wenn jene Reihe divergiert , also die Voraussetzung (I”) er- 
fflllt iet: 

r°'T- “■. 

(34b) LtJj - 

Da die vorstehenden Kon vergenzbetrachtungen auch fttr jeden Ketten- 


brach von der Form 


= [t 1 


| (wo m > 0) gflltig bleiben, so ergibt 
—1*1 1 - 




sich zugleich, dafi die Konvergenz eine unbedingie ist. 

Es bleibt noob der Fall: <0^ = 1 zu erledigen. Hier folgt znnaohafc, 

• r a n" 

dab auf Grand der bisberigen Ergebnisse der Kettenbracb (un- 

LlJ8 

bedingt) konvergiert. Darans wilrde aber aucli sofort die Konvergcnis 
des gegebenen Kettenbruohes hervorgehen, falls: 


wuhrend ftlr. 


[£+-'• 


ofienbar aufiertcesentliche Divergent) eintreteu miiBte. Nun ist aber 
nach Ungl. (30) bzw. (34 a): 

| [t], | < i-i; d * < we s en: I a s I ^ (i — «•*) = i - 

ailBer wenn die besondere Bedingung (I r ) ftir v > 3 und aufierdem 
die Bedingung (I r ') erfilllt ist. Alsdann ergibt sich zunachst naoh 
GL (34b): 

r^i = _3_, 

LlJa 1-#,’ 

also: w 

\y\ = ~ l > wenn: = - (1 - # s ), 

mit anderen Worten, wenn die Bedingung (l r ) auch schon f(lr v= 2 
besteht 

Damit ist der in Nr. 1 ausgesprochene Hauptsatz in alien Teilen 
bewiesen. 

4. Durch passende Spezialisierung der lassen sich aus den 
Hauptkriterium von Nr. 1 mannigfache Spezialkriterien ableiten, als 
deren bemerkenswerteste wir die folgenden erwahnen wollen: 


1) Bew. die Form falls a L = 0. 
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Der Kettmbmch jjyj ist unbedingt Tconvergent, wenn erne 
der folgenden JBedmgungsformen erfullt tst: 

(A) 0<|a 8 |_< g und fur v > 3: 0 < | ct y \ < ^ 

Ausgmommm ist der Fall' 

a, = — ^ und fxir jedes v ^ 3: a v = —- 
in wdchem aufierwesenthche Divergene stattfindet. 

M (v>2) 

(O) Or£|« S| J<^i ( " > 1} ’ 

wo: 0 < -fr' < 1. 

(D) I a a^l + |« a/ i 4 _il < *) *»# demZusatge: |o 2/(+1 |>0 (/*>0). * 

00 

OS) 

a 

Beweis Zu (A). Mac hat nar zu setzen: 


9-j = 1 und fiir v 2: <8^ = -g* 


Da fiir v > 2: 1 — 8^ = 8^, so isfc^^ 


= + oo, sodaB 


in dem angefdhrten (der Bedingung (I') des Hanptsatzes gentlgenden) 
Ansnahmefall wirklick Divergent stattfindet. 

Zu (B). Man setze fur v ^ 1: 

V 


8 . 


r.+V ak0: 


Da hier: 8 t = “> also < 1, so scheidet die Diver^enzmoglichkeit voll- 
standig aus. Die Bedingung (B) gibt, wegen: fELr die |a v | 

eine etwas hBhere obere Schranke, als Bedingung (A) — abgesehen 
von | a a |, wofiir ja m (A) der Maximalwert zulassig war. 

Zu (C). Man setze f(lr g>> 1: 


8 > = —-—i 

■«-l 1 + *' 1 


( wo: 0<8'<1), 


1) Dabei wird iiberdieu angouounueii, dafl die Beihe tmendlicb \iele ton 
Null verschiedme Glieder enthiUt. 


fift * 



870 Absohnitt IV. Kap. IIL Kettenbrflohe ana komplexen Zahlen. ,Nr. 4 . 


bo nimmt die Bedingung (I) des Hanpfckriterimns die Form an: 

1 


^ +l \<^ (1 




> i). 


i+*;+i i+»;+i 

Wahlt man die ft' insbesondere in der Weise, daB: lim ft' 

V ' u 


0 (was 


ja nach Fassnng der Voraussetznng durchaus zul&ssig ist), bo wird: 

jU-VSB ^ «-> 00 f ~ 


Wahrend also in den Fallen (A) nnd (B) die obere Schranke ftlr die 
| a v | (abgeseben von | a% | im Falle (A)) nnr oder wemg darflber 

(out dem Grenzwert ^ betrng, so sobeiden sich luer die | a v | in zwei 
Serien, dergestalt, daB die Glieder der einen beliebig wenig unterbalb 1 
liegen bzw. auoh den Grenzwert L besitzen dlirfen, wahrend die Glieder 
der anderen dann gegen Null konvergieren. 

Wegen < 1 isfc auch bier das Yorkommen des Divergenz- 

falles von vornberein ausgescblossen. 


Zn (D). Setzt man zunAchst fllr /r > 1: 



so ergibt sich aos der Bedingung (1) des Haaptsatzes dnrcb Trennung 
der Falle v — 2/u> nnd v — -f- 1> wenn man dabei noch die Zusatz- 

bedingung |« 2/1+1 |>0 bertlcksiobtigt: 

0<l%l<|(l-fr„). 0<|a J(i+1 |<i^ > 1) 

nnd dnrcb Addition dieser beiden Ungleicbungen: 

°<l<yJ + IVnl^r 

Diese Bedingung allein — nur mit dem Zusatze: | a, (+1 1 > 0 — ist 
da nn aber ancb hinreichend fflr die Eonvergenz des Eettenbrnobes. 
V erstebt man namlicb unter & tfl (p ^ 1) diejenigen positiven Zahlen, 
welche durcb die Bedingung: 

K„+.I = tV O^ 1 ) 

bestimmt sind, so hat man: 0 < 9 , tft < 1 auf Grand der obigen Be¬ 
dingung (D), und diese selbst gebt in die folgende tiber: 
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Setzt man also wieder: <9^ x so sind die Bedingungen (1) des 
Hauptkriteriums befriedigt, der betreffende Eettenbrnch also Convergent 
Da bier: d, = also < 1, so' ist die Moglichkeit der Divergent 
wieder ausgeschlossen 1 ) 

Zu (E). Setzt man: 

0 < IK <t 1 nnd fdr v > 2: 0 < «©■., < <9 1f ferner: lim9 = 0 

X ~ V s: V —7 

*->ao 

nnd nimmt an, daB die a v der Bedingnng genii gen: 

I*,I<(*>2), 

so hat man urn so mehr: 

a-*,), 


nnd zwar znm mindesten von einer bestimmten Stelle ab mit Ausschlufl 
der Oleichheit, da ja schliefilich einmal <d > y _ 1 < 1 werden mnfi. Infolge- 

dessen ist der Eettenbrnch ansnahmslos Convergent Aus der vor- 

letzten Ungleichnng folgt durch Summation fflr v = 2,3, • • •,w nnd tfber- 
gang znr Gtrenze fdr n —> oo, mit Berdcksichtigung von dj < 1 nnd 



to 

0 S *• 

i 


1) Wenn man, atatt von der FeatBetzung — — anazngehen, die Ver- 

ftgnngen trifft: 

&! = 1 nnd fflr p > 1: , 

bo efgibt sich atatt dea Kriterinma (D) dnrch analoge Sohlnflweiae das folgende: 

(°T , 

I a S/t—i I "b I a Sft I "j (M>2) 

mit dem Znaatze: | a ijU | > 0 (fi > 1). 

Doob tritt bier, wegen: fr, =Ti, der DivergenefaH ein, weim dorobweg a v < 0 
(*>2) nnd die obigen Bedingnngen die apezielle Form annehmen: 


wenn anBerdem: 


1 . 1 
a 3/i _ 1 -f a 3jU = —-g 


V-^ + oo. 

^ 

Daa Exiterium (D') einacbliefilich dea Divergenifallea wflrde aioh flbrigena 

fan* 

anoh ergeben, wenn man daa Exiterium (D) sun&chat auf den Eettenbrneb I — 


anwendet. 
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Diese ala Folgerung aus den getroffenen Feataetaungen herrorgehende 
Bedingnng erweiat aich acton ala hinrekhend f(ir die Eonvergenz des 
Kettenbrnchea Denn definiert man jetzt dnrch die Beziehung: 

( p £ s )> 

y 

so folgt zunachst: 

I I ~ K-x ^ also: 0 < %• < 0- 

y *—l 

und anfierdem: 




sodaB also die &•* die samtlichen nrspr&nglich 
erfdllen. 


gemachten Voraussetzungen 


§ 118 . tfbertraguiig der Konvergenzkriterien fttr KetteubrUclio 
der zweiten Uauptform auf bellebige Kettenbrttche. 

1. Um die Kriterien dea vorigen Paragraphen anf Eettenbrdohe 

Ton der allgemeineren Form g-'Tzu flbertragen, hat man nur zu be- 

wshten, daB unter der Vorauaaetzuiig: 6, + 0 (fttr v= 1 , 2 , 3 , .) die 

Aquivalenzformel beateht (ygl. § 94, Nr. 4, QL ( 26 ), S. 711 ): 

fc],-ft},’ wemi g e86tzt wird = »; = £<.;» (v £ 2). 

Hiernaeh nimmt daa Hauptkritedinm yon Nr. 1 dea yorigen Para- 
graphen jetzt die folgende Form an: 5 

1st |a t | >0 l ) und existiert eine unbegrenzte Folge positive 
Z( Mm (dj, dcrart, dafi: ^ < 1 und fur v> 2: 

f 0 < 1 


b^ieht) ImqM and den Wert JM htt . thmdami!iL ergibt .fch ^ 

KT-Kt 

wenn a„ +l =. o (n>0), dagegen: a y -f-0 far 




Nr, 8. 

0) 

(I') 

a") 

a 1 ) 
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so ist der Kettenbruch 




unbedingtkonvergent,und mar tst' 


f«y1 

00 

1 

a. 

kJ 

1 

A 

7 

h* 

»: 


aufier wenn dwrchweg: 
a. 


6 ,6 

y—l u r 


= + oo, 


(^ 2 ) 

■1 r 

wad ssugleieh: 

^ ( l — ^s) t 1 ~ ^b) ‘ 

in welchem Fade die Beziehwng besteht: 

r^r = _i_ a. 

L 6 J 1 \ 

Die unbedtngte Konvergene des Kebtenbruches bleibt auch 
noch fur ^ = 1 erhalten, aufier wenn die besonderen Bedingungen 
(1') und (L ,f ) bestehen: in diesem Fade ist der Kettenbruch aufier- 
wesentlich diverg ent. 1 ) 


2. Der Vollst&ndigkeit halber und um den Vergleich mit einigeu 
anderen weiter unten noch anzugebenden Kriterien moglichut zu er- 
leichtern, - wo lien wir auch noch die tfberfcragung der Spezialkriterien 
von Nr. 4 des vorigen Paragraphen auf Kettenbrllche von der Form 
“i 00 

~ ausdrUddich vornehmen (obsohon dabei tatsachlich niohts anderes 

L 6 Ji - . 

geleistet vrird, als daB man auf Grund der oben angefQhrten Aquivalenz- 
formel a. durch 


b , b 

y—l y 


ersetzt), n&mlich: 


Der Kettenbruch ist unbedingt Convergent , wenn ei 

der folgenden Bedingungsformen erfiidt ist: 


erne 


(A) 


0< 


M* 


Sr r 5 


y—l“y 


fUrv-£3. 


Ausgenommen ist der Fad: 


i’ 


= —4 fw *j>3, 


'3 - v y_l«'r 

in welchem aufierwesendiche Divergent! stattfindet. 


11 bzw. von der Form —, fells a. 
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wo: 0 < #■' < 1 . 

m ?k5d st 

3. Das Haupfckriterium yon Nr. 1, sowie jedes der darans abgeleiteten 
Spezialkriterien (A)—(E) besitzt, wie aus der Herleitung hervorgeht, 
aber auch in der Form jener Eriterien nnmittelbar zum Ausdruck kommt 3 ) ; 
fQ.r alle nnter siob aquivalenten Kettenbrttche die gleicbe Wirksamkeit. 
Etwas Derartiges findet im allgemeinen niobt mehr statt, wenn man bei 
Spezialisierong der solche Anadrflcke verwendet, welche irgendwie 
yon den a y , b y abhangen. Ein in dem angedenteten Sinne spezielleres, 
aber wegen seiner einfacben Form, zrumal bei nooh weiterer Speziali- 
siernng besonders nQtziichee Kriterium gewinnt man dnroh die Annabme: 

(a) ♦. = m’ 


1) Darans folgt z.B. fOr a y = e y w s , 6„ = 2v+l, wo die t v beliebige komplexe 

r e v s “I" 

Einheitsfaktoren bedeuten, dafi der Keltenbruch ■ ——— atets unbedingt kon- 

L 2 * +1 

vexgierfc, and zwar aelbat in jenem „Tmgfln 0 tigflten“ Falle, m welcbem aoneb nnter 
UmBtftaden anBerweaentlioh e Divergenz eintritt, nilmlioh wenn fdr v ^2 durohweg: 
_ _i (ygL im rorigen Paragrapben den Beweia za (B), S. 869). Zagleioh findet 

man in dieaem Falle (wegen ■ ^ = j) anB ^ ( 1 ') : 

and (wegen: ” w ~^ allgemein- 

[ —v' T 1 — n* 

L2» + lJ 4( “l-^ w *2l* + l" ”• 

a v 

2) Indent ja die a y , b y dnrobweg nnr in der Verbindong ^-g- aufbreten, 

welebe unge&ndert bleibt, wenn man V—1 * 

a, dnroh: 

b ym _ j’, b y dnroh: c v _ 1 6 y _ 1 , c y b y 


enetst. 
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wo naoh (I) den Bedingungen zn gentigen hat: 

(8) 0 < < | b 9 1 fQr v > 2, 

wahrend im allgememen 0 < Q t < | b x | zu setzen ist und die spezielle 
Annahme: ^ = |6 1 1 die a. a 0. ffir den Fall ^ = 1 gemaehten Ein- 
schrankungen erfordert. 

Die flanptbedingung (I) nimmt nlBda-nn die Form an* 


Gl¬ 
anders geschrieben: 

(4) 


a t I $¥—1 

~\K 


16.1 — 1 


'v —1 


( v ^ 2 ), 


( v > 2), 

*v -1 


sodafi also, wenn nur diese Beziehnng besteht und auBerdem: 

(4a) Q r > 0 (v>l) 

die znvor in UngL (3) enthaltene BeBchrankung q v <: | b v | fttr v 2 
schon von selbst erftlllt ist nnd nnr noch die Bedingnng: 

(4b) I \ | > €»i 

(mit den erforderliohen Einschr&nkungen fdr den Fall | b x | = Q t ) ans- 
drflcklich erwahnt werden muB. 

Sind diese Bedingungen erftlllt nnd insbesondere: |h]|>p 1; so 
konvergiert der Kettenbruoh j^J nnd es ergibt aich aus der Be¬ 
ziehnng (1) (mit Berttoksichtigung von: dafi: 

(5) 


rtr 

L^Ja 


L2L 


IM-V 

abgesehen von jenem Ausnahmefalle, weloher bei gleiohzeitigem Be- 
stehen der beiden Beziebnngen (1'), (1") eintritt. Dabei wtlrde die 
Beziehnng (F) hier zonachst folgendermafien lauten: 


6 ,6 
V- 1 V 


— — . 1 1 


r —1 


■f" 0 (v > 2), 


nnd diese Bedingnng besagt "offenbar mit Btlcksicht anf die Voraus- 
setzung (4) dasselbe wie die beiden folgenden zusammen: 

( 6 ) b~ZTK <0 ’ 1I ^ ^ ( v ^ 2 )* 

Infolgedessen nimmt die Bedingnng (I"), wegen: ——— 

I a I * 

= —l !— t naoh Hinzuflgnng des im ttbrigen einfluBlosen Fakton — 

—1 ft Si 

die Form an: „ 
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Sind dann diese Bediognngen (6) und (7) erfUllt, so findet man 
nach GL (l f ): 

t tt , -l 00 

bleibt wiederum 

ancb noch im Falle [ 6, | = erhalten, anBer wenn die Spezial- 
bedingungen (6) und (7) bestehen. Alsdann wird auf Grand der Be- 
ziehung (8) zun&chst: 

r^r=jAi_.^ 

L b vX l I—** 

und, wenn man die beiden Bedingungen (6) far v = 2 wieder in die 
eine vorangehende vereinigt: 

_ ! b t I— 

ii ~ i b t | ' 

schliefilioh: 

sodaB der Kettenbruoh j^jrj aufierwesenUich divergiert, falls |o x |>0. 

Durcb Zusammenfassung der in den Beziebungen (4) —(9) ent- 
haltenen Ergebnisse gewinnt man also das folgende JKonvergenz- 
kriterium: 

Der Ketteribruch unbedingt Convergent, wenn 

erne Folge positwer Zahlen q v (v= 1, 2, 3.) existiert 

derart, dafi: 

I & i I > Qi 

(F) I a I 

'p—1 


1) Bebzt man: 




00 kann man dem betreffenden Kriteriam auch die folgende Faeaang geben: 

Existiercn ewei Folgen von Zahlen p r >0, « ^ 0 (»= 1, 2, 8 . . ■) derart, 

daft. 

I 6 , 1 ^ 

#o ist der Ketteribruch I g-J (abgesehen von dem tm Texte enotihnten eintsigcn 
Divergewfall) unbedingt koneergent. 




Ni 4. 


§118 Konvergenzkriterien ftlr beliebige Kettenbrficbe 


877 


(0 

(F) 


an 


Ddbei ist, faUs | a x | >0: 

IRIhnlfe 

aufier toem fur v^2 durchweg: 


<0, IM-JM+* 

Vf — i 


b . b 

v —1 u r 


und zugleich: 


^. r S V-- g *l l_j.no 




in welchem Fcdile an die Sidle der Ungleichmg (f) die 
Gfleichung iritt: 



*1 


W — Qi 




1 6 i I—pi 


Die unbedingte Konvergene des Kettenbruckes Ueibt auch 
noch fur | \ = erhalten, aufier toenn die besonderen Be- 

dingungen (F f ) und (¥") besieken: in diesem Falle ist der 
Kettenbruch aufiertcesentlich divergent. 1 ) 


4. Das vorBtehende Kriterium nimmt besonders einfache Formen 
an, wenn flir p v eine der folgenden drei Annahmen gemacht wird: 

(f v = \ a v+i\f ( VBal > 2,8.), 

wobei im zweiten und dritten Falle fflr v ^ 2 durchweg: | aJ > 0 
vorauszusetzen ist. Mit dieser Zusatebedingung ergibt sich dann: 


Dies folgt flbrigens auch nnmittelbar aua dem Hauptkriterinm von § 112, 
Nr. 1, S. 860, denn aua den obigen bedingungen ergibt aioh fOr * 2. 


a 

V 


Pv—1 


vo jetit fQr l: 


9 

0 <», 


(p r ^.l + « r _x) (P r + « r ) 

p* 


p*+ ff . 


■Si¬ 


ll bzw. ron der Form —. wenn a, *» 0. 
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(G) 

<H) 

(I) 


(g) 

w 

(i) 


Abachrutt IV Kap. 1IL Settenbrflche ana komplexen Zahlen. Nr. 4 . 

Der Kettenbntch ist unbedingt Tconvergent . 

eine der fdgenden drei Bedingungsformen erfullt ist: 

I I > 1, IM>I®J+1 ] 

l^i I > I °s l> IM^I«,+il + l_ 0 ;> 2), 

M^V\%\ + Y\a v+1 \ \ 

and mar genugt sein Wert, falls | Oj | > 0, je einer der foL- 
genden Beziehungen: 

1 r a >l" I la,] 

IM-1 


El 

BI 


IM-Kl' 

l«i ‘ 


< lM-yra’ 

a/ufier wenn fur v ^ 2 durchtoeg: 

(G 1 ) j—^-j-<0,|l„|=|o, | +1 mdzogleich: 1a,O, • • -oj = + oo, 

( H ')5-f^< 0 >l&,l=k+il + l » » 

(!') S^7b;< 0 <IM=T / Kl+yK7 l ]„ „ J?yj=| = + “. 

in wdchen Fatten an die Sidle der Ungleichungen (g)—(i) 
die folgenden Gleichungen treten: 

m ot= '*■' .«l,„ r*Tl_Lfj_ 

Die unbedingte Konvergene des Kettenbruches Ueibt 
auch erhcdten, falls in den auf | b t | beeilglichen Bedingungen 
(Gt) — (I) das Gleichheitsseichen steht, aufier wenn die be- 
sonderen Bedingungen (G 7 ) hew. (H'), (1') bestehen: alsdatm 
id der Kettenbruch auflertcesentlich divergent, 1 ) 


1) fasw. von der Form —, wenn a, ■■ 0. 
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§ 118. Konvergenzkriterien fQr beliebige Kettenbrflohe. 

Znsatz Besteht die zweite der Bedingungen (G) bzw. (H) ; (I) 
auch noch ffir v = 1, besteht also eine der folgenden drei Bedingungen: 


(0.) 

\\\ 

IIV 

+ 

H 1 


(H.) 

IM 

Sl»,+.l + l • 


(I.) 

IM 

\^m+Y\* y+1 \\ 


so reduzieren sich die Ungleiohungen (g)—(i) auf die einfacheren: 

(gi) 


IKIH 


(V 




(h) 





und geben in die entspreehenden Gleichungen fiber, wenn die Spezial- 
bedingungen (G f ) bzw. (H'), (1') — und zwar die in der zweiten 
Eolonne stehenden ffir v > 1 — erffillt sind. 


5. Trennt man in dem Kriterium (F) zunaohst ffir v ^ 2 die Ffille 

v~2fi—l und v = 2/i, setzt auBerdem: Q 3fi = 1 (ffir ft = 1,2,3,.), 

so resultieren die Bedingungen: 


( 10 ) 


0*>D- 


Lafit man die erste dieser Ungleiohungen auch ffir ft = 1 be- 
stehen (sodaB also: |&i I ^ | °i 1 + pA 00 ^ damit auch die Anfangs- 
bedingnng von (F) erffillt, falls | a, | > 0. Bringt man sodann die 
obigen zwei Ungleiohungen auf die Form: 


(ID 




so folgt duroh Multiplikation: 


0* ^ 1)> 




Ip \f 


1) In den F&Uen (H,), (I,) nit dem Zoaati | a v | > 0. Sind die a r , b r reeH, 
in welchem Falle die b y ohne Beachr&nkung der Aflgemeinheit ala pontiv Torana- 
geaetzt warden dflrien, ao iat daa Kriteriom (G t ) identiaoh mit dem Konvergen*- 
Icriteriom ron § 108, Nr. 1, S. 888. 
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und diese Ungleicbnng nimmt eine besonders einfache Form an, wenn 
fflr v ^ 1 durchweg: | a v \ = 1, n&mlich: 

( 12 ) 

also: 


und schlieBlicb- 
(13) 


(|^-i 1-1) 

' | | | | 1—i | > 0 




+ 


VISi frfci). 


Diese eine Bedingnng reicht aber aus, um die beiden (fflr die un- 


bedingte Konvergene des Kettenbruches 


Idnreichenden) Bedwgun- 


gen (11) unter der oben gemacbten Annahme | ^ | = 1 zu ersetzen. 
Da namlich ans (12) mit Notwendigkeit folgt, daB: J 6 S _ 1 J >1, so 
kann man eine Folge positiver Zahlen p 9 —1 durcb die ^leicimng de- 
finieren: 

= * 0‘S 1 ). 

sodaB sicb ans (12) ergibt: 

16, I — 1 > —— 

nnd somit die Bedingungen (11) fflr | a a «-i I = I I = 1 tatsaohlioh 
erfallt sind. 

Somit gewinnt man anf diese Weise daw folgen.de Konvergenz- 
kriterium: 

Versteht man unter t v (v = 1, 2, 8,.) beliebige loom - 

plexe JEinheitsfaJdoren , so ist der Kettmbruch |~yj unbedingt 
konvergent, wenn fiir p>l : 


(K) 


'Sfl—t 


+ 




< 1 


§ 114. Periodische Kettenbruche. 

1. Ein Kettenbruch von der Form: b () + beiBt periodlsch 


^±1, ..., JS±? (W: fc> 0, p > 1), 


mit der p-gliedrigen Periode: , , , , 

®*+i °*+p 

wenn von emem bestimmten Index v — k + 1 ab die obige Folge von 


TeilbrQcben (welche sich im Falle p = 1 anf das einzige Glied 

®i+l 

rednziert) bestdndig wiederkehrt. Ist b 0 = 0 nnd Jfc = 0, bandelt es sick 
also um einen Kettenbrncb von der Form: mit der Periode: 




Nr 2. 


§ 114. Periodieche Kettenbrttche. 


881 


j 1 -* so soli derselbe rein periodisch ohne (additives) Anfangs- 

glied heifien und nach Bedarf durch das Symbol: 


"V .. V 


bezeichnet werden. Wird diesem Kettenbruche ein von Null verschiedenes 
Anfangsglied b 0 hinzugefflgt und ist b Q = b p , sodufi also die Periodizitat 
schon mit dem Gliede 6 0 beginnt, so soil der betreffende Kettenbruch 
als rein periodisch mit Anfangsglied bezeichnet und gegebenenfalls: 

+ [s’], s [?“’ ?■’■■■ if] 

gesetzt werden. 1 ) Jn jedem anderen Falle heifit der periodische Ketten¬ 
bruch unrein periodisch , und als entsprechende Bezeichnung dient als- 
dann die folgende: 

Da das additive Anfangsglied gar kemen, eine Anzahl der Periode 
vorangehender nioht-periodiscber Teilbrbche nur einen begrenzten und 
genau zu umsohreibenden EinfluB auf die Konvergenz des Kettenbruohes 
austlbt, so wird es im wesentlichen nur darauf ankommen, die not- 
wendigen und hinreichenden Bedingungen f&r die Konvergenz eineB 
rein periodischen Kettenbruches ohne Anfangsglied festzustellen. 

2. Es sei also der unendliche Kettenbruch rein periodisch 

mit der p-gliedrigen Periode —t •• • sodaB also: 


(2a) ( v = l> 2 > 3 ».). 

anders geschxieben: 

, ab \ =2i (* = 1 > 2 > p V 

(ab) b*-l, 2 , 8,. ) 


1) lab durchweg a y 


einfacher sohieiben: 


a, bo kann man stait 



Eb iat daa deijenige Tjpne, welcher im Falle, dafi ami und die b y natttr- 
liohe Zablen, der Eettenbrnoh also ein regelwdfitger, frtiher schJechlhin als rein 
pertodiseh bexeicbnefc wnxde (g 104, Nr. 1, S. 780), 
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BezCLglich der a y soil ein ftir allemal die beschrankende Voraus- 
setzung gemacht warden, dafi sie durchweg von NuU verschieden. 

1st der Kettenbruch iiberhanpt Convergent and wird sein Wert mit 
x bezeichnet, so hat man nach dem „ Hauptsatz “ von § 99, Nr. % 
(S. 744, GL 13): 


x== Jhl -4- 
* l&i + 


-b 


a p -H 


+ 


IV-1 I b P +x 


also, mit Benhtzung von § 92, Nr. 3, GL (11), S. 699: 


A 4~A t x 

X = ■=-;-■ = ■-» 

sodaB der Wert x des Kettenbruch.es jedenfalls eine Wurzel der qua- 
dratisehen Gleichung: 


( 1 ) 

sein mat. Dabei tet diese Gleichung, falls der Kettenbruch Ttonvergieri, 
allemal wirklich eine quadratische, d. h es ist stets | 1 > 0. Man 

hat namlich fdr jedes p > 1 und p > 1: 



und daher, da beide Kettenbriiche dieselbe reduzierte Form besitzen: 


[A = B A 4" A A t 
\B_ 1 _=BB+AB , 

' MP+Q Q VP Q PP— 1 ' 


Aus der zweifcen dieser Formeln folgt ftir q — p — 1: 

(4) -®o*+i) p-i = **p —i Bpp + Ap-t Bfip—t 

und hieraus speziell ftir p = 1: 

■®2p —i ~ t ( B p + —i.)- 

Ist also: B fi t = 0. so wird auch: sodaB flich aus der 

Bekursionsformel ^4) durch vollstandige Induktion ergibt: B fjp _ i = 0 
fOr jedes p. Daraus geht aber hervor, daB der Kettenbruch lm Falle 
B p _ t = 0 unendlich vide s invdose NaherungsbrQohe besitzt und somit 
divergiert. Mithin ergLbb sich: 
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The Bedingung: 

(A) l-B„_il>0 

%st eine fur dte Konvergene des Kettenbruehes (1) (wo durchweg 
| a y | > 0) notwendige l * 3 ) 

Ans dieser Erkenntnis entspringt aber sofort eine ganze Folge von 
notwendigen Bedingungen ftix etwaige unbedingte Xonvergenz dee Ketten- 
brnehes (1). Soli dieser namlicli unbedingt konvergieren, so muB ja 
ancb jeder der (gleichfalls rein periodiscben) Eettenbrttche: 

[rT =!. 2,3,.) 

konvergieren .*) Dabei gentigt es offenbar, mifc Rflcksicht anf die vor- 
handene Periodizitat, fttr X die Werte 1, 2, • •*, (jp — 1) in Betraoht 
zu ziehen 

Setzt man mit Bentttzung der in § 92, Nr 3, S. 698, GU. (5), (6) 
eingeftthrten Bezeichnungen: 

i+e 

(sodafi also, wenn man aneh den Fall X = 0 in diese Bezeiohnongsiveise 
einbeziebt: A* = B 0 J+Q = JJ 4 . ? wird), so ergibt sich ans 

ing fllr die Konvergenz des Kettenbruehes 

il > 

Diese Beziebung muB dann, wenn der Kettenbrncb (1) unbedingt 
konvergieren soil, auBer der (fttr X = 0 resultierenden) Bedingnng (A) 

1) Im Falle emer emgliedrigen Periods, also ftlrp = 1, hat nan: B % = jB # »» 1, 

d. h. die Bedingnng (A.) ist olsdann stets von selbst erfflllt. Im Falle p»-2 redu- 
ziert sie rich, wegen: B p _ t = B l — b t , auf die folgende: | & x | > 0, deren Not- 
wendigkeit fflr die Eonvergens dea Kettenbruehes achon daraua hervorgeht, dafi 
ja im Falle: 5, = 0 alle b^^ den Wert Null haben wtlrden, was jo ateta Diver¬ 
gent nach aieh zieht (a. § 111, Nr. 1, Zusatz, S. 849). Aua dieaem Grande mufi 
dann offenbar anoh im Falle p «= 1 die Beziehung | 6 X | > 0 ala eine notwendige 
Konvergenabedingung anftreten: a. die Fufinote auf der folgenden Seite. 

3) Im Falle p» l iat jeder der KettenbrUche* identisch mit dem 

gegebenen, hier eziatieit alao flberhaupt koine andere KonvergeUz ala eine un¬ 
bedingte. 


A) als notwendige Bedingi 

~ a -7 


J a+i 
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fdr A = 1,2, • • •, (p — 1) erftUIt sein*) Scbreibt man in dieseih Zusammen- 
)jange noch X -f- 1 statt X nnd beachtet, daB nacb Formal (7) des obe 11 
zitierten § 92, S. 698: 

i+p ~ ° i + i -® a + i , i+p’ 

so ergibt sicb: 

Fur die unbedingte Ronvergenz des Ketteribruchcs (1) ist 
notwendig , dafi eu der Bedingmg (A) noch die folgenden hin- 
zutreten: 

(B) | B i+lil+p | >0, cmdersgeschrieben: | -4* i+ J > 0 (X = 0,1, • • *,p—2). 


3. TJnter der .Voranssetzung, daB die Bedingnng (A) erfflllt ist, 
besitzt die qnadratisobe GMeiohung (I), S. 882, die beiden, im allgemeinen 
Falle | J) | > 0 verschiedenen Wnrzeln: 


(B») x = TS^M^- B r ±V3) > 

bzw. in dem besonderen Falle J) = 0 die darans hervorgebende Doppel- 
worzel: 

( 5b) -(v.- 31 ; 

Dabei bedentet D die Dishriminante jener quadiatischen Gleichtmg 
(s. § 70, Nr. 5, S. 542), namlicb: 


( 6 ) 


f=(Vr s ;+H^ 

= «»—4P, 


wenn gesetzt wird: 

TO ( 

( P=^ t = (-1/ ■ ^ ■ a p (§ 92,3.696, ffl. (VI)). 

Es soil nan zun&chst festgestellt werden, in weloher Beziehnng 
die Bedingnngen (B) zn den Wnrzeln der qaadratiscben Gleiohung (1) 
steben. 


1) Im Falle pa2 reduzieren aioh dieee Bedingnngen anf die einaige: 

I -®i,« I — I &« I > ®» 

‘wB.brand aie im Falle pal anf Grand der in der vorigen FnBnote gemaohten 
Bemerknng ginelieh wegfallen. Die in FnBnote 1 der vorigen Seite fttr p l ala 
notwendig erw&hnte Konvergensbedingnng | 6, | > 0 f&Ut nicht unter (B), sondern 
ergibt eioh in anderem Znaammenbange. s. 8.887, FnBnote 2 nnd B. 891, FnBnote 2. 



Nr. 8. 


§ 114. Periodisohe KettenbrQche. 


885 


Fflr X = 0 nimmt die Bedingung (B), wegen: A* p == A u , die ein- 


fache Form an: 


14.1 >0 


and ist also gleichbedeutend damit, daB Tceine der Wurzeln x den Wert 
Null hat 

Um sodann den allgemeinen Fall X > 1 zn erledigen, werde an- 
genommen, daB fflr irgendem X > 1 die Bedingong (B) nicht erf&llt 
sei, daB also: 

® J ^x,x+p = ^ m 

Mit Hilfe der Formel (s. §92, Nr. 3, (VIII'), S. 698): 

^X+p^X ~~ ■^■X-^i+p ~ ‘ a i ■ ’ * a x * ^X, X+p 

iaBt sich diese Beziehnng dnrch die folgende ersetzen: 

^x-^x+p ~~ ^x+p-^x = ® 

und, mit Benfltzung der ans (3) fflr p = 1, q = X hervorgehenden Be- 
ziehnngen: 

4+„ = B i A e + A i A ,-i 

~ 44i "t" 44— 1> 

anoh dnrch die folgende: 

( 10 ) 4(44 + 44_ t ) - 4(44 + 44 ,,) = 0 , 

anders geordnet und dnrch B* dividiert 1 ): 

(“> B _,(£)-(A ^-BJ^-A^O, 

d. h. die qnadratische Gleichung (I) hesitzt in diesem Falle die Wnrzel 
A, 

x = jj-t Bodaft also: 

(12) 1 A l -B 1 x= 0. 


( 9 ) 


Da man andererseits von der Gleichung (11) ansgehend duroh Vm- 
kehrung der Schlnfifolge (mit Berticksichtigung von: | a 1 - - - | > 0) 

anoh zn Gl. (8) gelangen kann, da femer die anf den Fall X = 0 be- 


1) Unter der Voranaaetznng (8) ist steta: | B x | > 0. Denn fflr B x — 0 wtirde 
GL (10) lanten: 

*l s p— i" 0 ’ 

ea mdflte alio, wegen | B x | > 0, 

^-0 

aein, waa unmOglich ist, da (wegen: | a y | > 0) A x nnd B x niemala gleichzeitig Null 
aein kOnnen (vgL § 98, Nr. 8, (HI), 8. 704). 
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ztigliche Aussage, daB fiir | A p | > 0 die Gleichung (I) Iceine Wurzel 
%=0 besitzen sollte, sicb in die Form setzen lufit: 

| — B 0 x | > 0 (wegen: \ = 0, B 0 = 1), 

so findet man: 

Die Bedingungen (B) sind voUkommm aquivalent nut den 
fdgenden: 

(B f ) | A x — B x x | > 0 fttr: X = 0,1, ■ • ■,jp — 2, 

wo x jede Wursd der quadratischen Gleichung (I) bedeutet}) 


Hierzu sei noch bemerkt, dafi erne Ungleichnng von der Form (B r ) 
auch noch fQr X=p — 1 stets yon selbst erfttllt ist. Denn ans G-l. (1) folgt: 
(13) A p — B p x=—x (A p _ t - B p _ x x\ 

sodaB aus der Axmahme: 


folgen wflrde- 
und daher: 


A P -i ~ B P -i x = 0 

A p — = Q 


was, 


wegen | a | > 0, unmoglich ist. 


—i 


% = o, 


4 IJm die fQr die Konvergenz des Kettenbruches (1\ d. h. ftir die 
'Ezistenz eines endlichen lim oder, was auf dasselbe hinauslauft, eines von 

^ > —>■ oo "v 

X unabhaugigen lim - — (I— 0,1, • • •, p — 1) notwendigen Bedingungen 

zn hinreichenden zu erganzen, entwickeln wir zunachst eine hi erf fir 
zweckdienliche BekursioDsformel. 

Aus den fQr jedes X > 1 geltenden Beziehungen (9) folgt, wenn 
X + p = v gesetzt wird: 


(14) 


fA t = B y _ p A p + A v _ p A p _ t 


(fttr jedes v > p) 


[B = B B + A B , 

v y y—p p • y 

und daher fttr jedes beliebige x\ 

A,-B r a i = B,_ f (A. r - B r x) + A,_ p {A f _ x - 

also, wenn x wieder eine beliebige Wurzel der Gleichung (1) bedeutet, 
mit Bentttzung von Gl. (13): 

()B) A,- B,x = (A r _ t -S r _ t x){A,_ r -S f _ r x). 


1) Im Falle p = 9 bestebt (B0 nur ana der Benehung: | A 0 — S 9 a | = | x | > 0, 
d. h aohliefiliob: | A p | = |A a | = f ^ b t | > 0, also (da ja nacli Voranaaetatuag | a, j > 0) 
in tJbereinBtmumiDg mit Fafinote 1, S. 884: | b t | > 0. 
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Setzt man hier: v = X + (ip (wo jetzt: >L = 0,1, ■ p— 1; /i = 1,2,3 Z ■■ ■•), 
so ergibt sich. die folgende fiir die weiteren Betrachtungen grtmdlegende 
Bekurswnsformel: 

(II) A x+ftp — i — i*)(^ , a+(#c—up “ 

welche, wegen: A p _ 1 —B p _ t x =^=> 0 (s. den SchluB von Nr. 3), 
zunachst mittelst vollstandiger Induktion bereits erkennen laBt, daft 
allemal, wenn ftLr irgendein X aus der Reihe 0, 1, • ■ p — 2: 
A x — B x x + 0 bzw. = 0, die entsprecbende Beziehnng anob »f(ir 
•d-i+np~~ Bx+ftp 1 * beliebigem p = 1, 2, 3,.stattfindet. 1 ) 

5. TJm unnotige Komplikationen zn vermeiden, erledigen wir zu¬ 
nachst den besonderen Fall: 


_ ( d. h.: (A — BY -4-4 B .) 

I 5> = 4P + 0, ) h 

in welchem also die quadratische Gleichnng (I) die p Doppelworzel: 

1 


(iS) a = i ^_ (Vl _B p ) 

besitzt. Da sodann: 

(17) A f _,-= A f _, - B) = ±S + 0, 

so nimmt die mit der Reknrsionsformel (II) aqnivalente Beziehnng (15) 
die Form an: t 

A ,- B ,* = T S (A-,- -B,-,®)- 

1st | A y — B y x | > 0, so folgt weiter: 

B y _2J5„ i 

K-K* 

nnd daher: 


8 


Afi—fl ■®i»—p® 


1) Fflr 1 = 0 lttfit iich die betreffende Voraaisetzung in die Form setzen: 

m + 0 bzw. = 0. 

Fflr 1 = p—1 hat man ja, wie boreits bemerkt, ztets: A x — B^a 4«0» »l*o anoh: 
Az +fip -B i+flt> + 0. 

2) Im Falle p = 1 iit. 

sodafi alio; *» 2}/—a, 4* 0, wenn Z)«= 0 




838 Absohnitt IT. Kap. m. KettenbnJche ana komplezen Zahlen. Nr. 6. 


Da aber mit Benfitzong yon GL (16) sich ergibt: 

1 (2 A B .—B A , + B B) 


A ■ — B x 

r -p y—p 


SB 


P—1 


= 0^(2 


SB, 


p—l 


(2 B v - 8B v _ p ) (s. GL (14) und (7)), 


so geht die Gleichung (18) in die folgende fiber: 


(19) 


B 


v—p 


2 B. 


A — B.ar 


A _B x 

v—p r—:p 


P—1 

8 


Setzt man hier wieder v = X + pp f so ergibt sich die folgende 
Rekursionsformel als ftlr den yorliegenden Sonderfall zweckmaBige Er- 
ganzung zur Rekursionsformel (II): 




i i+(M-i)p 


_**p_l 


^ ^ Al+pp “^l + pp® 1 )i» l)p* 8 

gUltig nnter der Yoraussetzung, dafi keiner der Nenner von der Form 
A — B x den Wert Nutt hat. also, auf Grand der an die Reknr- 
sionBformel (II) geknffpften Bemerkung, fCLr jedes X, ftlr welches: 
\A l —BjX | > 0. 

Ersetzt man in (Ila) p der Beihe nach dnrch p —1, p —2, • ■ 1, 
so folgt durch Addition der so entstehenden Gleichnngen zu Gl. (11a): 




2 *p-i 

P is f 


A X+pp~ S 1 +hp X ^X~ S X X 

nnd daher (wegen | B p ^ t | > 0 infolge der Voraussetzung (A), S. 883): 


( 21 ) 


lim 


*i+fp __ 


•A-X+ftp Bx+(ip x 


oo. 


Diese Beziehnng lehrt insbesondere, d&B, unter der Yoraussetzung: 
| A z — B x x | > 0, B l+ keinesfalls fflr nnendlich viele p den Wert 
Nidi haben kann, da ja im Falle: B l+ = 0 (nach S. 704, (III)) stets: 
| AL 1+ | > 0 and somit der obige Quotient nnendlich oft den Wert Nutt 

annehmen wtlrde. Setzt man also wieder: K y ~ ~~ > bo gestattet die 

■"y 

Gleichung (21) die folgende Umformung: 

(22) Um >5^=5- 


and man findet somit schlieBlioh: 


(23) (n ,= r i-( Vl -B;) 

ftlr jedeB X , fllr welches: 1^— J^rc^O. 1st diese Bedingung, die 
ja, wie am Schlusse yon Nr. 8 bemerkt wurde, fttr X = p — 1 unter 
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alien Umstanden erfttllt ist, auch ftlr jedes X = 0,1, — 2 befriedigt, 

mit anderen Worteu, bestehen ausnahmslos die Bedingnngen (B f ) odor 
auch die damit gleichwertigen Bedingnngen (B), bo folgt ja ans der 
Bemerknng zur Rekursionsformel (II), daB fttr jedes v: | A v — B y x | >0 
Der Kefctenbruch Tconvergiert also in diesem Falle gegen den Wert or, 

nnd zwar ist die Konvergenz eine unbedingte } da ja anderenfalla der 

A 

Wert x des Kettenbruohes irgendeinem Naherangsbruche gleicb 
sein mflBte 1 ), was wegen \A v — B v x \ > 0 unmBglnh ist. 

Indessen bleibt die Konverg&ns des KettenbrucheB noob erhalten, 
wenn die Bedingnngen (B f ) bzw. (B) nicht ausnahmslos erfflllt sind. 
1st namlioh flir ein oder mehrere X = l : A x — B { x = 0 *), so folgt zu- 
nachstans der Rekursionsformel(II),daBdannancb: A l+fjp *— B t+ a;=0 

fGr jedes p = 1, 2, 3,.sein mnfi. Da andererseitB A { und B { bzw. 

A l+ftp und B l+pp nicht gleichzeitig den Wert Null haben kSnnen, so Bind 
diese Beziebungen nur moglich, wenn: | „ p I ^ und kdnnen daher 

auch durch die folgende ersetzt werden: 

(24 a) K l+fip = x (p = 0,1, 2,.), 

sodafi also auch: 

(24 b) lim£ 

jX BD 

Das znvor beztiglich der Konvergenz des Kettenbruches gefundene 
Ergebnis erleidet also nur insofem eine Anderung, als die Konvergenz 
mit RtLcksicht auf Gl. (24 a) nur noch eine bedingte ist Dieser Fall 
miifite insbesondere eintreten und tritt auch wirklioh ein, wenn der 
Kettenbruoh gegen NuU konvergieren soli, wenn also die quadratisohe 
Gleichung (I) die Doppelwurzel x = 0 besitzt und sich somit auf die 
folgende reduziert: 

= 0 , 

d, h. wenn: 

(26) V.- B » = 0 ' 4. = °- 

In der Tat ist in diesem Falle die Bedingung (B r ) flir 1 = 0 
(wegen: A a = 0, x = 0) nicht erfdllt. 


1) B. $ 98, Nr 8, S. 787. 

9) Diese Beziehung kann, wie knrz zuvor bemerkt wurde, ntmalt flir 
l *=>p —1 bestehen. 1st sie ferner fflr irgendein von p —l versohiedenes l erfdllt, 
so kawn kemesfails zugleich anoh die Besiehnng bestehen: 


da ja alsdann folgen wdrde: 




was wieder, wegen |a r |>0, anmdglioh jut. 


0, 
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Die auf den Fall D = 0 bezttglichen Ergebnisse lessen Bich also 
m folgender Weise zusammenfassen: 

Ist D = 0, so ist die Bedingmg: 

w iVii>° 

notwendig und hmreichend fiir die Konvergene des Ketten- 

f (L a "I 

bruches ^ I; und sein Wert ist cdsdann gleich der Doppeb 

tourssel x der quadratischen Gleichung (I), also. 


Die Konvergene ist dann und nttr dam eine 


wenn 


(B) \ B i+i,i+ P I >° (flndars geschriebm: |^ i+ „| > 0) 
oder auch 1 

(B') 1^-Sj.OO 

fiir k = 0 , 1, • • •, p — 2 ausnahmslos erfiUtt sind. 

6. Zur Beliandlnng des allgemeinen Falles: 

l-O|>0 

rednzieren wir in der Rekursionsformel (II) durch deren forfcgesetzte 
Anwendung den letzten Faktor der rechten Seite anf A z — B x %, sodaB 
sich ergibt: 

(26) A+„ ~ B l+ „* = (4_, - B p _ lX f ■ (A, - Btf, 

und hieraus folgt, wenn man mifc a*, x % die beiden nnnmebr versohie- 
denen Wurzeln der quadratischen Gleichung (1) bezeichnet, unter der 
Voraussetmng: j A i — B x x | > 0, dafi: 


(27») 


MU *x-B x x x 

’ ~A x —B x a a f 

^l+pp -®*+pp*l 

wo: 



(27b) 


Ap— \~~B p _ j®! 1 ) 

ill « 

A p _ x -B p _ x m % ' 


1) Dpi mb (6a) folgt, dafi: 

*4p— i -®p " B p —i ( x i +*j)i 
bo k&nn man M aach in die Form aetsea: 


Bp+B p — i*i 
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Soli nun der Kettenbrucb tiberhaupt Tconvergieren, so muB zum 
mmdesten fttr hinlanglich grofie p: | | > 0 sein, also Gl. (27a) sich 

in die Form setzen lassen: 


(28) 


K k+up- W l _ jy-f, m A X~ B X X \ 
~ x 2 A i~ B i x a 


und sodann einen bestimmten, von der Wahl des Index X unabbangigen 
lim K, , liefem, was offenbar nur moglicb ist, wenn: 

p->00 "rMP 


d. h. wenn: 
(29) 


lim M fl — 0 oder = oo l ), 

//-> ao 


1*1- 


1^ 

1 


V-1*1 

V-i*s 


+ 1 - 1 ) 


Diese Bedingung isfc also jedenfalls eine weitere notwendige fiir die 
Konvergens des Kettenbruches. Sie lafit sicb aber sofort obne weitere 
Bescbrankung der Allgemeinheit durcb die folgende, nur sobeinbar 
engere ersetzen: 

(O') \M 


A .—2/ iX* 

p—i p—ii 


A „—i —! Xn 


h 


da es ja freisteht, sofem die Yoraussetzung (29) erMlt isfc, unter x t 
ein fiir allemal diejenige Wurzel der Gleicbung (L) zu versteben, welcbe * 
dann durch die Bedingung (C'j emdeutig charakterisiert ist. 

Es lafit sicb nun zunacbst zeigen, dafi die soeben als notwendig 
fOr die Konvergenz des Eettenbrucbes erkannte Bedingung (29) bzw. (G r ) 
in Verbindung mit (A) und (B) bzw. (B r ) sicb als hinreichend sogar far 
die unbedingte Konvergenz erweist. Unter den genannfcen Bedingungen 
folgt namlich zunacbst aus GL(27a): 


(30) 


lim A *+pp q 

f, + co A l+fip — Bx+ftp X i 


fOr: X = 0,1, ■ * p — 1, 


worauB wiederum hervorgeht, dafi fiir hinlangbch grofie /» durobweg: 
| B l+ftp | > 0. Denn wSre = 0 fOr unendlicb viele (i (wobei dann 

jedesmal: | A i+ I ■ > 0); bo wttrde der obige Quotient unendlicb oft 


1) FQr | M | <=> 1 — mit Aasachlafi yon M «1, d. h ®i ™ ** i welober Fill 
ja bereits in Nr. 6 erledigt wnrde — existiert kein bestimmter lim W 1 . Die 

Divergent des Kettenbruchea ist also in dieaem Falle state eine wesenliiche. 

x, 

2) 1m Falle pa l lautet diese Bedingang: — 

qaadratisohe Gleicbung (1) bier die Form hat: ar+b,a—Oj 
(aber noch nicbt hinreiohende) Bedingung die Forderong: | b t 


p->00 

teentiu 

-b 1 und enthftlt also (da die 
• 0) ala notwendige 
> 0 . 
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den Wert 1 annebmen, was der Beziebung (30) widerspricht. Hiemacb 
lafifc aioh aber GL (30) in die Form Betzen: 


K J±IP- X 


(31) 

•“-i+Zip 

sodafi sich ergibt: 


^ lim q x =0 (X = 0,1, • • -,JP - 1), 

^ U->00 " 


und daher: 

(32) 

I 

d. b. sohlieBlicb 

(33) 


lim -^x+fip ~ = 1; ■ * v P 1)» 




Diese Kowvergem ist aber eine unbedingie, da ja auf Grand der 
Voraussetzung (B 1 '): | A z — B x x | > 0 (fttr x = x x and x = x^ f und zwar ftlr 
X = 0,1, • • ■ p —2, ebenso, wie gezeigt wurde, fttr X=p — 1, und sodann 
im Anscblufi an die Rekursionsformel^ll) auch \A XJ ^ ftp — JB x _^^ p x x | >0 

ro„i“ A n 

fttr jedeB ft, somit scbliefibob fttr jedes n: |j & —J = x x =j=> 

Diese letzte Bemerkung fttbrt aber unmittelbar zu der Erkenntnis, 
dafi die Konvergenz dea Kettenbruohes gegen den Wert x x nock als 
eine bedingte — ganz analog wie in dem zuvor betrachteten Falle 
J) = 0 — erhalten bleibt, wenn fdr ein oder mehrere X = l die Be- 
ziebung besteht: A t — B l x l = 0. Denn bub dieser Yoraussetzung folgt 
wieder mit Hilfe der Rekursionsformel (11), dafi dann allgemein: 
^+^-■8,+^! = 0, also: K l+fjp = x x fttr: p = 0,1, 2, • • •, wttb- 
rend fttr alle yon l verscbiedenen X das zuvor gefundene Ergeb- 
nis: lim K x , = x x gttltig bleibt, Bodafi also schliefiliob wieder: 

oo 

|jpj = lim K y =x x , die Konvergenz jedoch, wegen: =x t = K J+fip 

nur eine bedmgte ist. 

Bestehen dagegen fttr gewisse X = l in der Weise Ausnabmen von 
den Bedingungen (B r ), dafi: A t — = 0, so besitzen alle Naherungs- 

brttcbe von der Form JST Z _|_ (p = 0, 1, 2,.) den Wert x a , also 

fttr ft, —► oo den Grenzwert x t , wabrend alle ttbrigen den Grenzwert x x 
liefem. Der Kettenbrucb osziUiert also in diesem Falle zwiacben den 
beiden Werten x x und x t . 

Die voratebenden Ergebniase lassen sicb also in folgender Weise 
znsammenfassen (wobei wir aus einem Grunde, der bald ersicbtlich 
werden wird, von der Mdgliohkeit, die Bedingungen (B r ) durch die Be- 
dingnngen (B) zu ersetzen, vorlaufig absehen): 
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1st | Z> | > 0 und warden mit x x , x t die (in diesem FaUe 
stets verschiedenen) Wuredn dor quadratischm Gleichmg (I) be- 
eeichnet, so sind fwr die unbedingte Konvergenz des Ketten- 


truehes [^. ... *] 
und hinreichend: 


die fdgenden Bedingungen notwendig 


(A) 

(B'){ 


1) 

2 ) 


(O') 


Vil> # 

| A l — B x x x | > 0 

I Aj — -Bj®, | > 0 


(1 = 0,1, ••;P — 2) 


Sein Wert ist gleich 

Die Bedingungm (A), (B f , 2), (C f ) sind auch fur bedingte 
Konvergene notwendig und in dem Stnne hinreichend, daft 
wirklich nur bedingte Konvergene, und ewar gleichfaUs gegen 
den Wert x t stattfindet, toenn die Bedingungen (B' f 1) nur teil- 
weise 1 ) erfuttt sind, warn also fur mindestens ein X=l die Bo - 
eiehung besteht: A t — B,x l = 0. 

Besteht dagegen neben den Bedingungen (A) und (C r ) fur 
mindestens ein X = l die Besiehung: A , — B,x % = 0, so oszil- 
liert der Kettevibruch zwischen den beiden Werten x K und x g 
(und ewar unabh&ngig demon, ob die Bedingungen (B r , 1) aus- 
nahmsbs oder nur teUweise *) erfUttt sind). 2 ) 


1) Man bemerke, daB znm mindeaten fflr —1 ateta die beidm Be- 
dlngnngen (B r , 1) und(B f , 9) erfflllt aind, wie ana dem Sohluaae von Nr.8 herrorgebt. 

9) Im Falle p**l redimexen aloh die drei Bedingungen (A), (B'j, (GO. auf 
die einrige: 

(CO kil<KI. 

wo a,, a, die Wnneln der Gleiohung: 

+ a, ««0 

aind. 


Im Falle jp™ 9 nehmen aie die Form an: 

(A) I I > 0. 

(BO |®,|>o. 

(CO I«i — *i I < I «i—*. I- 

Die quadratiacbe Gleiobung (I) lautet in dieaem Falle: 

b t «■—(a* — a,—6,) x—a, b t — 0. 
Iat &, «■ 0, ao geht aie in die folgende fiber: 

(04—o i )«—0, 

bat alao die beiden Woneln 0 und Iat daber «, 

Bediugung (00 in der Fom: 

I °i! < I <*> It 


0, d. b. beatebt die 
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7. Die vorstekende, rein formal durckaus befriedigende Fassung der 
Konvergenzbedingungenleidet ins o fern an einer merkkckenUnvollkommon- 
keit, als die Bedingungen (B f ), (O') infolge ikrer Abkangigkeit von den 
lm allgemeinen irrationalen Ansdrticken der Wurzeln , oc% nock ziem- 
lick verwickelt sind and ihre praktiscke Anwendung sick reckt um- 
standlich gestaltet. Gilt dies schon von der Einzelbedingnng (O'), so 
nock je nach der Anzahl der Feriodenglieder in entspreckend erkoktem. 
MaBe von dem System der Bedingungen (B r ). Zwar lafit sick, wie in 
Nr 3 gezeigt wurde, jedes Paar von Bedingungen: | A z — B^ | > 0, 

] A z ~ B l x a | > 0 durch die entspreckende, wesentlich einfackere Be- 
dingung (B): | ^x+p I ^ 0 ersetzen. 1st nun aber fftr ein oder mehrere 
X = l: A* = 0, so bleibt noch die Frage offen, welche Zusatzbedin- 
gungen erforderlich sind, nm sickerzustellen, daB in dem betreffenden 
FaUe* A t — B l x l = 0 und nicht: A t — B ( x t — 0, mitkin nock 'bedmgte 
Konvergenz gegen den 'Wert vorhanden ist, 

8. Um zunachst die Bedingung (C r ) in eine zweckmaBigere, nam- 
lick nnr rationale Verbindungen der Kettenbruckglieder entkaltende um- 
zuformen, setzen wir: 

(34) { 

r»=-■»,-* v'-o). 

wo c eine nock zu bestimmende der beiden Zaklen ± 1 und l/Z) den 
Hauptwert dieser Quadratwnrzel vorstellt. Da kiernack: 

2 (V A - A ,-i) = - (4>-. + B P- «/®)- (8-.YE) 

und analog: 

2 (VA-V0=-( s + t l /5 )' 

so konvergiert der Kettenbruch nook bedingt, und zwar gegen Null. 1st dagegen 
dr, a 0 und x , a — - — • also: 

&i 

so owilliert k der [Kettenbruoh in der Weise, dafi die NRherungebrflohe mit un- 
geradem Index gegen den Wert x x » konvergieren, diqjenigen mit geradem 

Index duiohweg den Wert =» 0 baben. 

In dem besonderen Falle = a, fallen die beiden Wurzeln der quadra- 
tiscben GHeichung in die eine a; = 0 zusammen, sodaB also naob dem Ergebnis 
von Nr. 6 der Kettenbruoh (geradeBO wie fdr | o x | < | a, |) nach Null konvergiert. 
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ao geht die Bedingung (29) in die folgende dber: 

< 35 > 

VD 

Da aber allgemein: 

= 1 dann und nur dann, wenn: a = 0, 
l + a + p» ’ ’ 

bo erkennt man, daB die Bedingung (35) gleicbbedeutend ist mit der 
folgenden: 

(38) |®*(i^)|> al ) 

Um hieraus die Irrational itat zu beseitigen, bemerke man, daB aus 
der anf Grand von (36) ausmtschliefienden Beziehnng: 


<b)- 


S S * 

tolgen wtlrde, daB rein imaginar oder Null, dIbo reeU negator 

oder Nutt, etwa: n 

N* ^ r. 

_ = wo: p > 0, 

also, wegen: D = S* — 4P (s. GL (6)): 

S*= 4P.7^— 

Da ftiri 0 <p < + oo durchweg Werte & von 0 (inkL) bis 1 (exkl) 

nnnimmt und umgekebrt, wenn gesetzt wird: ft = i + q ’ a ^ 8o: i—& 7 

jedem Werte ft des Intervalls 0 < #• < 1 ein Wert q > 0 entspricht, 
so gewinnt man all Ersatz fflr die Beziebung (37) die folgende: 

a i 

— = ft, wo -©■ reett und: 0 < & < 1, 

und es laBt siob somit die Bedingung (36) durcb die folgende ersetzen: 

(C) w0 & ree ® un ^ : 0 < 9 < 1. 

1st diese Bedingung und somit auch TJngL (29) erfttllt, so laBt 
siob die in den Gleiobungen (34) nocb offen gebliebene Bestimmung 
von a = ± 1 so treffen, daB im Einklange mit der Bedingung (C 1 ): 


1) Sind 8 nnd D reett, wm insbeaondere atpta der Fall ist, wean die a*, b r 
durohweg reett aind, ao beateht der Inbalt dieaer Bedlngnngen pffenbftr in den 
beiden folgenden: S 0 D > 0 
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ansfallt. Um dieser Bestixnrnangsweise von noch einen etwas ktLr- 
zeren und pragnanteren Ausdruck za geben, setzen wir: 


(38) 

also: 


(A . — B .£. = 0, 

I p—1 —i i 1 

i-® p—i x s = *a> 


*! + *, = + *,) 

= —-4p_i(-i„_i ~ s ^~ s e -iA, 


and daher: 


K I s . - A A-i = p 

p —i p p p —i 


0* — *i) (* — #a) = 0* — 8z + P, 

d.h* and 0 8 sind die Warzein der qaadratisohetn Gleichung: 


(m) 


0 * — £0 + P = 0 


(welche offenbar dieselbe Diskriminante: D = S' — 4P besitzt wie die 
quadratische Gleichung (D), and die Bedingang (G r ) nimmt alsdann die 
einfacbe Form an: |*i| < 10* [, eie la6t sioh also ersetzen dnrch die Be- 
dingong (0) mifc dem Znsatze: . 


(39) 




■ d -«—1 — *1 


_ P 


P-1 


t 


wo 0 , die absolnt genommen kleinere Wurzel der quadratiscben Glei- 
chung (III) bedentei 1 ) 


9. Um jetzt festzustellen, welche Bedingangen (immer miter der 
VoraaBsetznng | JB f _ 1 1 > 0) im Falle: A* |+ *= 0 noch erfQllt sein 
mflssen, am die ausnahmslose Existenz der Bedingangen (B f , 2) and 
damit die MQglichkeit der Konvergent des Kettenbruches zu sichern, 
woUen wir zon&chst annehmen, es bestehe die obige Voransietzung 
ausBchliefilich fflr den Spezialwert Z = 0, sodafi also: 


(40a) j; p = A p = Q, dagegen: | A* x+p | >0fUr: X - 1, 2, ■ ■ • p- 3. 
Soil dann der Kettenbruch noch (bedingt) kottvergieren, so mufi: 
B 0 = 0 (nteht: A {} — =» 0) 

warden, d. h: 


1) DaB die Wnrxeln dieser Gieichnng wirklieh iteta ungUicht Absolutwert* 
besitsen, wild ja dnreb die Bedingang (O) gesiebert. 
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Die hierzu notwendige und hinreichende Bedingong: | | < | | nimmt 

alsdann, wegen: 

a x = B .1=1 s=A n , — B m . x.= B , 

1 J»— 1 JP—1 1 p—l' 8 p—l p—1 3 p' 

die Form an: 

(4i) IViKI 8 *!- 1 ) 

Man kann sich tiberdies leicht flberzeugen, daB dann in der Tat 
der Kettenbruch gegen den Wert x x = 0 (und sehon aus diesem Grande 
nur bedingt) Tconvergiert. 

Ans der Rekursionsformel (U) folgt n&mlioh fdr x — x t = 0 und 
A = 0: 


also aucb: 


A„= -o, A= 0. 


0*— i)p 

K pp=° far: 


wahrend im ilbrigen, wegen: | M\ z: 


A 


p—i 


B, 


< 1, siob wieder ergibt: 


lira K, , u , — x =0 fttr: X = 1, 2, ■ • — 1. 

Wird jetzt femer angenommen, dafi aufkr der Vorausseteung (40a) 
auob nocb fflr ein oder mebrere X = l r > 0 die analoge Beziehung bestebt: 

(40b) = ® ( etwa ® x: v = ' * 'f w > wo: n ^ 1)* 

bo mufi zunfichet, wenn tlberbaupt Konvergenz gegen den Wert ^ = 0 
mSglicb sein soli, wieder die Bedingong (41) erfttllt sein; aufierdem 
aber, damit die Yoraussetrang (40b) die Beziebung: — = 0 

(nicht: — B l rc a = 0) zur Folge hat, wegen ^=0 noob die folgende: 

(42) ' ^ =0 (v-1, 

Auf Grand dieser Beziebung folgt dann wieder aus der Kekursions- 
formel (11), daB: 

lllr: ft = 1,2, 3,., 

w&hrend far alle von 0 und l verschiedenen X, wie bisher: 


lim K 




0, 


der Kettenbruch also wieder gegen den Wert x t = 0 konvergiert. 

Diese Ergebnisse lessen sich ohne Sohwierigkeit auf, den Fall 
tlbertragen, daB an die Stelle der Yoraussetzung (40 a) eine solcbe von 
der Form tritt: 

(43a) 


1) Da infolge dieaer Bedingong t I a, |<! | a, | anaf&llt, ao iat die Bedingong 
(0), welohe ja nor n bewerkatelligen bat, daB | | +1 a, |, acbon darin enthalten 
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und zwar zunSchst wieder ffir ein einziges l > 0. Soli dann die ffir 
eine der beiden Gleichungswurzeln $ daraus folgende Beziehung: 

A— BjX = 0 

durch den WerG x~x 1 befhedigt werden und sodann der Eettenbruch 
gegen den Wert x it d. h. gegen konvergieren, bo ist dafftr offen- 

1 r a *T 

bar notwendig und hinreichend, dafi der Kettenbrucb r- gegen 

NuU konvergiert. Da die kierfllr nohcendige Bedingung: A*= 0 
(welcke ja fdr diesen Eettenbruck genan dieeelbe Rolle epielt wie zu- 

vor die Bedingung: A*^ = A p = 0 fGr den Eettenbrnck ^ be- 

reits erf Blit ist, so zeigt die Vergleichung mit der Beziehung (41), 
dafi als notwendig und hinreichend noch die (fttr l <= 0 mit (41) zu- 
sammenfallende) Bedingung: 

(«) MC, + ,_ 1 I<I-B,, 1+ ,I 


hinzutreten mufi, damit der Eettenbruck t- gegen NuU, also 
pj —1* L * Jj-f-1 

[Vi 8 e S en den Wert x 1 = ~ (bedingt) konvergiert. 

Wird jetzt wiederum angenommen, dafi aufier der Voraussetmng 
(43a) auck fttr ein oder mekrere l v >l die entspreckende Beziekung 
bestekt, also: 

(43b) A * f , v+J) = 0 (etwa fttr: v = 1, • •, n, wo: »;> 1), 


so tritt an die Stelle der im Falle l = 0 gefundenen Zusatzbedingung 
(42) (namlich: — A* t ^ = 0) offenbar die durch Vertauschung des 

Anfangsindex 0 mit der Zahl l daraus hervorgehende: 


(46) 4X = 0, 

als notwendige und hinreiehende Bedingung dafttr, dafi fUr jedes 
53 1) 2, 3, i.: 


wahrend wieder ffir alle yon l und l verschiedenen X: 


K U+„ = °- ^ *i+„ - -i; - *> 


4 


1) Dabei hat allgemein K* f die Bedeutnng von (vgl. § 9t, Nr. 8, 

G1 (6), 8. 688). ' 
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ran* 

der Kettenbruch jr- also sohlieBlich gegen NuU und daher der 
r a v"i -i, 

Kettenbnich gegen den Wert -g- = x x Tconvergiert. 

Fassen wir endiich noch den Fall ins Auge, daB fflr ein ewmges 
l^>0 zwar wieder die Grleichung (40a) bzw. (43a) besteht, also* 

S°), 

dagegen an Stelle der Bedmgung (41) bzw. (44) die entgegengesetete, d. li.: 

IA*,+,- 1 l>l^ 1 +,l ^0), 

so hatte man: 

A l - 3 i x a ==0 > 

und es muB also in diesem Falle die oben bereits beschriebene be- 
sondere Art der Osmllation des Kettenbr aches zwischen den Werten x\ 

A . 

nnd Xm = s~ emtreten. 

Hieran wird nichts Wesentliches geandert, wenn anch noch fiir 
ein oder mehrere l > l' 

A U + ,=°- 

nnd zwar selbst dann nicht, wenn: 

\ < \ 3 i,i+ P \> 

jedooh mindestens erne der Bedmg'ingen (45) nicht erfilllt ist. 

Somit laBt sich jetzt das am Schlusse von Nr 6, S. 893, aus- 
gesprocbene Resultat in folgender Weise umgestalten: 

Ist: 

\D\ = \(A p _ 1 -B p )^^A p B p _ 1 \>0 > 
so sind fiir die unbed ingte Konvergene des periodwchen 
Kettenbruches (wo durchweg: \ a y \ > 0) die fol- 

genden Bedingmgen notwendig und hinreichend: 


(A) 

(B) 

(C) 


Vil>° 


14^+p | >0 fiir: k = 0, 1, ■ • *, p — 2 
$ i I ft reell und: 0 < ft < 1, 

*? + *> IS = A,_, + B f ,P a,. 1 ) 


1) Fiir den Fall, daB 8 und D reell, ist die Bedingung (0) gleichwertig mit 
den beiden folgenden: £ + 0 D> 0 

(vgl. Fufinote 1, S 895), die im Falle p=* 1 die Form annebmen: 

+0, 6^ + 4 ttj > 0. 

DaB der Eettenbrnob mit der reellen , eiogliedrigen Feriode falls 6f+4a l <0, 

divergieren muB, erkennt man echon unmittelbar aue dem Jmetande, daB die 
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( 0 .) 

(c.) 

W 


Sind diesdben erfuJdt, so Jeonvergiert der Kettenbruch 
gegen den Wert: 

too ie t die dbsolut genommen Memere WurzrJ der quadratischen 
Gleichung: 

0 * — 80 + P = 0 

bedeutet. 

Sind aufier der Bedmgung (A) die Bedmgwngen (B) bis 
auf eme einzige erfuttt, etwa: 

A: i+p = ° (0<!<jP-2), 

so Jeonvergiert der Kettenbruch noch bedingt gegen den 
Wert x v wenn an die Stette der Bedingung (C) die fdlgende tritt: 

I^C*+jp—» l I* 

Das gleiche findet statt, wem auch nock fur ein oder mehrere 
l y >l: 

= 0 (etwa fur: v = 1, • • *, w> wo: n > 1), 
sofem fur jedes solche l v die Beziehung besteht: 

A\=°- 

1st dagegen fur em emzeJnes Z > 0: 

^■t,i+p = ® IA,l+j9-ll > 

so oszilliert der Kettenbruch in der Weise zwischen den beiden 


= fw‘ /* = 0 , 1 , 2 ,. 

Um = *1 f ^ : * + *■ 

,U-Vw 

An diesem Ergebnisse wird nichts geandert, wenn fUr ein oder 
mehrere \ >l: 

0>) A Z.i,+* =0 ttnd: Ai,~° 

Wurxeln der quadratischen Gleichung (I) in diesem Falls mcht reed sind, anderex- 
seits der lediglich aus reeden Elementen beitehende Eettenbrnoh, wenn er flber- 
hanpt konvergiert) gegen einen dieser beiden Wurselwerte konTergieren mflBte. 
Dagegen flndet im Falle 6J4-40, —0 (also: D»0) anf Grand des Er- 

gebnisses Ton Nr. 6 noeh Konvergetu statt (n&mlich gegen den Wert —^ als 

Doppelwunel der quadratischen Gleidhung: m* -f x—a, 0 bzw. als negativ 
genonunene Doppelwnnel von: *"—6, «—«,■»0). 
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1st indessen fur irgendein v—m: 

W 4^+*"° ^ KJ>°- 

so tritt nur insofern erne Inderung ein, als dam auch: 

K i m +f tp = f» r: M- = 0,1, 2,.. 

Und der Wert x a Tcommt ausschliefilich in dieser letsteren 
Weise mm Vorschein, wenn an die Stefte der Bedingmgen (a) 
die folgenden treten: 

W i+* = ® U/n ^ : I i+P -1 1 < I <+j> I- 

In often diesen letdgenannten, durch die Bedingungen (a) bis 
(d) gekennseichneten FtiUen os sillier t also der Kettenbrnch 
awischen den beiden Werten und x 3 in der Weise, dafi gewisse 
Naherungsbruchfolgm dwchweg den Wert x i} die iibrigen den Wert 


10. Die vorstebenden Ergebnisse zeigen, dafi em rein periodischer 


Kettenbrnch 


Fcifte: I B 


°i 

LV 


mit von Null verschiedenen Teilzahlem im 


, | > 0, sofem er nicht honvergiert, stets ossilliert, also wesenilich 

divergiert. 1 ) Die Moglichkeit aufierwesentlicher Divergent ist daher von 
vomlierein nur gegeben, wenn: D t = 0. In der Tat lassen sich mit 
Zngrnndelegang dieaer Voranssetzung anB der allgemeinen Rekursions- 
formel (II), S. 887, die notwendigen nnd hinreichenden Bedingungen 
fQr die aufi&rwesewftiche Divergent: leioht berleiten. Etwas raseher kann 
man dasselbe Ziel erreicben, wenn ma n von der B emerknng ausgeht, 

dafi gleichzeitig mit dem Kettenbruche: J ■ ■ ■ > j anoh der folgende: 

[ h 5 ^ 1 - - . 

LV 


Kettenbrnch: nach NuU Tconvergiert nnd umgekehrt.*) 

L0p Oj ®jp—l-l 

Die in Nr. 6- nnd 9 dieses Paragraphen hierfllr als notwendig nnd hin- 
reichend erkannten Bedingnngen sind dann also gleicbzeitig diejemgen 

far die aufierwesenUichc Divergent! des vorliegenden Kettenbrnch es: 
■ «^00 

— nnd lassen sich, wenn man etwa die N&herungsbruch-Zahler nnd 


1) Beuflglicb dea Fallea |2tf| = 1 (mit Auaichlnfl von Jf»l), alao deqe'mgen 
Fallea, in welchem die Bedingnng (0), S. 890, biw. (C*), S.898, nicht erfttllt iat, 
vgL FoBnote 1, S. 891. 

9) S. § 97, Nr. 1, S. 727, I 
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yj mit <Sf. y , £B v bezeichnet, vermittelst 


-Nenner des Kettenbruches 
der Beziehung: 

sl 


a B 

p 


T—l 


A * 5 S «-f- 4 

1 w p r—1 “ -°-v—J 


nnmittelbar in die entsprechenden Bedingungen f&r die 2^ tun- 
formen. 

r cl <x 

11. Tritt zu dem rein periodischen Kettenbruche I y > ■ ■ ■; ~ 

noch ein additives Anfangsglied 6 0 , so sind die bisberigen ErgeV 
nisse ftlr die Feststellung der Konvergenz bzw. Wertbestimmung voll- 
kommen ausreichend. Dabei maoht es offenbar prinzipiell keinen 
TJnterscbied, ob h Q = b p oder =|= b p} der Kettenbruch also auf Grand 
der in Nr. 1 dieses Paragraphen gegebenen Terminologie nooh als 
rem periodiscb oder aber als unrevn periodisch zu bezeichnen ist. Fflr 
die Konvergem ernes unrein periodischen Kettenbruches von der Form: 

[& 0 , y> ■ Y’ "■ ^ = °ff en bar notwendig, dafi 




der rein periodisohe Kettenbruch: j^^—» ■ • ■ y +J> J honvergiert oder 

aufierwesendich divergtert. 1st er Convergent und wird sein Wert mit K' 
bezeichnet, so hcnvergiert auch der G-esamtkettenbruch, und zwar gegen 
densdben Wert wie der endliche Kettenbruch: 




falls dieser einen Sinn hat 1 ); anderenfalls d\verg%ert er ctufierwesenilich.') 
Ist jener rein periodische Kettenbruch au/ienoesenilich divergent, so 

honvergieii der Kettenbruch: £y> ■ ■ ■ > gegen Null, und es 

ist der Gesamtkettenbruch Convergent und gleiehwertig mit dem endliohen 
Kettenbruche 1 ): 


falls dieser letztere einen Sinn hat (was fQr Tc < 2 offenbar stets der 
Fall ist), w&hrend er anderenfalls wieder aufiertcesenUich dwergiert. 


•1) 8. § 99 den SohluB von Nr. 9, S. 744. 
8) 8. § 98, Nr. 5, 8. 789. 
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§ 115. „Na3iezii“ periodische nnd periodische 

Kettenbrilche. 


1. Yersteht man nnter 




einen rein periodischen Kettenbrnoh, so 


soli der Kettenbrnoh 


j-j nahesu periodisch heifien, wenn alle |o'— a v |, 

16' — b v | einen gewissen, nach Bedarf nocb naher zn bestimmenden 
Kleinheitsgrad nicbt iibersohreiten. Er soli feraer limiiar periodisch 
heifien, wenn lim | a' — a v \ = 0, lim 1&' — b v \ = 0. Em solcher Ketten- 

v -> oo v -> oo 

brucb ist also in dem eben bezeicbneten Sinne znm mindesten von einer 
gewissen Stelle ab nahem periodisch nnd bat tiberdies die Eigenschaft, 
dafi seine Glieder bei nnbpgrenzt wacbsender Stellenzabl dem Zustande 
der Periodizitat sick unbegrenst nahem. 

Wir wollen nns bier anf die Betraobtnng derjenigen nahem bzw. 
limitar periodischen Kettenbrilche beschranken, die zn einem eingliedrig 

periodischen t etwa ypr + +.in der angedentetenBeziebnngsteben. 

Mit Riioksicht daranf, dafi dieser letztere nur konvergieren kann, wenn 
6 r =|=0 (s. S 891 , Fufinote 1), ersobeint es von yoraberein angezeigt, 
6 V =4= 0 bzw. lim& v =[= 0 anznnebmen. Und da nnter dieser Yoraussetzung 


die in Frage kommenden Kettenbrilche stets anf die smite Hauptform 
gebracbt werden konnen, so empfieblt es sich, bebufs moglichster Ver- 
einfaohung der folgenden Untersuchnng zunachst yon dieser besonderen 
Form auezugehen, zumal bei der scbliefilichen tfbertragung anf limitar 

periodisohe Kettenbrilche yon der aUgememeren Form sogar em 

etwas aUgemeineres Resnltat zum Yorscbein kommt als bei direkter 
Bebandlung dieses Falles. 


2. Ana den Ergebnissen des vorigen Paragrapben 1 ) folgt, dafi der 

eingliedrig periodisohe Kettenbrnoh' ^1 + ^ +., ansgenommen den 

Fall, dafi a reeU negativ und sugleich | a | ^ gegen den Wert — s' 
honvergiert, wo s' die '(allemal yorhandene) absolnt genommen Tdeinere 
Wurzel der qnadratiscbeta Gleiohung: 

( 1 ) y* — y — a=Q 


1) S. lnBbeaondera den Satz von Nr. 9, S 899. Dabei wild (wegen p = 1, 

a, 6 r « 1): 

fiL- A + - 1 

P--a 
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bedeatet*) Dieses Resultat lafit sich unabhangig von den Betracbtimgen 
des vorigen Paragraphen nacb einer Methode ableiten, welche als Vor- 
bild fttr die Behandlnng eines „nahezn“ eingliedrig periodischen Ketten- 
brnehes dienen soli. 

Nach § 95, Nr. 2, Gl. (8 b), S. 714, hat man: 

1| *, | «, I . 4. ' 


( 2 ) 


I 1 1 + 2* 


,T^ =* 1 + W0:S n=^ 


l l 1+2 » . — 1 

und daher, nnter der Voraussetzung, dafi 1 + s n + 0, durch tJbergang 
zum reziproken Werte: 

. gl I g» I 1 _L 

i + i' 


|1 + fi 1 + 2a 


r 2i 

JL + 21 3 




I 1 

_T _ ‘ _J2_ 

Ji * + 1 


also BchlieBlich: 

^ L 1 + 2i' 1 + 2r+lJ t * + 8 n 

Darane folgt aber, daft dieser Kettenbrnoh fflr n —► oo in einen kon- 
vergentm flbergeht, wenn s n fQr » —► oo gegen einen Wert 8 =f“ — 1 
konvergicrt und dafi Bodann: 

(4) [rfr -ir£rl=rb’ wo: s =- *-• 

wahrend im F&lle lim s n = — 1 offenbar aufierwesenflichc Divergent: des 

n-V oo 

Kettenbrnohes eintritt*) 

Um dieses Ergebnis anf den Kettenbrnoh mit der eingliedrigen 
Periode y anznwenden, werde die ttoetie (also die absolnt genommen 
grofiere) Wnrzel der qnadratischen Gleiohnng (1) mit ss bezeichnet, 
sodafi also: 


( 5 ) 

und somit: 

ii + ir + 


0-fjef r *Sal, (SZ 


f ___ 


l«l>l^l>0 






es' I 


os' 


|S + S' IS+S' 


1S + S > 


*) 


1) Dies paBt auoh auf den naoh den Festaetzongen dee vorigen Paragraphen 
znn&ehet anegeeohloBBenen Fall a ■= 0, in welohem der betreffende Kettenbrnoh 
offenbar gegen den Wert 0 konvergiert. «o 

S) Der Kettenbrnoh iat anch nooh konvargent, wenn die Beihe g 1 g l • * • g v 

l 

naeh UnenSiich (im komplezen Sinne) divergiert, d. h. wenn lim | e M | ■» + oo, ine- 

beaondere also, wenn eie eigentlich divergiert. Man flndefe in dieeem Fall© mit 
Benfltmng von GL(8): 

r «>+* r « 

L 1 + ®I* i + flr+J! 

3) Gilt anoh far o «*» 0, in welohem Falle z « 1, s' = 0. 
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Setzt man sodann: 

( 6 ) 7 = 2 , also: | | < 1 , 

bo ergibt sich durch eme emfache Aqmvalenz-Transformation: 

5l4.fl.. 4fl+ .. .~_ 3 /_«_!_ «J_ _ * ■_ . 

II + |1 + + |1 + “ S \|l + « I 1 "I-2 I 1 + 2 /' 

00 

und daher mit Benfltzung von GL(4), wobei jetzt wird■ 

1 2 

■ • = — sq = — e'. 1 ) 


?\ + fl + 

|i ^|l ^ 


+ 4 + 

^ li ^ 


3. Jeder Kettenbruch von der Form J^Tj lafit sich zunachst row 

formal stets auf die Form (3) bringen (abgesehen von dem ereten Teil- 
zahler, d. h. schliefilich von einem dem Kettenbruche hinz uzufiigenden 
Faktor). Setzt rnan namlich fdr v = 1, 2, 3,.: 


(?) 


*, + K = Vr+l 


= — a. 


v+i> 




bo lindet man zunachst nnter der Yoranssetzung 5^ =J= 0: 

^ r^T-" 1 r zi • v *+ i T" 1 

{ ) L1 1 U+*,+1+ K+iX 

und hierans durch Aquivalenz-Transformation: 

ltl rhT ~ 5 . - - - a i±i-T _ ! 

^ Lu p i L i +®i i + 2 v +J 1 

Damit diese Beziehung einen Sinn besitzt, ist nur eiforderlich, dafi 
die e v fOr v = 1,2, • • • » aus den beiden ersten Bedingungen (7) alb 
bestimmte, insbesondere auch von Null verschiedene Zahlen sich ergeben. 
Ist dies ftir jedes noch so grofle n der Fall, so findet man schlieBlioh 
anf Grand der Beziehnngen (3) nnd (4): 

<>»> ET-i-iiv 

d. h. der Kettenbruch 1 st dann fomvergent, wenn die Reihe g. • - g, 

gegen einen von — 1 verschiedenen Wert s konvergiert, wabrend im 
Falle s = — 1 wieder aufienvesenttiche Divergent eintrith 


1) Zieht man den im Text ausgeBohlosBenen Fall g =» 1, also z => t’ « t 

X> 

a -* — i-, in Betraeht, so wird g T ■» + 00 und der Kettenbruoh konvergiert 
alidann gegen den Wert —YgL hier&u den Soblufl der FuBnote 1, 8.899/900. 

Sv 
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4. Im Anschlusse an dieses Ergebnis beweisen wir jetzt den folgenden 
auf die Konvergenz ernes „nahegu ct einghedrig periodischen Kettenbmcbes 
bezfiglichen Satz: 


(ii) 


(A) 


(A,) 

(A,) 

(B) 

( 0 ) 


Es sei a erne beliebige Zdhl mit Ausschhtfi der reetten nega- 
tiven, deren Absolutwert \ a | ^ ^ Ferner soUen e, s', g die durch 

die Gleichmgen (6) und (6) festgelegte Bedeutung haben und 
es tcerde geseiet: 

(also: 0<i {|^ —| 2 i). 

Genugt sodawn die unbegreneie Folge der im librigen beliebigen 
Zahlen a v der Bedingung: 

|«-o r |<ii» ( V = 2,3,4,-- ••), 

so konvergiert dear Kett&ibruch F^fl , mit Ausnothme eines be- 
sonderen Fcdles, in utelchem aufierwesentliche Divergens 
emtriti (bsw die Form ~ gum Vorschem kommt, falls a 1 = 0 
sem sollte). 

Fr konvergiert, ausnahmslos und unbedingt unter der 
Vorausseteung (A), t cenn a enter der beiden folgenden JBedin - 
gungen genugt: 

I |(anders geschrieben 8|a| — |js| f <0); 


desgleichen fur beliebige a, wenn an die SteUe der Vorausseteung 
(A) die folgende engere tritt: 


I a — a. I < 


2|«|*— | a I d 


d“ 


*'= (a | ^ | h- ^*)" s 
oder die hieraus restdtierende nodi engere } aber merldich einfadhere; 

I“-“.I^t(i-| 2|)« s . 


Beweis. Um die BedingnngBfonnen (A) und (B) soweit als 
mflglich gleichzeitig zu behandeln, erweist es sich als zwookmiUlig, von 
der (beide Formen umfassenden *)) Yoxaussetzung auszugehen: 

(AB) |a — a v | < fr (1 — fr)d* wo: 0 < -fr < 1 — fr. 


1) Mam hat n&mlich. 

*-|*| — |* / |<l*+*'l-l 

2) Die Bedingung (A) kommt snatande fflr fr = die Bedimgamg (B) far: 

fr - s - 912, (SO) bis (B)) 



Nr. 4. 


§ 115. „Nahezu“ penodische Kettenbrfiche. 


907 


Wird sodann nach der Yorschriffc von GL (7) gesetzt: 


( 7 ) *„ + < = !> 




T= % (v= 1,2,3, 


so folgt zunaohet, wenn man in der ersten dieeer Gleichungen v durch 
v + 1 ersetzt und hierauf den so resultierenden Wert e' +J = 1 — a r+1 
m die zweite Gleichung einftihrt: 


*,(1-*.+,)- -«,+!» 
und man gewinnt daher die Rekursionsformel: 

(12) «, +1 = l (*„ + «,+,)> 

yermOge deren nach wittJturlicher Annahme von die gesamte Folge 
der 8 v fiir v > 2 eindeutig bestimmt ist, sofern es nur gelingt, jenen 
Anfangswert e t so auszuwahlen, daB durchweg s v =|= 0 ausfallt. Utn 
dies zn erzielen, bilden wir aus Gl. (12): 

*- a .+l = ^(*>-l)- a v + i> 

an der s gesohrieben, mit Berficksichtigung yon: e — 1 = — s', 08 * + a — 0 
(sodafl es also freisteht, innerhalb der auBeren Klammer den Summanden 
sz 1 + a hinzuzufdgen): 

(13) i - 2 V+1 = ~ ((0 - sy + (a - a +1 )). 

Wird jetzt g x =f= 1, im flbrigen beliebig, so fixiert, daB: 


(14) 


g — z t | < ftd, 


so laBt sich zeigen, daB dann auch fiir jedes v > 1 die entsprechende 
Beziehnng: 

(15) i*-*,!^** 

besteht. 

Ans (13) folgt namlich zunSchst (wegen: b v = 0 — (5 — 0 J): 


(16) 






+1 


0 — 0 — 


und daher mit Berflcksichtigung der Voraussetzung (AB), wenn Ungl.(15) 
fflr irgendein v > 1 besteht: 


0 — 0 


v+l 


^ *S\0'\+*(! — &)# ' 

■=* | 0 |- &8 

= (wegen: | >’ \ +1 


1 * 1 )- 


Daraus ergibt sich aber, daB die Beziehnng (15) fQr jedes v>l 
gilt, da sie nach (14) fflr 1 tats&chlich erfQllt ist. Wegen< d < | g | 
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folgt dann aus (14), daB f ^ | > 0, ana (15), dafi | «, +1 | > 0 (fOr 
v :> 1), also aUgemein: 

(17) l* P |>0 (*-1, 2, 3, 

Nun werde speziell gesetzt: 

(18) » = 

sodaB der Ausdruck <8' (1 — -&) den grBBten Wert (namlioh annimmt, 
dessen er fUr 0 < O 1 < 1 iiberhaupt fahig wt 1 ), und die Bedingung (AB) 
m die oben mit(A) bezeichnete, den weitesten Spielraum bietende, namlich: 

(A) \a — a, |<yd 9 

iibergeht. Dann lafit sioh zeigen, daB, von einem besonders zn be- 
handelnden Einzelfall abgeaeben, die | g v | einen gewissen positiven 
ecbten Bruoh niemals iibersfceigen. Man bat zun&chst far jedes v > 1: 

3* a I 

V B 

£L B 


a v I ^ I q I + 1 q, — a | = 


+ 


+ 


1 3 V 1 — j 


g' B—g * 

= 7 + ' 


also mit Beniitzung von UngL (15) (fdr # = und der Beziehung 

l i ^ i i i i ' * * 


r ,>\0\-\0-0 r \: 




+ 


4 - 


\ ee ' i+(i—i c 'D ■ 4-* 


und daber: 

( 19a ) I «, I ^ Y < 1, ™ra: y =----_L_ < 1 ? 

i«'i+(i—i*' d-4«<i«i*-m4 
( i * 1 +1 - i *' i ) •* < i * i ( i * i - i *' i ) ■= i * i • *. 


d. b. wenn: 


also scblieBliob: 
(19b) 


s\ + \b' |>1. 


1) Man findet ja fflr 8 . 

z 


& ( 1 —= 

4 
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Diese Bedingung ist aber, wegen: 0 + 0' = l, stets erftlllt, anfier 

wenn z und e' gleichen Einheitsfaktor haben, d. h. im vorliegenden 

Falle (wo ihre Somme redl und positiv ist) wenn e und z selbst reeU 

und nicht-negativ sind und (wegen z + 0 ' = 1, I 0 I > I 0 ' I) den Inter- 
1 1 1111/ 

vallen: 1 > £ > 0 ^ 0 ' <*y angehfiren, sodafi also: 

a — — zs' = — z (1 — z) nichb-positiv und: 0 < I a I < 4- 1 ) 

Scbliefit man diese Werte von a vorl&ufig aus (insbesondere also 
den Wert a = 0, also b' = 0, 0=1) und genfigt der Bedingung (14) 
etwa durch die Wahl z t = 0 (also: 0 * = 0 ' =|= 0, ^ = q 4 s 0), so ergibt 
sich auf Grand der Beziehungen (19 a), (19 b) fdr jedes v^l: 

I 2„ I ^ < 1 


und daraus (vermittelst des Cauchy schen Fundamentalkriteriums zweiter 
Art) die (absolute) Eonvergenz der Beihe 2 Qx 9& ’ mm 9. v - Setzt man 
dann wiederum: 

00 

2 ft ft 

1 


so 1 st auf Grand des Ergebnisses von Nr. 3 der Eettenbraoh 
konvergent, und zwar (s. Gl. (10), S. 905): 



00 


1 


( 20 ) 


XT 5 _j_ 
-iJj = '1 + / 


ausgenommen den einzigen Fall s = — 1, in welchem er offenbar aufler- 
wesenflich divergiert (bzw. die Form y annimmt, falls *=* 0 ist). 

Tn den hierbei zunachst auBgeschlossenen Fallen: 

(21) (also: 0 < 1 + 4 1) 

hat man: 

* = f (l + yT+4a)>0, *' = i (l-V'X + 4o)^0 

und daher: ._ 

d~s—~z' = y 1 + 4a, 


sodafi die Bedingung (A) die Form annimmt: 

(22) |a-aj<a + y- 

Ist aher diese Bedingung erftlllt, so findet man weiter: 

+ I a I “ ” a \ 


1 ) YgL Fufinote 1 dor vorigen Seite. 
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mithin ergibt sich anf Grand des Kriteriums (A) yon § 112, Nr. 4, 


~a "1 

V 

LiJ/ 


fiber- 


S. 869, die unbedingte Konvergenz des Kettenbruches 

einstimmend mit der an die Bedingongen (A), (Aj) gekniipften Be- 
banptnng. 

Der on die Bedingongen (A), (A 9 ) gekndpfte Fall unbedingtcr Kon¬ 
vergenz ergibt sich in folgender Weiss. 

Trifffc man flir den Anfangswert der z v die bisher anBgescblossene 
Wahl z x = 1 (sodafi also: z' = 0, q 1 = 0), so ist die Bedingong (14) 
bei fr = y dann nnd nor dann erfiillt, wenn: 




anders gesohrieben: 




also schlieBlioh: 

(23) | q | ^ -J- odor auch: 3 | a | — | e |* < 0 (wegen: | zz' | = | a \), 
fibereingtimmend mit der Bedingnng (Aj) des ansgesprochenen Satzea. 

Schliefit man filr a wieder die Werte — -J- < a <C 0 ans, flir 
welche die nnbedingte Konvergenz des Eettenbrnches in dem behaup- 
teten Umfange ja bereits feststeht, so hat man (neben q x = 0) wie 
oben | 9 V | ^ y < 1 fdr jedes v 2 nnd somit die Konvergenz der Reihe 
29*9*'"%' Zngleich findet man (wegen: z ± = 1, *' = 0) mit Be- 
nfltzang der, Gleiehnngen (7): 



z a*s 1 

f 8 +«j 




g» 1 g» | 
1 + 3* | 1 +g > 


nnd daher mit Hilfe der Formel (2), S. 902: 


g A s' 
n —1 m 


*»+*» 



[t] =°t( 1 + - 9 V ), 

1 I 

worans die Konvergenz des Eettenbrnches mit der Wertbestimmung: 

( 24 ) [t] i (l + |?2!2r"0 

herrorgeht. Die Konyergenz ist im tibngen eine unbedingte , da ja die 
Wirksamkeit der Voranssetznng | 9 | < y dnrch Weglassung yon. An- 
fangsgliedem des Eettenbrnches in keiner Weise gemindert wird. 
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Es bleibt schlieBlich noch zu zeigen, daB auch fflr beliebige a die 
unbedingte Konvergenz des Kettenbruches gesichert ist, wenn die a y der 
engeren Bedingang (B) bzw (C) genflgen, daB also nnter dieser Yoraus- 
setzung stets | 1 + s | > 0 ausiallt. 

Non ist: 


1 + 8 1 - i rh + (*' ~ i=i) I = iTiil'~ I *“ 


and daher: 

(26) 11 + « | > 0, weqn: [ s - ^ | - °- 

Um diesen Ansdruck abznschatzen, bat man wegen | q | < 1: 

Non ist: 

V 

2 , 2 , ■■■ • 2 ,-i = FI (2 - (a - sj) - 2 ’ 

1 

und, da das Glied g bei Ausfilhnmg der angedenteten Multiplikation 
sich weghebt: 

1 

Andererseits findet man mit Bentltzung voil Gl. (15): 

I * —*x I < && (also: — #<*) 

mit Ausschlufi der Gleichhett, sofem nnr z t so bestimmt wird, daB: 
| e — 0 t | < B-d (mit Anssohlufi der Qleichheit), was aber sicher ddr Fall 
ist, wenn man, wie oben gesohehen ist, 0 t =■ e annimmt Hiernacb er- 
gibt sich: 

11—«r 1 -kJ \*—*x\ _ 




e\<\z\~ea) 


and daher: 


2.2. • ■-• % ~ 2" I < (l 21 + i ;i (| ti-x)) ’ ~ 12 r. 


also sohliefilich: 


(27) q '~ q ’\ < 7~T ,—" -dfifl 

nil ter der Y orauisetzun g, daB <9 klein genng angenommen wird, am 

l*l + !71([7FM) <1 
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ansfallen zu lassen, d. h. wenn: 


Nr 4 






also: 

(28) 


&< 


1+3 


Us wird sich zeigen, daB bei der nnnmehr vorzunehmenden Fixie- 
rong von & dieser Bedingung wirklich genttgt wird. 

Dnroh Kombination der TJngleiohungen (26), (27) ergibt Bich: 

1 1 (mit AnsschluB 

der Gleiohheit), 


s- -®- 
8 1—2 


1 — I 2 




1 12 


MCI *1—0*) 

folglioh ist die Bedingung (25) erfdllt, wenn gesetzt wird: 

l 2 

i — I 2 h 


(29) 


»3 


1 121 * 


0, 


«I (I Jff I—«■«■) 

wenn also <0* ans der Gleichong bestimmt wird: 

(i~kl 8 )kl(ki- ,0,d ) — 2 ( 1 ~l 2 l)kl(kl- ,0,d ) + 2 ^ d = 0 ’ 

kfirzer geschrieben (nacb Division mit (1 — | q |) • | e | = 8): 

(lsl-i)(M-* d ) + 20 = o. 

Hieraos ergibt sicb: 

(30) & 


3 

*1 

2 | 0 

+ ** 


2 + <i-l2l)<» 

nnd dieser Wert gendgt in der Tat der Bedingung (28), da: 

I* 


< 0 - 


2 -J! + * 


^ 111 ^ Ail. 

= 2+ 3 1 + tf 


Ferner flndet man: 


. « ■ l*l + * , -*W_2|s|-d|*'l_ 

1 21« | i|s| + tf* 

sodafi also die Bedingung (AB) bei dieser Wahl von O' die Form (B) 
der Behauptung anmmmt, namlioh: 

(B) (2101 + 0* (2IH + 0 1 ’ 

die dapn auf Grund der im AnsohluB an die Bedingung (25) vor* 

genommenen Bestimmung von “0 die Konverg&wz des Ke ttenbruch.es 

siober stellt Diese letztere ist dann wieder eine uribedingte , da 

ja die Wirksamkeit der Bedingung (B) dnroh Weglassung von An- 
fangsgliedern des Kettenbr uches keine Einbufie erleidet. 
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Um schliefilich diese Bedingnng noch durch eine zwar engere, 
aber einfachere zu ersefczen, hat man: 


Nun ist. 


also: 


und daher: 


«- 


_l 

s 



8 

3 

1—12| 


2 

3 

+ 

8 

s 

9 

1 +<i-lsl)’ 


e+s ' 

7~ 



< 1 + | 2 I 

> 1 —Iff I. 


>_ 1 I 2 I _ 

^2(1 + Ia |)+(1 — |a|) s 
^ 1 —I g I _ 

~ 2 (1 — | 2 |) + (1—-Tfl l) a 


1 — I g 1 ^ t — | g | 

s+iai*^ 4 

i i 


l-»>f 


sodafi die Bedingung (B) a fortiori erfflllt ist, wenn: 

I® ——') 

entsprechend der Behauptung (0) des ansgesprochenen Satzes. 


5. Der soeben bewiesene Satz verlangt nur, dafi die a v fflr v > 2 
in einer gewissen, dnroh die Bedingnng (A) bzw. (B) oder (G) gekenn- 
zeichneten Nahe einer bis anf die angegebenen Ausnahmen beliebigen 
Zahl a liegen. Wird statt dessen jetzt angenommen, dafi lim a v = a, 

so wird | a — fUr hinlanglioh grofie v beliebig klein, also von einem 
gewissen v ab, etwa filr v>.m, jedenfalls Idem genug, dafi die Be¬ 
dingnng (B) (oder sogar (0)) des vorigen Satzes fQr v > m erflillt ist. 

Daraus folgt dann aber, dafi der Kettenbruch - v uribedingt Jconver- 
r a L 1 Jin 

giert und somit -* hochstens aufierwesenflich divergiert. Somit ergibt 

sich der folgende Satz: 

Ist lim a v = a, wo a jede beliebige Zahl sein Tcann, mit Aw- 

oo 2 

schlufi der reetten negativen, die absolut genommen > -g sind, so 

ist der (eingliedrig limitdr periodisohe) Kettenbruch hoch¬ 
stens mfierwesendieh divergent und sum mindesten von einer ge¬ 
wissen Sidle db uribedingt Convergent. 

1) MitHil/e einer etwu umBtUndlicheren, anf gewieeen dblioben Hilfemitteln der 
Differentiftlrechnung bernhenden AbschUtzung l&fit rich der in obiger Ungleichung 

auftretende Fat tor dnroh den rorteilhafteren y eraetzen. 

O * 
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6. Da fUr einen Kettenbruch von der allgemeineren Form J , 
wo 16 J > 0, die Aquiralenz besteht (§94, Nr. 4, Gl. (24), (25), S. 711): 


(31) 


EHH 


Oj 

wo: Ct, = jT-f 
1 6 i 


a = 


ftir v > 2, 


so folgfc, daB ein solcher Kettenbruch sohon den OharaJcter ernes limi- 
tour pertodischen besitzt, falls: 


(32) 


lim j——r - 
r* 


wo a' nur den zuvor der Zah.1 a anferlegten Beschrankungen zn ge- 
ntigen hat, damit der Kettenbruch j^-J znm mindesten von einer be- 

stimmten Stelle ab uribedingt Itonvergiert. Hierzn ware offenbar hin- 
reichend, daB der Kettenbruch limitar periodisch in dem nrsprilnglicben 
Sinne von Nr. 1 dieses Paragraphen, daB also: 


(S3) lim a v = a , lim b v = b +■ 0 

V->oo f->ao 

|wo ~ nicbfc reell negativ nnd zugleich numerisch Aber die Be- 

dingnng (32) verlangt offenbar erheblich toeniger Bezeichnet man z. B. 
mit (<d v ), (« v ) zwei Folgen positiver Zablen, die den Bedingungen ge- 
nfigen: 

CD 9 

lim to =4-oo, lime=0, lim—— = lim——-= 1, 

r ' w * m a f 

»•>» r-V® *“»—1 *>->co e *>— 1 


mit (a), (b^) wieder zwei durcb die Bedingangen (33) oharakterisierten 
Zahlenfolgen, so haben offenbar anf Grand der Aquivalenzbeziehang (81) 

r< »*a-r r« s o“i , ° 

auoh die beiden Kettenbrflche limitdr periodischen 

Charakter, obschon die Teilzfibler nnd -nenner des ersten den Grenz- 
werfc oo besitzen, diejenigen des eweiten (insbesondere also die Teil- 
ncnner entgegen der zweiten Bedingnng (33)) gegen 0 konvergieren. 

Hat man ferner zwar: lim a, = a, dagegen: limb. __ x = b' 0, 

hp = &" 4“ 0> so folgt: lim r—= T-rrr,t so daB also auoh, in 

diesem Falle der Kettenbruch den Charakter eines einglicdrig limit&r 
penodischen besitzt, obschon die V 1} 6 versehiedenen Grenzwerten 

Mfl -i' Zfl 

znstreben. 



Nr. 7. 


§ 115 „Limit5r“ periodische Kettenbrflche 


915 


7. Der Wert a = — j gebSrte bei der Aussage von Nr. 6 fiber 
den Konvergenzcharakter des limit&r periodiscben Kettenbrncbes jjyj 
(wo: lim a v — a) sobon za den ausdrficklich ansgescblossenen. Aber, 
gleichwie die Annabme a = — j fflr den schlechtbin periodiscben 
Kettenbrucb 1 - 7 -^ + rr^ +. einen besonderen Fall von Konvergenz 

I 1 I 1 _ r a -i» 

liefert 1 ), so konn auch der limiter periodiscbe Kettenbrucb y zum 
mind esten von einer gewissen Stelle ab nocb (unbedingt) konvergieren, 
wennlima t , = —Es liegt die Vermutung nabe, dafi dies insbeson- 
dere der Fall sem wird, wenn von einer gewissen Stelle ab durchweg: 

| a v | < und die Ricbtigkeit dieser Vermutung wird in dOr Tat dorcb 
das Kriterium (A) des § 112, Nr. 4, S. 869, bestatigt. 

Als einigermaBen fiberrascbend mag es dagegen erscheinen, dafi aucb im 
Falle |a | >7 (flir jedes einzelne v) bei lim a v = — y noch Konvergene 

stattfinden kann, wie aas dem Kriterium (B) der eben angefilhrten 
Stelle unmittelbar bervorgebt. Danacb ist insbesondere der Ketten- 
bruch: , 

Ra-N^I 

^bzw. der damit aquivalente: [ ,] ) 1A0C ^ 1 (unbedingt) konvergent, 

obschonjajederTeilzfiblernumeriscbo5er^aZ& j liegt and lim j ist. 

Es erscbeint ganz lebrreicb, dieses Ergebnis nocb mit Hilfe der 
in Nr. 3 dieses Paragr&pben auseinandergesetzten Metbode zu begtatigen 
and anf diese Weise den Wert des betreffenden Kettenbrtiches zu be- 
stimmen. Wegen a = —— bat jetzt die quadratiscbe Gleichung (1) 
die Doppelwurzel und man bat daher zu setzen (s. Gl. (5)): 


“ 2 ’ 


* 1 
I s * 1 


und sodann (s. Gl. (7)): 




SS_,8. 


V+l 


(»+!)* 

4 (*+ 1)»-1 


» + l r+1 


8* + l 8*+8 


(v ^ !)■ 


Wird jetzt e x 00 fixiert, dafi: 

/*+i\ a 


1) Vgb 8, 906, Fufinote 1. 
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so folgfc allgemein fllr v > 1: 


Nr. 7. 


/ * + l / v-fl i / 

^“iSv + l’ 0 *+i~2v + &* a “ 0: 0 v 


2v +1' v + 1 


und daher auf Grand der Beziehungen (8) und (3): 

^^4^1=-^-, wo 
Bomit lim s_ = oo and echlieBlich: 

fl 

«-> oo 

NN>- 

Die Konvergenz des Ketienbruches beruht also in dieBem besonderen 

Fall® (ganz analog wie im Falle deB rein periodischen Kettenbruches 
_ L I J_| 

|——j-J- 1 —■ •••> vgL S. 905, Fufinote 1) auf der Divergent der Reihe 

2^ •••«.• 



An hang. 

Literatnrnachweise, Anmerknngen nnd Erg&nzimgeii. 

Die wesentliche G run diage fQr den Tnhalt dea vorliegendes Bandes 
wird anfier dorch die in der Yorrede erwahnten Vorlesungen, in denen 
ich aelbstverstandlich die altere Literatur reichlich benutzt habe, durch 
eine Reihe yon Arbeiten gebildet, die zumeist hub Anlafi dieaer Vor- 
leaungen bzw. zu deren literariaoher Vervollstiindigung entstanden sincL 
Eb Bind dies die folgenden: 

In den Mathematischen Annalen: 

[1] Uber die Multiplikation bedingfc konvergenter Reihen. 21 (1882), 
S. 327-378. 

[2] tTber die Wertver&nderungen bedingt konvergenter Reihen 
nnd Prodnkte. 22 (1883), S. 455—503. 

[3] Cber die Konvergenz unendlicher Prodnkte. 33 (1889), 
S. 119-164. Mit Nachtrag: 42 (1893), S. 183. 

[4] Allgemeine Theorie der Divergenz nnd Konvergenz von Reihen 
mit positiven Gliedem. 35 (1890), S. 297—394. 

[5] Zur Theorie der Diriehletschen Reihen. 37 (1890), S. 38—60. 

[6] Znr Theorie der beatimmten Integrate nnd der unendlichen 
Reihen. 37 (1890), S. 591—604. 

[7] tTber analytische Darstellnng unendlicher Reihen, die dnrch 
Gliederinveraion aua einer gegebenen hervorgehen. 38 (1891), S. 153—160 

[8] Znr Theorie der Konvergenzkriterien zweiter Art. 89 (1891), 
S. 126—129. 

[9] tTber bedingte Konvergenz unendlicher Produkte. 44 (1894), 
S. 413-416. 

[10] Zur Theorie der zweifach unendlichen Zahlenfolgen. 53 (1900), 
S. 289-821. 

In den Sitzungsberiehten der Bayerisehen Akademle 

der Wissenschaften, Mathematisch-Physikalische Klasse: 

[11] Cber die sogenannte Greuze und die Grenzgebiete zwischen 
Konvergenz und Divergenz. 1896, S. 606—624. 
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[12] Elementare Theorie der unendlichen Doppelreihan. 1897, 
S. 101—152. 

[13] tTber die Dn Bois Reymondsohe Konvergenzgrenze nnd 
eine besondere Form der Konvergenzbedingung fttr unendliche Reihen. 

1897, S. 303-334. 

[14] tTber die Konvergenz unendlicher Kettenbrttche. 1898, 

S. 295—324. 

[L5] tTber die ersten Beweise der Irrationalitat von e und a. 

1898, S 325-337. 

[16] tTber ein Konvergenzkriterium far Kettenbriicbe mit pooi- 
tiven Gliedem. 1899, S. 261—268. 

[17] tTber das Verhalten von Potenzreihen auf dem Konvergenz- 
kreise. 1900, S. 37—100. 

[18] tTber die Konvergenz periodisoher Kettenbrttche. 1900, 

S. 463-488. 

[19] tTber die Divergenz gewisser Potenzreihen an der Konver¬ 
genzgrenze. 1901, S. 505—524. 

[20] tTber einige Konvergenzkriterien fiir Kettenbrttche mit kom- 
plezen Gliedem. 1905, S. 359 — 380. 

[21] tTber Konvergenz- und Divergenzkriterien fiir zwei- und 
mehrfach unendliche Reihen. 1908, S. 41—54. 

[22] tTber Konvergenz und funktionentheoretischen Charakter 
gewisser limitar-periodischer Kettenbrttche. 1910, S. 3—52. 

[23] tTber die Aquivalenz der sogenannten Holderschen und 
Cesarosohen Grenzwerte und die Verallgemeinemng eines beim Be- 
weise bentitzten Grenzwertsatzes. 1916, S. 209—224. — Nachtrag: 
1918, S. 89—92. 

[24] tTber die Konvergenz periodisoher und gewisser nicht-perio- 
discher Kettenbrttche mit komplezen Gliedem. 1917, S. 221—250. 

[25] Zur Theorie der unendlichen Kettenbrttche. 1918, S. 65—89. 

[26] tTber eine Konvergenzbedingang fttr unendliche Reihen, die 
durch iterierte Mittelbildung reduzibel sind. 1920, S. 275—284. 

Ferner: 

[27] All gem eine Theorie der Divergenz und Konvergenz von 
Reihen mit positiven Gliedern. Math. Congress papers Chicago 1893. 
New-York, 1896, S. 306—829. 

[28] tTber den Zahl- und Grenzbegriff im Unterricht. Jahresb. 
d. D M. V. 6 (1898), S. 73—83. 

[29] tTber Konvergenzkriterien fttr Reihen mit komplexen Gliedem. 
Archiv £ Math. u. Phys. (3) 4 (1902), S. 1—19. 
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Abgesehen von den zahlreichen in den genannten Arbeiten ent- 
haltenen Literaturangaben babe ioh die hauptsachlichste dem Stoff- 
gebiete dieses Bandes angehorige Literatur in zwei Artikeln der Ency- 
jdopadie der Matbematiscben Wissenschaffcen und merklioh vervoll- 
st&ndigt in den entsprechenden drei Artikeln der (von J Molk redi- 
gierten und teilweise durch Zusatze vermehrten) franzdsisohen Ausgabe 
zusammengestellt, namlich: 

In der deutschen Ausgabe — 1A 3 (1898), S. 47—146. Irrational- 
zahlen und Konvergenz unendlicber Prozesse. 

I G 3 (1904), S. 1121—1128. Unendliche Prozesse mit komplexen 
Termen. 

In der franeosischen Ausgabe — IS (1907), S. 133—208 Nom- 
bres irrationels et notion de iimite. 

I 4 (1907), S. 210—328. AJgorithmes illimitds. 

I 6 (1908), S. 470—488. Algorithmes illimitds de nombres com¬ 
plexes. 

Da ioh den Umfaug dieses Anbanges nicbt unverhaltnismaBig 
ausdehnen mochte und es mir daber nicbt angebraobt erscbeint, einen 
erbeblioben Teil der in diesen Artikeln und den genannten Spezial- 
arbeiten entbaltenen, ilberaus zahlreichen Literaturangaben hier zu 
wiederholen, so begnilge ioh mich zunachst mit dem generellen Hin- 
weis auf deren Existenz und werde mich im tlbrigen in bezug anf 
Literaturangaben auf eine Anzahl einzelner Falle, zum Teil unter spe- 
ziellerem Hinweis auf die obigen Publikationen 1 ) und insbesondere 
auf die ErwShnung solcher hier bentltzter Arbeiten besohranken, die nach 
dem Erscheinen der franzBsiscben Encyklopadie ver5ffentlicbt worden 
sind oder mit solchen in historiscbem Zusammenbange stehen. Hier- 
nach wollen also die weiterhin gegebenen Literatnrnachweise nicbt im 
entfemtesten irgendwelchen Anspruch auf Vollstandigkeit macben, 
und ich bitte ausdrttcklicb, es entscbuldigen zu wollen, wenn bei dieser 
Saoblage irgendwelche Prioritiitsansprtlohe dieses oder jenes Autors 
nicht in das gehorige Licht gestellt werden sollten, um so mebr, als ich anch 
scbon im Text mit dem Gebrauohe von Eigeonamen zur Kennzeioh- 
nung von S&tzen oder Metboden verhB.ltnismlifiig sparsam umgegangen 
bin. Und da ich in einer Bespreohung von Abteilung 11 aus diesem 
Ghrunde bereits entsohiedenen Tadel erfabren babe, so mbchte ich mit 

1) Dabei warden die sngeftlhrten Spesialarbeiten nnter den betreffenden 
Nnmmem (in eokigen Elammero), die dentiohe bsw. franzbsische Ausgabe der 
Enojklop&die als D. Enc. bsw. JSna. fir. sitieri 
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dem Bekenntnisse nicht zurfickhalten, dafi jener Gepflogenheit sogar 
eine gewisse Absicht zugrunde liegt Ich habe namlich eine ausge- 
sprochene Abneigung gegen die immer mehr um si oh. greifende 
Mode, jedes none Satzchen oder Methodchen sofort nut der Sohutz- 
marke des Erfinders zu versehen und sodium von dem X-sohen Satze 
oder der Y-schen Methode mit der gleichen Selbstverstandlichkeit zu 
spreohen, wie etwa von dem Cauchyschen Integralsatze oder einer 
Riemannsohen Flache, dem Abelschen Theorem oder der Weier- 
strafiischen/’-Funktion. Es mag dann wohl sein, dafi ioh in berech- 
tigter Opposition gegen diese fortsohreitende Entwertung d^r mathe- 
matischen Unsterblichkeitsvaluta vielleicht etwas zu "weit gehe, wenn 
ich mich bei derartigen Namengebungen vorwiegend auf solche be- 
echranke, die bereits Anspruch auf die Bezeiohnung „klassisch“ ge- 
wonnen haben. 


Abschnitt L 

Zur Elnleltung und zu § 1 (8. 1—S). 

Die Grundlagen filr den hier durchgefiihrten Aufbau der Zahlen- 
lehre entnahm ich den Arbeiten von Heine: Die Elemente der 
Funktionenlehre (Journ. f. Math. 74 [1872], S. 173ff.) und Helmholtz: 
Z'ahlen und Messen erkenntnistheoretisch betrachtet (Philosophische 
Aufslitze, Ed. Zeller gewidmet, Leipzig 1887; wieder abgedruckt: 
Wissensch. Abhandlungen, Bd. 3 [1895], S. 359ff.)- Bei Helmholtz 
(a. a. 0. S. 362) findet sich insbesondere sohon der Hinweis auf die 
dekadisohe Ziffernschrift als eines Mittels, „um (Jurch Combination von 
nur zehn verschiedenen Zahlzeichen in einfacher und leicht verstand- 
licher Weise die Reihe (bc. der Zahlzeichen) unbegrenzt fortzusetzen, 
ohne je ein Zeichen zu wiederholen“; ferner die Definition der Be- 
ziehungen a>b und a = b gerade so, "wie in Nr. 1 der Einleitung 
angegeben wird. M. fasch (Grundlagen der Analysis, Berlin u. Leip¬ 
zig 1909) ffihrt die natlirlichen Zahlen (a. a. 0. § 10) unabhfingig von 
der dekadischen Ziffernschrift ein und bentltzt diese letztere nur als 
Mittel zur Namengebung (a. a. 0. § 15; vgl. auch desselben Verfassers: 
Veranderliche und Funktion, Leipzig u. Berlin 1914, § 24). 

Die von mir bereits im Vorwort zur ersten Ahteilung (S. VIII) 
ausgesprochene Vermutung, dafi die hier gegebene EinftLhrung der 
geordneten nod unbegrenzt fortsetzbaren Folge der nattirlichen Zahlen 
vom Standpunkte der reinen Logik aus als unzureichend angesehen 
vrerden wtlrde. hat sich crelecrentlich einer (ttbricrens sehr eincrehenden 
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und aufierordentlich anerkennenden) Besprechung der beiden ersten 
Abteilungen 1 ) dnrohaus bewahrheitet Immerhin gibt der Verfasser 
jener Kritik selbst zu, daB znrzeit weder die Mengenlehre , noch die 
Peanosche Axiomatik *) als eine injeder Beziehung ausreicbende logisehe 
Gruudlage der Mathematik gelten kSnne und daB man andererseits, 
zumal bei einer mathematischen Darstellung elementareren Charakters, 
„notgedrungen darauf verzickten mttsse, in der logischen Grnndlegung 
usque ad initium, bis zum bitterea Anfang, zurilckzugehen"; daB man 
ferner denjenigen Einwaud, der gegen die angebliche Existing der er- 
forderlichen Grundeigenschaften bei dem besohriebenen Zeichensyptem 
zn erheben sei, beseitigen konne, indem man dieselbe als uhbewiesenen 
Grundsatz hiunehme. Mit diesem Auskunftsmittel konnte ich mich 
allenfalls abfiaden, wenn es meiner Denkweise aucb mehr entspricht, 
die fraglicbe GewiBheit der inueren Anschauung zn entnebmen. Ob 
vielleicht durch eine im Peanosoben Sinne axiomatische oder an den 
Begriff der EardinahaM ankntipfende mengentheoretische Einfdbrung 
der naturlichen Zablen dem Bedtlrfnisse der Anfanger besser gedient 
werde, balte ioh f(ir mebr als zweifelhaffc. 1m tibrigen w&re damit 
doch immer nur ein erster Sobritt getan, der nacb meinem Dafttrhalten 
f(lr ein weiteres Fortscbreiten zum allgemeineren Begriffe der redlen 
Zablen nocb keinerlei Direktive gibt. Will man bberbaupt zn einem 
brancbbaren allgeineinen ZaMbegnff gelangen, so muB doch, wie ich 
dies bereits bei frBberer Gelegenbeit (s. [28], S. 78) ausgesprocben 
babe, yor alien Dingen ein Mittel gefnnden warden, nm erstens alle 
moglichen als ZaJdcn bezeicbneten ObjeUe und zweitins die zwisohen 
ihnen bestehenden sogenannten Grofieribcz iehungen unter einen 
gemeinsamen Gesichtspunkt zn bringen. In dieser Beziebung‘scbeint 
mir die von mir befolgte und (wie ich glaube, zum ersten Male) in 
alien Einzelheiten konseqnent durchgefiihrte Metbode gegentlber den 
mir bekannten elementaren Darstellnngen dieses Gegenstandes immer- 
hin einen merkliohen Fortscbritt zn bedeuten. 

Ausfllbrliobe Literaturangaben betreffs der verschiedenen Metboden 
znr Eiuf&hrung deB Zablbegriffs gibt die Enc. fr. 11 (J. Tannery et 
J Molk d’aprfes H. Schubert: Principes fondamentauxdel’arithmdtiqae, 
N?* 1—7). Hinzuzuffigen: E.V. Huntington, Complete sets of postu¬ 
lates for the theory of positive integral and positive rational numbers 
(Transact. Am. Math. Soo. 8 [1902], p. 280). — 0. HSlder, Die Arith- 
metik in stronger Begrflndung (Programmabh. Leipzig 1914). 


1) Gait, gel Anzeigen, 1919, S. 891—847. 

9) Aritbmetdoei principle nova methodo expoiita. Torino 1889. 
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Zu § 2 (S. »ff.) nnd § 4 (S. 24ff.). 

Die rekursorische Definition der Addition und Multi pi ikation so- 
wie die Beweue flir deren Grundeigenschaften vermittelst vollst&ndiger 
Induction rfihren von Hermann Grafimann her (Lehrbnch der Arith- 
metik flir hBhere Lehranstalten, Berlin 1861). 1 ) Doch weicbt GraB- 
manns Darstellung von der hier gegebenen insofem wesentlieb ab, 
als er neben den naturlichen, also positiven ganzen Zahlen von vom- 
herem auch die negativen nnd die Null einfiihrt. Die vorliegende Dar¬ 
stellung nahert sich mehr derjenigen, welche R. Dedekind, wohl un- 
abhangig von Grafimann, in seiner Schriit: „Was sind und was sollen 
die Zahlen ?“ Braunschweig 1887 (S. 44 — 49) gegeben hat. 

Zu § 8, Hr. 1 (S. 41/48). 

Es warden daselbst die Efrilche ^ (bei beliebigen ganzzabligen 
a > 0, 6 > 0) in der Weise eingeftlhrt, daB die flir die „uneigentlichen M 
Brfiche bereits als notwendig erkannten Ordnungs- und Rechnungsregeln 
auf Grund einer „getcissen logischen Notwendigkeit" (wie es auf S. Vll 
des Yorworts, vorletzte Zeile heiflfc) nunmehr definitionstveise auf die 
Gesamtheit aller mdglichen — ausgedehnt werden. Der Yerfasser der 
bereits oben erwShnten Besprechung in den Gottinger gelebrten An . 
zeigen macbt dazu die Bemerkung, man tate besser, diese ^getoisse* 1 
logiscbe Notwendigkeit durch eine voUstandige zu ersetzen, indem man 
zunhcbst — durch die Beziehung: 



defmiert, aus der sich dann alles weitere ohne jede WillkHrlichkeit ein- 
wandfrei ergibt. In der Tat habe ich diesen Weg in meinen Yor- 
lesungen frflher eingeschlagen, habe lhn aber neuerdings verlassen* 
weil er — beztiglioh d'er negativen Zahlen zwar noch gangbar — bei 
der EinfBhrung der Irrationcdzdhlen ganzlich versagt. Gerade fttr diese 
KrSnung des ganzen Auf bans der reellen Zahlen eine dem AnfSnger 
mSglichst zwanglos einleuchtende form zu finden, habe ich ftlr eine 
Hanptaufgabe m einer ganzen Darstellung gehalten. Der Eindruck einer 
erheblioben Willkflrlichkeit scheint mir aber bei der EinfUhruug der 
irraiiondLm bzw. der cdlgemeinen reellen Zahlen unvermeidlich, wenn 
die hierzu dienliche Methods nicht schon da hinliinglich vorbereitet wird, 

1) Du lftngst vergriffene, ancb auf den biesigen Offeutlicben Bibliotbeken 
feblende Bach 1st wenigetena teilweise (es rind die enten fi6 Seiten) in Grafi- 
m-anna gesammelten Werken, Bd. II, 1, B. 906—848 wieder abgedrnckt worden. 
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wo es sich zunachst nur um eine systematieche Bestatigung von Regeln 
hand el t, deren Gebrauoh dem Anfanger bereits vollstandig in Fleisoh 
und Bint ilbergegangen ist Das diirfte aber sicher bei den jpositiven 
Briichen zutreffen, nnd zwar nur bei diesen, da schon bezflglioh des 
Rechnens mit negativen Zahlen die Schultradition zumeist wenig ge- 
eignet ist, die hierbei naturgemafi auftretenden Zweifel zu beseitigen. 
Ffir den Anfanger, der die Brauchbarkeit der fragliohen Methode bei 
ihrer Anwendung auf die positiven Briiche mGhelos kennen gelemt 
nnd bei der Begrtindung der Regeln fUr die negativen Zahlen bewabrt 
gefnnden hat, mufi naoh meinem Dafflrhalten der analoge SchriR bei 
EinfGhrung der allgemeinen reellen Zahlen, n&mlich die Art des Dber- 
ganges von den rational konvergenten zn den schlechthin konvergenten 
Zahlenfolgen, geradezu den Gharakter der Selbstverstaudlichkeit besitzen. 
Nach alledem scheint mir aber der didaktische Gewinn des yon mir 
eingeschlagenen Weges so erheblich, dafi die dabei erlittene Einbnfie 
an „z win gender Notwendigkeit“ nicht als aussohlaggebend in Betracht 
kommen diirfte. 1 ) 


Zu § 19, Nr. 8 (S. 115). 

In der Fnfinote 2 fin den sich im Anschlufi an die im Texte GL (4) 
gegebene Definition der Schreibweise {A v } = 0 die beiden Bemerkungen, 
dafi ans: {.A y } = 0 (znr Bezeichnnng der Null - Konvergenz der FoJge 
{.4 y }) stetfl folgt: wenn die \C V \ imlerhalb einer posi- 

tiven Zahl bleiben; nnd dafi umgekehrt: {J-„} = 0 aus: {(7,A y } — 0 
heryorgeht, wenn die \G V \ oberhalb einer positiyen Zahl bleiben. Ich 
glaubte die Verstandeskrafte meiner prasumtiven Leser weder zn tlber- 
schatzen, noch zu tlberlasten, wenn ich ihnen zumutete, die naoh 
meinem Daffirhalten aus dem ganzen Zusammenhange hervorgehende 
Richtigkeit dieser heiden Bemerkungen ohne weitere Erlauternng einzu- 
sehen. Leider hat mir dieser yielleioht etwas allzn leichtfertige Optimis- 
mus den folgenden scharfen Verweis des am Anfang der letzten Fufi- 

1) Naoh Angabe des Beferenten einer angesehenen mathematisohen Zeitsohnft 
soil die obige Methode in Vorlesutigen sob on vtelfach benQtzt worden sein. Es 
liegt mir ferir, diene angebliohe Tatsaobe bestreiten an wollem immerhin wire 
es yielleiobt nicht gana nnpassend gewesen, wenn der Herr Kntiker znr Unter- 
rttltenng seiner etwaB ragen Behanptnng einige jener aahlreiohen Vorlesnngen 
namhaft gemaobt h&tte. 

Wenn f^rner in einer anderen Bespreohnng dieses ersten Abscbnitts gesagt 
wird, die Einfflhrang der rationalen und irrationalen Zahlen, des Grenzwert- 
begriffs new werde von mir zum grofien Toil ILhnlioh dargestellt wie in der 
Arithmetik von 0. F&rber (Leipzig 1011), bo muB ich dieses Lob beacheiden 
ablehnen, da mein Stendpnnkt dem F&rberscben genan entgegengesetzt 1st. 
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note erwfihnten Kritikers zugezogen: „S. 115 werden Grenzwerts&tze, 
die, wenn aach einfaob, doch von hervorragender Wichtigkeit Bind, 
in Fuflnote 2 nnr flflchtig abgetan. 1 ) Die Satze selbst werden alsbald 
im Text htlufig gebraucht." Da ich Ton der ersten der oben angeftthrtei* 
Bemerkungen nur ein eineigcs Mai (auf S. 139 — fibrigens unter ge- 
wissenh&ftem Hinweis auf jene FuBnote), von der etceiten im ganzen 
Buche niemals Gebraucb gemacht babe, so beanspruche ich kein maB- 
gebendes Urteil dartiber, bis zu welqhem Grade jene zwei Bemerkungen 
ale Orenmertsdtee von hervorragender Wichtigl.eit anzusprechen Bind. 
Dagegen mufi icb die Bezeicbnung ibrer im Mittel maligen Ver- 
wendung als einer hS/ufigen ftir etwas fibertrieben erklaren. 

Zu § 22, Nr. 1 (S. 125). 

Die hier als konvergente Zahlenfolgen (cj) bezeiohneten, durch eine 
Bedingung von der Form | c„ + — c H | < s (q = 1, 2, 3, • • •) charakteri- 
flierten unbegrenzten Folgen rationaler Zahlen werden von Heine 
(Journ. f. Math. 74 [1872], S. 174) Bchlechtlnn als Zahlenreihen f von 
G. Cantor (Math. Ann. 21 [1883], S. 567) als Fundamentulreihen, von 
J. Thomae (Elementare Tbeorie der analytisohen Funktionen einer 
komplexen Veriinderlichen, 2. Aufl., Halle 1898) als reguldre Feihen 
bezeicbnet. Die Beniitzung des Auedrucks , t konvergent u in dem oben 

1) Der betreffende Kritiker schemt flberhanpt FuBnoten als etwas ungemein 
Ver&ohtliches anzusehen, wie aas dem folgen den (der gleichen Besprechung ent- 
nommenen) Satze hervorgeht: „Die Original abhandlangen des Verfassers Bind 
h&uflg dnroh sorgfiltig ansgewhhlte Beispiele and Gegenbeispiele be Bonders 
instruktir; im jetzigen Bach Bind, vom letzten Kapitel abgesehen, die Beispiele 
meist za FuBnoten degradiert. 11 „Degradiert“ finde ich schon recht hart Aber 
hiervon abgesehen • es hat mioh huBerst peinliob dberrascht, daB mit dieeer ,,Degra¬ 
dation 11 anch der gtlnzliche Verlust der instruktiren Qaalithten verbunden sein 
soil! tJbrigens habe ich in wohleiwogener Absitht einfache und hiree Beispiele 
nur dann in FuBnoten untergebrncht, wenn es mir zweckm&Big schien, sie, ohne 
den Zusammenhang des Testes zu nnterbreohen, gane unmitteibar an ein bestimm- 
teB Bchlagwort oder eine hunt Qemerkung deutlioh sichtbar aneuschliefien, statt 
sie (nach meiner Meinung i oeniger instruktiv) erst am Schlasse eines Absatzes 
nachhinken zu lassen. AusHlhrlichere Beispiele, die zur Erl&uterung einer lOngeren 
Betrachtung, eines Lehrsatzes oder einer Metbode dienen sollen, •baben stets im 
Text Flats gefunden. Wenn weiterhin derselbe Herr Kritiker in seiner Bespreohnng 

des zwei ten Abschnitts es tremllngelt, daB ich Beihen wie nnd taueend (1) 

andere zur Verfflgung stehende nicbt als Beispiele fflr Reiben-Summation aus- 
genfltzt h&tte, so kann ich nur lebhaft bedauern, daB er weder Proben aus aeinem 
Qppigen Yorrate geeigneter Beispiele mitgeteilt, nocb verraten hat, wie ich es LUtte 
machen sollen, urn weuigsteus die (auf 8.447, FuBnote 1 ausdrflcklich von mir er- 

wfthnte) Formal ^ ohne jedes Hilfsmittel der Fonktionenlehre dbtuleiten. 
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angegebenen Slime 1 ) (also unabhangig von dem Begriff des Grows- 
weris) dfirfte von Ch. Mdray (Nouveau precis d'analyse infinitesimals, 
Paris 1872, p. 2) herrOhren, der mit variants convergente bezeichnet, 
was bier Tconvergente Zahlenfolge genannt wird. Suite convergent 
findet sicb wohl zuerst bei Jules Tannery, Introduction & la thdorie 
des fonctions d’une variable (Paris 1886), p. 25. 

Zu § 28 (S. 184 IT.). 

Die im Text gegebene, im Gegensatz zu dem iilteren, wesentlioh 
gcometrischen Betracbtungen entnommenen Irrationalzahlbegriff, rein 
arithTnetische Einffihrungsart der allgemeinen reellen , insbesondere der 
irrationalen Zahlen mit Hilfe der konvergenten Zahlenfolgen rfthrt von 
Gh. Meray und G. Gantor her, 'welche diese Methods unabhangig 
voneinander aufgefunden haben, Mdray hat die GrundzQge Beiner 
Theorie bereits im Jahre 1869 veroffentlicht (Revue des socidt6s sa- 
vantes: sc. math. (2), 4, p. 284) und in seioem 1872 erschienenen: Nou¬ 
veau precis d’Analyse inflnitdsimale wiederholt. In demselben Jahre 
erschien auch Gantors erste Publikation fiber diesen Gegenstand 
(Math. Ann. 5 [1872], S. 128) und eine (zum Teil auf mfindlichen Mit- 
teilungen Cantors beruhende) ausfllhrlichere Darstellung von E. Heine 
(Jonrn. f. Math. 74 [1872], S. 178). Letzterer bezeichnet dabei diese 
Theorie nicbt unpassend als eine gltlckliche Fortbildung einer anderen, 
gleichfalls rein arithmetischen EinfELhrungsart der Irrationolzahlen, deren 
sich bereits seit lingerer Zeit E. WeieratraB in seinen Yorlesungen 
fiber analytische Funktionen bedient hatte. Einen kurzen AbriB ihrer 
Grandprinzipien hat zuerst H. Kossak verSffentlicbt (Progr. des Werder- 
sohen Gymnasiams, Berlin 1872\ ansfUbrliche Darstellungen findet 
man in V. von Dantsohers „Vorlesungen fiber die WeierstraBische 
Theorie der irrationalen Zahlen' 1 (Leipzig und Berlin 1908) und in 
G. Mittag-Lefflers Abhnndlung „Die Zahl: Einleitung zur Theorie 
der analytischen Funktionen" (Tdhoku Math. Journal 17 [1920], 
p. 158—209 . Das in dem vorliegenden ZusammenhAnge best&ndig auf* 
tauchende Jahr 1872 hat noch eine dritte arithmetische Theorie der Jrratio- 
nalzahlen an das Licht der Offentlichkeit gehracht, diejenige von R,Dede¬ 
kind (Stet gkeit und irrationals Zahlen. Braunschweig 1872). Sie beruht, 
im Gegensatz zu der Weierstrafi sohen undMdray-Cant o rschen Theorie, 
nicht auf der Benfitzung irgendeines arithmetischen Formalismus, son- 
dem auf dem Prinzip des sogenannten (Dedekindschen) „ Sckniites 11 , 
wo von im zwelten Bands dieser Yorlesungen nooh die Rede sein soil. 
Fflr eine al lgemeine Orientierung fiber die Entwicklung des Irrational- 

1) VgL dagegen die Anmexknng zu |9 26, 44 S. 027, Absatz II. 
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zahlbegriffs nnd der hierauf beziigliohen Theorien dfirften die ent- 
sprecliendeii Para graph en der beiden Encyklopadie - Auegaben gate 
Dienste leisten (D. Enc 1 A 3, 8 49 — 62; merklich vervollstandigt: 
Enc.fr. IS, p. 133-174). 

Zu S. 143, am Schlusse von Nr. 7, ist hinzuzufQgen: „Die fruber 
(S. 74/6) ilber den dbsoluten Beirag von Summon, Differenzen, Pro- 
dukten nnd Quotienten rationaler Zahlen bewiesenen Satze lassen sich 
ohne weiteres auch auf beliebige reelle Zahlen rLbertragen.'* 

Zu g 25 (S. 148ff.). 

Die grundlegenden Begriffe und Satze dieses Paragraphen stammen 
aus G. Cantors ersten mengentheoretischen Arbeiten: „tlber eine Eigen- 
scbaft des Jnbegriffs alter reellen algebraischen Zahlen" (Journ f. Math. 
77 [1874], S. 258) und „Ein Beitrag zur Mannigfaltigkeitslehre" (eben,- 
das. 84 [1877], S. 242).. Den sehr einfachen (auf dem sogenannten 
Diagonalverfahren beruhenden) Beweis des Satzes auf S. 158 hat Can¬ 
tor in der Note: „Uber eine elementare Frage der Mannigfaltigkeits- 
lehre" (Jahresb. d. DeutschenMath.Ver.1 [1892], S. 75) mitgeteilt, naoh- 
dem er bereits in der ersten der oben angefuhrten Arbeiten den frag- 
lichen Satz weniger einfach bewiesen hatte. 

Zu g 2G, Nr. 4 (S. 161) und g 44, Nr. 1 (S. 293). 

tfber zweckmaBige Begrenzung des Inhalts und TJmfangs der Be- 
zeichnungen Grenzwertexistenz, Konvergenz und Divergenz besteben unter 
den Mathematikem leider noch erhebbche Meinungsverschiedenheiten. 

DaB die Aussage, A v habe fiir v —► oo unter den auf S. 164 des 
Teztes angegebenen Bedmgungen den Grenztvert + oo bzw. — oo, 
im Grunde genommen einen offenbaren Widerspruoh enthalt, wurde 
a. a. 0. bereits hervorgehoben. Andererseits hat sich die Schreibweise: 

(1) lim A v = + oo bzw. = — oo 

zur Kennzeiohnung des in Frage stehenden Falles als durchaus ntltz- 
hch erwiesen und ist so allgemein flblich geworden, daB sie schwer- 
lich in absehbarer Zeit wieder verschwinden dflrfte, keinesfalls aber 
einfach ignoriert oder gewissermafien verheimlicht werden kann. Es 
muB also doch irgendeine Mbgliohkeit bestehen, den Inhalt der For- 
mel (1) auch mflndlioh zu verbreiten und da dies wohl kaum wesent- 
lich anderB geschehen kann, als mit den Worten: „Der Limes von A* 
fQr unbegrenzt wachsendes v ist positiv bzw. negativ unendlich ", so 
scheint mir kein anderer Ausweg flbrig zu bleiben, als diesem IAmes f 
auf deutsch: Grenzwert „ Unendlich", ircrendeine Art vnn 7 wm- 
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Cber Grenzwertexistenz, Konvergenz und Divergent. 

erkennen. Hiernach erscheint es mir hochst inkonsequent und daher 
irreffihrend, wenn mancho Autoren 1 ) trotz gleichzeitiger Benfltzung der 
Sohreibweise (1) unter der blofien „Existenz eines Grmzwerts u (ohne jeden 
weiteren Zusatz) alleraal und ausschliefilich die Ezistenz eines endlichen 
Grenzwertes verstanden wissen wollen. Um in dieser Hinsicht jedes 
Mifizerstandnis zn beseitigen, sobien es mir zweckm&Big, die Existenz 
eines Grenzwertes mit Einbeziehung des Falles yon GL (1) durch den 
Zusatz „im weiteren Sinne“ zu charakterisieren, dagegen bei Ausschliefiung 
dieses Falles sie ausdrficklich ala Ezistenz eines endlichen Grenzwertes, 
gelegentlich auch als Ezistenz im engeren Sinne zn bezeichnen. 

Die Konvergenz einer Zablenfolge wird, statt durch. die von uns 
zur Definition bentttzten Ungleichungen (s. S. 126 und 161—162), haufig 
durch die Forderung der Existenz ernes Grenzwerts definiert. Dabei gehen, 
im Gegensatz zn der fibergrofien Majoritat, einzelne Mathematiker *) so 
weit, diese Fordernng in dem oben bezeichneten weiteren Sinne zu ver- 
stehen: sie bezeichnen demnach auch Zahlenfolgen mit dem Grenzwert 
+ oo bzw. — oo (in offenbarem Gegensatz zur etymologischen Beden- 
tung des Wortes) zunachst als Convergent, sehen sich dann aber zur 
Vermeidung yon anderweitigen TJnstimmigkeiten genbtigt, unendliche 
Beihen , deren Partialsummen nach + <x> bzw. — oo ,Jconvergieren", als 
divergent zn bezeichnen und demgemafi den Begriff der Beihenkonvergenz, 
wie sonst allgemein fiblicb, anf die Ezistenz eines endlichen Grenzwertes 
zn beschranken. 8 ) 

Scheint hiernach zum mindesten in bezng auf den Begriff der Kon¬ 
vergenz unendlicher Beihen bei den yersohiedensten Autoren vollst&ndige 
tTbereinstimmung zu herrschen, so zeigen sich bei der Begriffsbestim* 
mnng der Divergenz nnd ihrer besonderen Abarten erhebliche Differenzen. 

1) Siehe z. B. die auBdrfiokliohe Bemerkung yon E. Landau, Handbuoh der 
Lehre yon der Yerteilung der Primzahlen, I (Leipzig und Berlin 1909), 8. 17, 
FufinoteS.—Ahnlich Jules Tannery, Introduction & la tbdorie des fonctions d'une 
yariable rdelle, &L, I (Paris 1904), p. 86. t)brigens fflgt T. die Bemerknng binsu, 
es sei „assez singulier de ne pas oser dire que a une limite infinie, ou a 1’inflni 
pour limite, quand on dorit lim u n » + oo". loh bin der Meinung, dab jeder, 

der sicb dieser Sobreibweise bedient, auch den ktibnen Wagemut besitzen sollte, 
lie im Bedarfsfalle in Worte zu fassen. 

2) Siehe z. B. E. Ges&ro, Elementares Lehrbueh der algebraisoben Analysis 
and der Infinitesimabreebnung. Deutsch yon G. Kowalevski (Leipzig 1904), 
8. 89. — 0. Garathdodory, Yorlesungen fiber reelle Funktionen (Leipzig und 
Berlin 1918), 8 88/89. 

8) Cea&ro, a. a. 0. 8. 118. — Garathdodory, a. a. 0. S. 102, FnAnote. 
(Man kOnnte diese Inkonsequenz.allenfalls in ftbnlicher Weiae reohtfertJgen wie 
die Bezeiohnung einea unendlichen Produkts mit dem Grenzwert Null all ernes 

. ml Jt. *-1--• OA W- * B 
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Nach dem Yorgange von Cauchy (Analyse algebrique, Paris 1823, 
p. 123 = Oeuvres, 21 Sdrie, III, p. 114) bezeichnen viele Mathematiker, 
vie auch auf S. 204 unseres Textes geschehen, jede Reihe, die nickt 
Jconvergiert, als divergent. Denogegenflber nennt Catalan in seinem 
Traitd dldmentaire des series (Paris i860\ p. 1/2 nur solche Reihen 
divergent, deren Partialsnmmen s a absolut genommen mit n ins Unend - 
liche vachsen, bezeichnet dayegen solche Reihen, deren Partialsummen, 
ohne (numerisch) ins Unendliche zu wachsen , Jceinen bestimmten Grenz- 
wcrt haben, als weder Convergent, noch divergent and demgemafi als un- 
bestimmt [„ series indetermin^es'' 1 )]. Da der zveite Teil dieser Aussage 
ganz unzveideutig nnr diejenigen Reihen umfafit, die nach nnserer 
Terminologie innerhalb endlicher Grenzen oszillieren , so hatte man nicht 
rur, vie die Catalansche Fassung zunachst vermnten lafit, zu den 
divergenten Reihen ausschliefilich diejenigen zu rechnen, fOr velche 
lim | s n | = 4-oo, sondemauch diejenigen, fQr velche nur lim | *« | “= + °°* 

it->oo n 

Im fibrigen macht Catalan beztiglich der „unbrstimmten u Reihen in 
einer FuBnote den folgenden Zusatz: „La plupart des auteurs font 
rentrer cette troisibme espbce de sdrie dans la catdgorie des series diver* 
gentes. Cette classification nous parait contraire & l’dtymologie et & la 
signification habituelle da mot divergent .“ Seit Catalan dieses schrieb, 
scheinea sich die Ansichten fiber die vorliegende Frage so auBerordent- 
lich verschoben zu haben, dafi es als recht zveifelhaft angesehen verden 
muB, ob heutzutage noch die Mehrzahl der Autoren die t) unbestimmien‘ l 
Reihen zu den divergenten zahlen. Insbesondere haben zahlreiche tmd 
vielfach verbreitete LehrbQcher, in denen die EinfUkrung in die Reihen* 
lehre eine maBgebende Stelle einnimmt, sich der Catalanschen Ter¬ 
minologie vollstandig angeschlossen oder gehen sogar noch dartiber 
hinaus, indem sie alle Reihen mit zwei verschiedenen Hauptlimites, auch 
venn einer oder beide unendlich, nicht als divergent bezeichnen. Man 
▼ergleiche z. B.: v M. A. Stern, Lehrbuch der algebraischen Analysis 
(Leipzig nnd Heidelberg 1860), S. 60. — K. Hattendorff, Algebraische 
Analysis (Hannover 1877), S. 27. — Weber- Wellstein, Enzyklop&die 
der Elementarmathematik, 1 (3. Aufl., Leipzig 1909), S. 889, 410. — 
Stegemann-Kiepert, Grundrifl der Differential- nnd Integralrechnnng, 
1 (11. Aufl., Hannover 1910), S. 222. — E. Ces3.r0, CorsO di analisi 
glgebrica (Torino 1894), p. 116. Auch in der deutsohen Bearbeitung 
Ces&ro-Ko valevski (vollst. Titel s.FuBnote 2 auf S. 927), S. 118. — 
Francesco d’Arcais, Corso di calcolo infinitesimals, I (Padova 1899), 
p.235. — Salvatore Pincherle, Lezioni di algebra complementore: 


1) Nach dcm Yorgange von L. Olivier ('Jonrn. f. Math, i riSS7l. 8 S1V 
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Analisi algebrioa (Bologna 1906), p. 181. — A. Capelli, Istituzioni di 
analisi algebrica (Napoli 1909), p 416. — Maurice Godefroy, Theorie 
dldmentaire des series (Paris 1908), p. 26/27. — E. W. Hobson, The 
theory of functions of a real variable etc. (Cambridge 1907), p. 455. — 
T J. J’a. Bromwich, Introduction to the theory of infinite series 
(London 1908), p. 2, 15, 261. 

Die Zusammenstellung der vorstehenden, auf ann&hernde Voll- 
standigkeit keinerlei Anspruch machenden Liste erschien mir einiger- 
mafieu nfltzlich, da ich in der bereits oben angefochtenen Besprechung 
von Abteilung I dieses Buches die nach dem Gesagten vollig haltlose 
A us sage gefunden habe, fUr die nach + oo bzw. — oo divergierenden und 
dtte mog'ichen osefflierenden Zahlenfolgen sei die gemeinsame Bezeichnnng 
divergent „so eingcbiirgert u 7 dafi daran nicht gertlttelt werden dfirfe. Der- 
artige kategorische Behauptungen soil ten eben nicht kurzerhand aus der 
Tiefeeines Kritikergemtttes geschSpft, sondernnnr auf Grand ausreichender 
Literaturkenntnis ausgesprochen werden, zumal wenn sie dazu bestimmt 
sind, kritischen Bernerkungen zur Grundlage zu dienen Damit hat es 
n&mlich die folgende Bewandtnis. Da ich mich von jeher der angeb- 
lich „so allgemein eingebttrgerten <f (Cauchyschen) Anwendung der 
Bezeichnung divergent" im Sinne von }J nicht-konvergent“ angeschlossen 
habe, so ergab sich mir das unabweisliche BedQrfnis, die besonderen 
nach -f oo oder — oo divergierenden Zahlenfolgen bzw. Beihen durch 
ein geeignetes Beiwort aus der Menge der fibrigen gleichfalls als diver¬ 
gent bezeichneten herauszuheben. Und da andererseits bei den oben 
geschilderten grofien Meinungsdifferenzen in bezug auf die Abgrenzung 
des Begriffes „ divergent “ tats&chlich nur in dem einen Punkte bei alien 
Mathematikem vollstandige Eiustimmigkeit herrsoht, die Beihen mit 
dem Grenzwerte + oo oder — oo divergent zu nennen, einzelne Autoren 
sogar nur diese Gattung als divergent bezeichnen 1 ), so erschien es mir 
angemessen, Zahlenfolgen bzw. Beihen dieser Art als die „eigentlich 
dieergenten u anzusehen und als solche zu bezeichnen. Diesen Ausdruck 
habe ich bereits im Jahre 1899 in meinem Encyklopadieartikel (D. Enc. 
IAS, S. 68) eingefDhrt, und er ist inzwiscben, soviel mir bekannt ist, 
auch von and eren Mathematikem als zweckmGfiig befunden und fibers 
nommen worden. Dagegen flndet der Verfasser der fraglichen Bespre¬ 
chung „bei der popularen Bedeutung des Wortes eigentlich u darin „ge~ 
radezu eine Ungereimtheit 1 * , dafi eine divergent !e und nun gar eine eigenU 
lick divergente Folge mit einer Jcanvergenten die Existenz einea Gret vtr 


1) Biehe s. B. Bromwich, a. a. O. 8. 9, FuAnote. 
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voertes (sc. im weiteren Sinne) gemein haben soil. 1 ) Es scheint ihm d&- 
bei entgangen zn sein, dafi das gleichfalls populare Sprichwort: „Les 
extremes se touchent" (das flbrigens in mannigfachen Variationen bis 
auTAristoteles znrlickgebt) eine tiefe Wabrheit entbS.lt (ygl + oo 
und — oo, UnendlichgroBes und Unendlichkleines, Nordpol nnd Sfld- 
pol, Schwarz nnd WeiB usf.). Aber hiervon ganz abgesehen: es ist 
noch lange kein Beweis ftlr die „ Ungereimtheit“ ernes mathematischen 
Kunstausdrucks, wenn sein Wortlaat mit dessen y} pojmlarer“ Bedeatung 
im Widersprach stebt. Oder hat sicb yielleicbt ein so yorbildlich 
exakter Matbematiker wie WeierstraB einer „Ungereimtheit w scbaldig 
gemacbt, wenn er yon einer „ St die x = oc“ spricbt? Und entspricht 
es yielleicbt der „popolaren“ Bedentung des Wortes „dquivalent u f wenn 
man die Eeibe der geraden Zahlen als aguivdent mit der Eeibe der 
ganzen und sopar mit der Menge der rationden bezeichnet? Stebt es 
nicht ancb in schxoffstem Widersprach zu „popularer“ Ansdracksweise, 


wenn man 


00 

die Eeihe ^ • 100 r 


„t oesenflich starker konvergent u nennt 


als die Eeibe , obscbon ibre Glieder bis zum 100 l “ be- 

standig, nnd zwar zn nngebenerlicber GrSfie anwacbsen, wahrend bei 
der zweiten Eeibe das Anfangsglied cdlein die Snmme der Eeibe schon 
auf mehr als 30 Dezinpalstellen genan liefert? 

In der franzosiscben Ansgabe der Encyklopadie babe ich ilbrigens 
die Bezeicbnnng }) eigentlick divergent u dnrch „svmplement divergent u er- 
setzt (Enc. fr. 1,1, p. 184), da „proprement divergent 11 yon dem damaligen 
Eedakteur J. Molk als nnfranzBsisch beanstandet wurde. Da anderer- 
seits der fragliche Divergenztypus wobl unbestritten als der einfachste 
gelten dlirfte (wie er ja ancb fbr die einfachste Gattnng yon Zablen- 
folgen, die monotonen , als der einzig mogliche in Betracbt kommt), 
so bedarf wobl die Bezeicbnnng „eittfaehe Divergent tl keiner weiteren 
Eecbtfertigung und mag yielleicbt, zumal wenn man den bistoriscben 
Zusammenbang nicht kennt, unmittelbarer einleucbtend erscheinen, als 


1) Will man hierin flberhanpt einen Miflatand erblicken, so liegt seine 
Qnelle keineawega in der Bezeichnnng „ eigentlich divergent ", sondern in dem Um- 
atande, daB es sich wirklich n eingtbtirgert" hat, von einem Greniwert + oo bzw. 
— oo zn sprechen, lhn alio ala „eoistierend" anznaehen. Ea dflrfie aber aehr viel 
sweckm&Biger Bain, sich damit ein fir allemal abzufinden, ala in bezng anf die 
allgemein dblioh gewordene Schreibweue lim «■ ± oo eine Art Vogel-StrauB- 

Politik zn beobachten nnd „E cistern eines Qrentweriea“ obne jeden Zuaatc ala 
rOlhg gleicbbedentend mit v Convergent", d. h. Enstenz einea endlichen Grenz- 
wertea anznaehen. 
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der Ausdruck „eigentliche Divergenz". Nichtsdestoweniger Babe ich vor- 
gezogen, diesen letzteren bier beizubehalten, da er durcb die deutscbe 
Encyklopiidie schou eine gewisse Verbreitung erlangt bat. Auch babe 
ich, nm mit Neubildungen mSglichst sparsam zu sein, die Bezeich- 
nungen ^unbestimmt^ und t: oszilhermd u in dem vorliegenden Zusammen- 
bange unverandert Ubernommen, obscbon sie mir besonders wenig 
glilckbcb gewahlt scheinen. Eine Zablenfolge bzw. nnendlicbe Reihe 
ist ja vollstandig bestimmt, Venn jedes ibrer Qlieder bestimmt ist. Eb 
ist also docb eigentlicb widersinnig, sie eventuell gleicbzeitig ancb als 
unbestimmt zn bezeicbnen. Ferner: eine Zahlenfolge bzw. Reihe kann 
docb nur als oszillierend bezeicbnet werden, sobald die Glieder der Folge 
bzw. die Partialsummen der Reihe , als Fnnktionen des Index betrachtet, 
oszillieren 1 ), d. b. wenn sie keine (zum mindesten yon einer gewissen 
Stelle an) monotone Folge bilden. Aber eine solcbe Zablenfolge bzw. 
Reihe kann ja trotzdem sebr wobl ancb komergieren?) So osziUieren 

00 

z. B. die Partialsummen der Reihe (— l) 1 * * * * * ' -1 ■ bestandig um 

2 r 

dun Wert gegen welchen die Reihe scbliefilicb konvergiert. Man legt 
also bei der fraglicben Anwenduug der Bezeichnung „oszillierend u im 
Gegensatz zu der sonst tlblicben Praxis 8 ) in diese etwas hinein, was 
an und ftir sicb gar nicht darin entbalten ist: niimlicb die Forderung, 
daB die f) Amphtiiden u der betreffenden „Oszillationen“ nicht schlieB- 
I ich gegen Null konvergieren sollen. Ich babe, um diese Forderung 
zum Ausdruck zu briagen, ftir die franzdsische Encyklopddie statt „os- 
oillant" die Bezeichnung „discrepant rf eingefflhrt (a. a. 0. S. 188). 

Bei der zurzeit berrscbenden Tendenz, selbst einwandfreie und alt- 
bewabrte Fremdworter durcb sogenaunte Yerdeutscbungen oft recbt 
fragwiirdiger Natur zu ersetzen, babe ich indessen darauf verzichtet, 
von dem sicberlicb bocbst anstdBigen neuen Fremdworte „diskrepant w 
Gebraucb zu machen. 

t)brigens sei bei dieser Gelegenheit noch auf folgendes biugewiesen. 
Man pflegt doch wo hi allgemein Ton einer Reihe mit den beiden Haupt- 

1) Was so Lite denn uonst t fiszil\%eren u 'l I)er „Qrenztaert u dev Folge Oder die 

der Reihe dooh nioberlioh nicht, da ja beide gar nicht exiatieren. 

2) Analog nennt man ja anch die Funktion co • Bin” in der Umgebnng von 

x *-= 0 gerade eo gut oszillierend. wie %. B. sin-- oder ~sin~, obachon sie doch 

00 00 CO 

far x —*0 gegen 0 konvergiert and, wenn man lhr noch fflr <r 0 den Wert 0 

beilegt, fflr a) «= 0 stetig iflfc. 

Siebe die voriffo FnBuotrt 
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limites s und 5 zu sagen, sie oszilliere zwischen 8 und 8 oder inner- 
halb der Orenzen 8 und S (vgl. § 44, Nr. 1, S.294). Dieae Ausdrucks* 
weise legt die (falsche) Vorstellung nahe, dafi die Partialaummen zum 
mindesten fflr hinlanglich grofie Indizes oder, wenn man seine AnsprOche 
noch etwas heruntersetzt, wen i gate ns in unbegrenzter Z&lil sich inner- 
hdtb der Grenzen 8 und 8 bewegen. In Wahrheit steht aber auf Grund 
der Bedeutung der beiden Hauptlimites (vgl § 36, Nr. 2, S. 217) nur 
so viel fest, dab alle Partialaummen mit etwaiger Ausnahme einer end- 
licben Anzahl zwischen s — e und S + * liegen, sodafi also insbesondero 
heme einzige PartialBumme zwischen 8 und S zu liegen braucht und 
daher die oben nngefQhrte Ausdrucksweise als recht nngeeignet und 
ohne WamungBtafel geradezu irrefiihrend erscheinfc. 


(Beispiel: Es sei a v > 0 (v = 0,1, 2,.), lim ce r 

werde gesetzt: 

v-1+s'+ 2 ? <-«’ • a++«,)• 

i 

Alsdann hat man: 


und daher: 


8 *( t —i “ ^ ^ 


lims v «0, lims r »l. 

y->«D *-*• 


0 und m 


Die Heihe 1 + a 0 4* (— 1)* ■ (1 + a v _ 1 + a v ) oszitliert also naob 

i 

jener tiblichen Terminologie zwischen 0 und 1, obschon Twine einzige 
ihrer Partialsummen zwischen 0 und 1 liegt.) 


Zn | 87, Nr. 8 (9. 880288). 
Der t Jlauptsatz" Gl. (18) auf S. 230, wonach: 


lim 


«y 


lim 


a —a . 

v v —l 

K-K-i 


falls der Grenzwert redds (im weiteren Sinne) existiert , rflhrt Ton Stolz 
her („StolzBcher Grenzwertaatz“: Math. Annalen 14 [1879], S. 332; 
auch Allg. Aritbmetik 1 [1886], S. 173, Nr. 11), die Verallgemeinerung 
GL(18) auf S. 231 yon J.L.W.V. Jensen (Par. C.R 106 [1888J, S. 834). 
Weitere Literatur s. Enc. fr. 1 3, S. 200/1, Fufinote 253. 

Als ndtzlicheB Beispiel fdr die Anwendung dieses Satzes sei das 
folgende angefdhrt. Es werde gesetzt: 




Beiapiel eum Stolziohen Grenzwertaata. 
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wo a eine tyUiebige redle Zahl > — 1 bedentet. Naoh dem obigen Satze 
ergibt sich alsdann: 

Um - - l im (»+iy +1 —° +1 

l°+a a +-•• + *“ *-►« * a 


W.((l+I) a+, -l) 
a + 1 (nach Gl. (39), S. 230 fdr d ** 


Wegen lim (-) *= 1 kami man in dem Ausdrucke links 

v + 1 aucb durob v ersetzen und findet dnrcb Ubergang zum rezi- 
proken Werte die (insbesondere fflr die Entwioklangsgeaohicbte des 
Grenzbegriffs bemerkenswerte 1 )) Formel: 


lim 

y->oo 


i tt +8 g H-+»” 

*“+1 


_l_ 

«+i‘ 


Dieselbe laflt sich flbrigens anoh, obne auf den obigen Grenzwertsatz 
zu rekurrieren, mit Hilfe der sebr brauchbaren Absch&tzungsformel (111) 
S. 192 herleiten, n&mlioh (fflr A B > 0): 

O.J?-'(A-B) {<) A'-# (() 

Setzt man G = a + 1 und wendet den eweiten Teil dieser Ungleichnngen 
auf A ■=■ v, B *=* v — 1, den ersten auf A ** v + l f 2? = v an, so folgb: 

t '* + ‘-(v-l)* +, j>)(«+l)-**j^j(v + l)“ + 1 -v*+ 1 { ( _^ # °^ 0) 
und bieraus durob Summation fiber v » 1, 2, ••• n: 

»”+* < («+1) 2 ^ +d“+ 1 -1, 

i 

also durcb Division mit («+l)*n B+1 : 




« + 

und daber ftlr n 


oo: 


lim \ *■ t 


(aucb gnltig ftlr a — 0, in welobem Falls die obigen Ungleiobnngen 
in Identitaten flbergeben). 


1) Vgl. If. Oantor, Geichiehte der Mathematfk, I (1801), 8. 882ff. 
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Zu § 42, Nr. 4 (S. 279ff.). 

In meiner Abhandlung [10], welcter der wesentliche Inhalt der 
Paragraphen 40—43 entnommen ist, habe icli in § 3, Nr. 4 ft. (a. a, 0. 
S. 309 ft) ausschlieBlioh mit den a {v \ a^ v> ala den unteren und oberen 
Limites der v tea Zeile der Doppelfolge operiert, dagegen in der vor- 
liegenden Darstellung (s. S 279) noch die a v) , a (v> ala die unteren bzw. 

oberen Grenzen vop a (v) , a (v+ '\ .bzw. cfi v \ a? +1 \ . 

eingefQhrt. Ferner bezeiobnete leh solche Doppelfolgen (a (v) )> deren 
Glieder nnmerisch nnter einer endliohen Sehfanke bleiben und einer 
Beziehnng von der Form: 

(1) a (v) — s < a£ v) < <£ v) + « fflr: p^m, v>n, 

gentlgen, friiher (a. a. 0. S. 310, Gl. (62)) als gleichmafiig begrenzt, 
dagegen jetzt (b. S. 279, Gl (33)) unter der abgeanderten Vornus- 
setzung: 

(2) a (>) — * < < w W + e ftir p > m, v > n, 

als gleichmafiig beschrankt 1 ), da ja die a {v \ u' v) nicht, wie die « M , & 
als Limites der einzelnen (namlich v Un ) Zeilen diese gewissermafien 
begrenzen , sondem, auch von den Limites cdler folgenden Zeilen oft- 
hangendj nur. eine Art unterer bzw. oberer Schranke ftir die hinl&nglich 
entfernten Glieder der einzelnen Zeilen bilden. 

Die Veranlassung zur Einfllhrung jener im Vergleiohe an den 
a (l!) , aP begrifflich tomplizierteren u lv> , a {r) liegt darin, dafi der wioh- 
tige Satz (II) jener frOheren Darstellung (S. 315), der aioh in der 
dort gegebenen Fassung, d. h. unter der Pramisse (1) ala nicht umkehr* 
bar erwies (vgl S. 319, Nr. 3), auf Grand der Pramisse (2) nunmehr 
diese EigenBchaffc gewinnt, mit anderen Worten, dafi die jetzt all 
gleichmdfiige Besehrdnktheit bezeiobnete Eigenachaft der Zeilen nicht 
nur als hinreichende, sondem auoh als noiwendige Bedingung fiir das 
Zusammenfallen des unteren bzw. oberen iterierten Zeilenlimes mit dem 
unteren bzw. oberen DoppeUimes sich erweist, wie dies in Satz (IP 
der jetzigen Fassung (S. 287) ausgesprochen wird (vgl. hierzu tibrigew 
weiter unten die Anmerkung zu § 43). Ich verdanke diese Ver 
besserung einer gelegentlichen Mitteilung des Herm Hartogs. 


1) Et war mir dabei entgangen, dafi einige Mathematiker diese Bezeiohwuu 
in der Fanktionenlehre beieits in anderer Bedeatang gebrauohen. An diese 
Zwiespftltigkeit ist mm leider niohts mehr zu ftndern, nm so weniger, als ie' 
jene andere Yerwendung der fraglichen Bezeichnung nicht reoht sinngemVfl And 
(woxanf ioh bei anderer Gelegenheit zurQckmkommen gedenke). 
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Zu S. 279, Fufinote 1). Daselbst muU es la 110 1, |a M | statt 
|a w |, |a M | heifien. Zugleicb diirfte es zweckmafiig erscbeinen, nocb 
die folgende erlauternde Bemerkuug hinzuzuftigen. 

Die im Tezte gegebene Definition der gleicbmafiigen Besohrankt- 
heit bezieht sick zunacbst auf den Fall, dafi die Doppelfolge (a (v) J 
sowold nach unten, ids nach oben gleicbmafiig bescbrankt ist. Hierftei 
ist es ydllig gleicbgtlltig, ob man naoh (30) die als Zusatzbedingnng 
bestehende Voraussetzung: 



oder nach (32) die folgende: 



zugrande legt. Denn es folgt niobt nnr diese Bedingnng (32) aus 
(30), wie a. a. 0. ansdrtlcklicb bervorgeboben wird, sondern wegen 

anch umgekebrt (30) aus (32). Anders liegt die Sacbe ftlr den 
Fall einseitig gleicbmafiiger Bescbrankung nnd bier soli ansdrtlcklicb 
festgesetzt werden, dafi allemal die betrefTende zu der (nur die 
bzw. entbaltenden) Hauptbedingung (84 a) binzutretende Zusatz- 
bedingung im Sinne von (2) verstanden werden soli (wie ja aucb auf 
S. 287, Zeile 4 von unten ohne weiteres angenommen wird). Ist z. B. 
wieder lim = 5 W und Bind die Zeilen der Doppelfolge nur nach 

unten gleichmafiig bescbrankt, so kann immerbin ftlr gewisse, sogar 
fllr unendlicb viele v (vgL S. 272, (7), (8)) = + oo sein, wabrend 

andererseits nur so viel feststeht, dafi die a (v) oberhalb einer bestimmten 
(eventuell negativen) Zahl liegen, sodafi zwar nicbt die | a {v) |, wobl 
aber die | a^j unter einer endlichen Schranke bleiben. Das ent- 
sprechende gilt ftlr den Fall, dafi die Zeilen der Doppelfolge 
nur nach oben gleicbmafiig beschrfinkt sind. 

Zu § 48, Nr. 8 (S. 287/80). 

Der in der Hauptsaohe von Herm Hartogs berrtihrende Be- 
weis dafilr, dafi die gleichmdfiige Beschrdnhtheit auch eine noiwendige 
Bedingnng ffir die Endliebkeit und das Zusammenfallen deB iterierten 

1) Im Text S. 879 Ql, (SO) steht infolge eines Druokfehlers ■< A statt ^ A 
(was im flbrigen fflr alles Folgende dnrohaos nnwesentlioh ist nnd nnr als eine 
Art BohOnheitsfehler beim Yergleiobe mit (88) ersoheint). 
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unterm bzw. oberen Zeilenlimes mit dem entsprechenden Doppdlimes 
bildet, ist, vie Herr EL Hahn mit Recht bemerkt bat 1 ), nicht ganz 
vollstandig, da in der zu beweisenden Endformel: 

bz v. af]* <[ a w + a fflr [i>m, v>n 
anf Grand der darch Ungl (84a), S. 279, gegebenen Definition ledig- 
lich m, nicht aber n Yon a abh&ngen darf, wahrend bei der anf S. 289 
gegebenen gleichlautenden Endformel eine solche Abhangigkeit nobh 
besteht. Die erforderliche Ergflnznng ist durch ein mir znr Last fallendes, 
vfill ig unerklftrUches Versehen weggeblieben,macht aber nicht die geringste 
Schwierigkeit, da man leicht erkennt, dafi bei passender Wahl des von 
b abhangigen m jene Endformel auch nooh fflr eine gewisse AnznM 
vorangehender Zeilen besteht, deren Anfangsindex n dann nicht von s abhangt. 

Um aber bezflglich der im definitiven Endresultat nnnmehr wieder 
mit m und n zu bezeichnenden Zahlen jedes MiBverstflndnis auszn- 
sohliefien, mflchte ich den fragUchen Beweis mit der angedeuteten Er- 
ganzung, und zwar in ein err, vie ich glaube, noch etwas durchsich- 
tdgeren Anordnung vollstandig reproduzierem 

Es soli also gezeigt werden, dafi unter der Yoraussetzung (s. 
GL (3), S. 287): 

(l f ) Una o w = lim = a bzw. Um 5 W = Um *= o (d. h. endlich) 

*-+■<*> n,v-+a> ft,to 

die Beziehungen bestehen: 


(2') | a (v * | = A bzw. | | < £ fdr: v'>_n ) 

(3 f ) — t < bzw. a® 5^ -f a fflr: /i m, v > n, 

wo nur m von a abhangt. 


Beweii. Man hat nach GL (6a), S. 288: 

lim a (v) >= Um bzw, Um a w = Um « (v> 

und daher nach (1'): 

Um = q bzw. Um tF* «*= a. 

Daraus folgt zunaohst, dafi die 1| bzw. | | zum mindesten von 

einem gewissen v »= n ab unter einer endUchen Schranke bleiben, also 
wie behauptet, etwa: 

(2*) bzw. ffir v>n. 

Andererseits hat man r da mit wachsendem v die ab- 

nehmen, die aP* niemals atenehmen, fflr jedes v: 

(4 1 ) bzw. > o. 


1 ) Gbtt. geL An*eig«n, 1919 , B 144 . 
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Eig&nzung sum Beweiae dee Satssee II, B. 387. 

Aus der Voraussetzung: 

lim = a bzw. lim a ( t r) = a 

iu7V^*> 

and der Definition dee oberen und unteren Doppellimes (S. 261, 
UngL (7)) folgt, dafi bei beliebig Torgesobriebenem s > 0 nnd davon 
abbangigem, passend gewahltem m' } n r : 

a — s < a* r> bzw. < a + e fUr: fi > w f , v^W 
nnd daher, mit Bentltzung Ton (4'), um so mebr: 

(3'a) « <y) -« < o” bzw. af?< S M + * fdr: v^n'. 

Genau soweit filbrte der auf S. 289 gegebene Beweis (nnr dafi an 
Stelle der bier mit m' } n' bezeicbneten Zahlen dort m, n Bteht). Um 
nun scbliefllicb die Gtlltigkeit dieaer Ungleicbnngen, falls n f > n sein 
sollte, auf daB Gebiet v>n auszudebnen (sc. mit Hilfe passender Ab¬ 
andoning yon tn’) f geben wir Ton der Beziehnng aus: 

lim <z (v) = bzw. lim a iv) = d^\ 

* ~ * 

Stellt bier bzw. o (v) filr n < v < w f durcbweg eine endliche Zabl Tor, 
bo lafit sicb eine untere Sobranke m 9 filr p so fixieren, dafi: 

— a < a M bzw. + £ fllr: g > m v , n^v < n f 

nnd daber, wegen a** 3 < a** 3 bzw. um so mehr: 

(8'b) « w -a^ bzw. <£ 5^ 4* « filr: g^m^n^vKn 1 . 

1st dagegen fUr gewisse v des Interrolls »<*><«' (deren es 
ffir v ]> n insgesamt sogar unendlicb Tiele geben kann — TgL 
S. 272,T7)» (8)) o w = + oo bzw. a*” 3 = — oo, d. b. Um a^ — 4- oo bzw. 

_ jU->» 

lim «= — oo 1 ), so erkennt man unmittelbar, dafi bei passender Wahl 

W->00 ^ 1 .1 

Ton m v die Ungleicbungen (3 r b) erst recht bestehen bleiben. 

Die Zablen m v far v = n, n 4-1, • • • w f — 1 baben ein gewissea 
Maximum tn ff und die Ungleicbungen (3^ b) gelten sodann filr: 

g ^ w' f , v«», »4*1, ,M 

Dnrch Zusammenfassung dieses Ergebnisses mit dem in Ungl. (S'a) ent- 
baltenen findet man Bcbliefilich, wenn man mit m eine Zabl bezeiohnet, 
die mindestens ebenso grofi ist ale jede der beiden Zablen m\ w": 

(S') a (v3 — $ < afp bzw. a^ 3 < a (v) 4* * f&r g > m, v i> n, 
.ttbereinstimmend mit der ausgesproobenen Bebauptung. 

1) Die MOglicbkeit a^m ,—oo biw 5^ — + oo ersahelnt hier auegeecbloseen, 
da ja die nach union, die nach often besahriLnkt ilnd. 
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Abschnitt IL 

Zu § 44, Nr. 8 (S. 298). 

Die besondere Form der notwendigen und hinreichenden Kon- 
vergenzbedingung (11): lim = 0 rtthrt im wesentlichen von 

Cauchy her (Ezero de'^Math. 2 [1827], p. 221 ■= Oeuvres (2), 7, 
p. 267)- Die von Cauchy gewahlte nichfc ganz klare Fassung (deren 
wahrer Inhalt erst durch die von ihm selbst gemaohten Anwendungen 
zum unzweideutigen Ausdruck kommt) hat zu Mifiverstandnissen 
und Eontro verson geftthrt. Naheres dariiber findet man in [13] 
S. 327-834. 1 ) 

Zu | 45, Nr. 8, 4 (S. 807/10). 

Die Zerlegung der fQr die Eonvergenz einer Reihe notwendigen 
und hinreichenden Bedingungen in die beiden (einzeln notwendigen, 
zusammen auch hinreichenden) Bedingungen (6) und (7) (S. 307) habe 
ich in [19], S. 507 angegeben. Die Verallgemeinerung (16) (S. 310) 
der Bedingung (7), sowie deren weitere Verallgemeinerung (15) 
(S. 309) rflhren von Eronecker her (Paris 0. R. 103 [1886], p. 980; 
106 [1888], p. 835). 

Zu | 47ff. (S. 817). 

Die Arbeit [4]*), deren Inhalt die wesentliche Grundlage der in 
den Paragraphen 47—50, 52, 54—56 entwiokelten Eonvergenztheorie 
insbesondere der Lehre von den Eonvergenz- und Divergenzkriterien 
bildet, enthalt zahlreiche historisch-kritische Bemerkungen und Lite- 
raturangaben, auf welche hiermit verwiesen werdeh m6ge; aufierdem 
noch auf D. Enc. I A3, S. 77—91 und Enc. fr. I 4, p. 210—239. 

Zu | 48, Nr. 2, 8 (S. 826/8). 

Es wird dort auf Grand der Identit&t: 

(A) *, +j? 

1 

(wo 0 < M v < lim M n «= + oo) festgestellt, dafi eine Reihe von 

n->-oo 

der Form: stets divergiert, und zwar definitionsgemhfi 

1) Daselbst lit auf B. 898 ein Versehen steben geblieben, das ioh bei dieser 
Gelegenbeit beriobtigen mflehte. Es muB auf Zeile 18 und 17 statt: unendltcb 
grofi bsw. unendhch beidemal heifien: eon Null verschiedm. 

9) Auf der rweiten Zeile des Aufangesatzes muB es dort heiBen: mit beliebigon 
positiveu Oliedem (statt: mit positdven G lied era). (NRmlich mit Rtckeicht auf 
die sebon. 1818, also tor Oauoby pubbsierteu Gaufisoben Kriterien, die sioh 
nur auf eine apeoMlt Gliederfbnn besiehen.) 
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um bo schwacher, je langsamer M v mifc v ins Unendlicbe wachst, dafi man 
aIbo von irgendeiner bestimmten Roihe: ^(M —ausgehend be- 

liebig viele scbwacher divergierende Reihen: — JILT'_ a ) erzeugeu 

kann, wenn man M' v M v annimmt. Die spezielle Wabl: 

(B) M: = lgM, 


ffihrfc dann mifc BenQtzung der Ungleicbnng: 


(C) 


lgjf-lgjf,^ 


< 


K-i 


zum Beweis der Divergent von: 


(D) 


, M —M , 

X 1 v r—1 


und Bogar yon: 






M., 


und diesoB ErgebniB lafifc sicb nach Einffibrung der Bezeicbnungen: 

W 

^“4,. - M ,~x = d , •* B0: ■**. = <*, = s "’ 

o 

anch bo auasprechen, dafi gleicbzeifcig mifc der Reihe J£d v aucb die 
beiden folgenden (und zwar schwdcher ) divergieren: 

(E) —— (Safcz von Abel: Journ. f. Matb. 3 [1828], 8.81) 

und Bogar: 

(E r ) ^ — (Satz von Dini: Ann, dell’ Univ. Tobg. 9 [1867], p. 46). 1 ) 

Der Bcbon mehrfach erwabnte besonders einwandfrobe Krifciker kntipffc 
an diese Dedukfcion die Bemerkung, icb batte von dem „doch nicbfc ganz un- 
bekannten**) Abel-Diniscben Satze ausgehen und durcb die infinifcare 
Relation: „ ^ 

2Y=^lg (falls: <*„<«„) 

0 v 

die weifcerbin (d. h. bei der AufBfcellung von KriterienBkalen) dominie - 
rende Rolle deB Logaritbmus motivieren sollen, Bfcafcfc diesen lefczteren 
durcb einen blofien AM der Willkiir (e. Q1 <B)) einzufQbren. 

Hierzu mochte icb zunaobsfc vom bistoriBchen Sfcandpunkfc aus be- 
merken, dafi Abel aeinen fUr die damalige Zeifc aufierst merkwtlrdigen 
Safcz (E) durcb den gleicben „Willktirakfc M tiberhaupt entdecM, n&mlicb 
den Weg dazu fiber diejenige logarifchmiscbe Beziehung genommen bat, 


1) Anch alB Monographie nnter dem Tltel: SuTJe serie a teimini positivi n- 
aohienen (Pisa 1867, Tipogr. Nistri, p. 1—48, Biehe imbosondere p. 8). 

8) Der Zweok dieaer ungemein feinen izoniBohen Wendnng ist mir nioht 
gans ▼erat&n.dlioh. 
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welche genau der oben mit (0) bezeicbneten entspricht; dafi anderer- 
aeita Dini die Heranziehung deB Logarithmus bei der Herleitung seines 
Satzes (E r ) zwar vermieden, diesen letzteren aber uberhaujpt nicht be- 
wiesen bat, da Bein angeblicher Beweia nicht etwa nor unvollkommen, 
Bondem nach meinem Daftlrhalten ganzlicb verfehlt ist. Dagegen babe 
icb selbst vor dreiflig Jahren in [4] die Satze (E) und (E') 1 ) ohne Be- 
ntttzung von Logaritbmen Bebr einfach bewiesen (a. a. 0. S. 321/2), zu- 
gleich aber ayBfflhrlich motiviert (S. 323/4), warura icb eB nicht ftir 
zweckmaBig hielt, auf deni bo eroffneten Wege weiter fortzuBchreiten. 
Icb erwahne das nnr, um zu zeigen, dafi der oben genannte Yerbesse- 
rungsvorschlag ftir mich keineBwegs den Reiz beBonderer Neubeit be- 
sitzt. Im tibrigen scbeint mir sein derzeitiger Erfinder in einem ecbweren 
prinzipielleu Irrtum befaugen, wenn er annimmt, die dominierende Rolle, 
welche der LogarWimus in den Kriterienskalen fflr unendliche Reihen 
spielt, bernbe auf jenem Abelschen Satze. Icb denke, der Logarithmus 
spielt diese dominierende Rolle, mufi sie geradezu spielen, Uberall da, 
wo es sicb um feinere AbBtufangen des Unendlicbwerdens handelt, weil 
uns eine andere recbnerisch wobl definierte und durchforBchte (schliefi- 
lich „analytische“) Funktion ftir diesen Zweck nicht zur VerfQgung 
steht. Mit dem Abelschen Satze hat dagegen diese innerhalb der ver- 
schiedensten Qebiete der Arithmebik und Funktionenlehre maBgebende Stel- 
lung des Logarithm as niobt das geringBte zu tun. Und in dem vor- 
liegenden Zusammenbange (b. GL (B)) entspringt die Wahl AT = Ig Af y , 
wenn auchnicht einem unbedingten logiBchen Zwange, so dock vollig ziel- 
bewufit der tecbniBcben Notwendigkeit, ans der unendlichen Mmge der 
mSglichen Falle die rechnerisch brauchbarsien herauszuheben. Dagegen 
kann der dnrch den Scharfblick eines genialen Matbematikers entdeckte, 
nunmebr a posteriori leicbt zu beweisende Fimclfcdl der gleichzeitigen 
Dirergenz zweier voneinander abhangiger Reihen nur vermiltelst eines 
Kunstgriffs , namlich dnrch die in diesem Zueammenbange nur einer Art 


1) Sie encheinen dort ala Umkebrangen der Satie, dafi dai allgemeine Glied d v 
einer divergenten Beibe (mit poeitiven Ghedern) eioh stets auf die Form: 


2fl—AT, M-M v _, 

v—l j r. 11- j _v » v —1 


and, falls d ¥ < 1, aaob: — „ —- bringen lZkfifc. Will man hier- 

■“y—t ^ AT —AT . / 

yon abeeben, io l&fit uiob die Divergent der Beibe 7 - ^—- (und damit 

Af — AT 

obne weiterSs aach diejenige Ton ^ 
der Ungleiohnng beweisen: 




y—1, 


n+1 


*y 


M 


**+e 


— K- A 

*y_l / 

■ 2;(K-K-0- 


AT. 


noob etwai einfacher mit Hilfe 


Af„ 


AT. 


+e 
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Gliidcsfall zu yerdankende Heranziehung yon Logaritlimen so wngeformt 
werden, dafl er zur Aufstellung eines DivergenzkriteriumB brauchbar wird. 
tTberdieB gewinnt man auf diesem Wege nicht den geringsten Einbliok 
in den Grad yon AUgemeinheit, welcher bierbei erzielt wird. Das gerade 
ist aber der Zweok meiner ganzen Kon vergenztheorie, die man nnter 
Verziohtleistuog auf tieferes Eindringen in die berrschenden Zusammen- 
hSnge meinetwegen ganzlich UberfldsBig finden, jedoch nicht dnroh un- 
yerstandiges Ab&ndem wesentlicher und wobldurchdachter BeBtandteile 
„verbeBBern“ kann. 

Zn § 51, Er. 6, 7 (S. 819/52). 

Das a. a. 0. behandelte tlbungBbeiBpiel flir die Anwendung der 
logarithmischen Kriterien erBter Art in ibrer ursprdnglichen (,,Bonnet- 
schen") Form (S. 336, Formel (G')) rilhrt yon Ossian Bonnet. Belbst 
ber (Journ. de Math. 8 [1843], p. 81) und konnte im Rah men dieser 
VorleBungen bentLtzt werden, da es lediglicb an die empirische Legendre- 
scbe Annaherungsformel, nicht aber an deren moderns, auf den (recbt 
komplizierten) Hiifsmitteln der analjtiBcben Zablentbeorie beruhende 
und daber bei der ySlIig in sicb gescblossenen Darsteliungsweise dieses 
BucheB nicht yerwendbare Vervollkommnnng: 

anknflpft (wbb icb ausdrdcklicb heryorhebe, da der aucb in der yorigen 
Anmerkung wieder erwahnte Kritiker in dieser UnterlasBung das „merk- 
wtlrdige Verschweigen" eines EauptergebnisBes erblickt und die Be- 
nQtzung der Legendredchen N&herungsformel geradezu „seltsam“ 
findet). Wer sicb im (ibrigen fiber die Entwicklung und den jetzigen 
Stand der dort nur, soweit es zur Erl&uterung des obigen Beispiels 
nOtig fichien, kurz bertihrten Frage nach der relatiyen H&ufigkeit der 
Primzahlen griindlioh orientieren will, sei auf die auBftlhrliche bistoriscbe 
Darstellung yerwiesen, die E. Landau seinem bereits zuvor (S. 927, 
FuBnote 1) erwiflmten „Handbuch der Lebre yon der Verteilung der 
Primzahlen" (S. 3—55) yorausgescbickt bat; sowie auf desselben Ver- 
fassers Vortrag: „ Gel Sate und ungeldste Probleme aus der Tbeorie der 
Primzahlrerteilung und der Riemannsohen Zetafunktion" (Proo. fifth 
internet congr. of math., Cambridge 1918). 

Zn | 58, Er. 8—8 (S. 866ff.). 

Mad war ftfiher der irrigen Meinung, dafi aus der Divergent der 
Reihen ^7* 2 9 — 1, 2, 3, • • •) die Beziehungen: 

(1) lim va r «= 0, (2) lim L k (v) • o r *= 0 (ft *=* 1,2,3, * • •) 
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ohne weiteres ala noiwendige Bedingung f(ir die Konvergenz der Reibe 
'Sa" berrorgehen. Catalan z. B. in seinem Traitd dlementaire dea 
series (PariB 1860) begnflgt aich unter Hinweis auf die Dwergenz dor 
genannten Reiben mit der Bemerkung: „CeB conditions n'exigent ail- 
cune explication “ (a. a. 0. S 17), nnd Belbat der in Beinen spateren Ar- 
beiten bo . scharfsinnige nnd von mir sehr hocbgeschatzte Dini biilt 
in der bereits oben (S. 939 FnBnote 1) erwabnten Abbandlong (Ann dell’ 
Univ. Tosc. 9 [1867], p 50/1) die fragliche Bebauptung (sogar in er- 
weitertem TJmfange) ohne jede weitere Erklarung aufrecbt. Erst durch 
meine TJnteraochangen (s. [4], § 6, S 343 ff., [6], § 5, S. 600 fit und [11], 
§ 3, S. 614ff.) warde insbesondere die Richtigkeit der Bedingung (1), 
und zwar nur ftlr den Fall a v > zugleicb aber aucb die Un- 

licbtigkeit der Bedingung (2) selbst fQr diesen Fall aufier Frage 
geBtellt. 

Eb entbehrt nicbt emeu gewissen Humors, dafi in der deutsoben 
Ausgabe der algebraiscben Analysis von CeB&ro 1 2 * * * * * ) gerade die oben ange- 
fbbrte Diniscbe Abhandlung (eine Jugendarbeit, die neben manchen be- 
merkenswerten Ergebnissen leider recbt grofie Ungescbicklicbkeiten und 
wirklicbe Fehler entbalt) als die einzige erwabnt wird, in welcber „all¬ 
gem einere Satze“ fiber Reibenkonvergenz zn finden Beien (a. a. O. S. 136, 
Fufinote , }). AllerdingB Bcbeinen dem Verfasser meine Arbeiten fiber Reihen- 
lebre einscbliefilich meines einschlagigen EncyklopadieartikelB bo v511ig 
unbekannt geblieben zn Bein, dafi sogar das bescheidene VerdienBt jenes 
zuerBtyon mir bewieBenen Satzes fiber die wahre Stellung der Bedingung (1) 
Herm Borel zugescbrieben wird (a.a.0 S.134, Fufinote \ obscbon diesei 
selbBt ibn auBdrflcklich als proposition due it M. Pringsbeim" bezeicbnet 8 ) 
Ob dieser bobe Grad biBtoriBcber Grflndlicbkeit oder Objektmtat mit 
der Tatsacbe zusammenhangt, dafi ich in meiner umfangreicben Ab- 
bandlung [4] gewisse auf die Konvergenz der Reiben Bicb beziebende, 
durcbaus unzutreffende Aufierungen Ce sfi.ros als Bolcbe zu kennzeicbnen 
versucbt babe (s. [4], die Fufinoten auf S. 808/9 and 348), lnsse icb 
dabingeBtellt, zumal icb niemals erfabren babe, ob der ihm zugeBandte 
Sonderabzug in seine Hande gelangt ist. 


1) Auaftthrliohe Titelangabe a. Fufinote 2, S 927. 

2) Dieae Fufinote gebflrt zu dem a. a. 0. bebandelten Kummerschen Kon- 

vergenzkriterium. Nichtedeatowauiger erscheint dann auf 8 . 160 ala neues Kon- 

vergenairiterium ein angeblicb tod F. Giudice herrflbrendea, -welobee auf den 

ersten Bliok ala eine (fibrigena nicbt sebr erheblicbe) Veracbleobterung dea 

Eummerschen an erkenuen iat. 

8) Lefoni auz lea adriea k tezmea poaitifa (Paris 1902), S. 18, Fufinote. 
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Zn § 66 (S. 400). 

Neben den Kriterien zweiter Art lasien sich anch solche bilden, 
die ich als i} erweiterte Kriterien eweiter Art u bezeich.net liabe; n&mlich 
solche, bei denen statt des Qnotienten zweier hmsekufiver derjenige 
zweier yoneinander beliebig entfemter Qlieder oder auch derjenige 
zweier Gliedergruppen in Betracht gezogen wird. NahereB darflber, ins- 
beBondere iiber den wicbtigsten Typua dieser Gattung, die Ermakoff- 
schen Kriterien a. [4], S. 886—804 nnd [27], S. 827/9. 


Zn § 61 (S. 487 ff.). 

Zn Nr. 1 Die Restabschatzungsformel GL (8), S. 438, namlich: 


( 1 ) 




»+i 


gestattet die folgende nfltzlicbe Yerallgemeinerung. 

1st a eine beUebige redle ZaJd > 1, so hat man naoh § 81, GL(Ib), 
S. 192 (wenn gesetzt wird: P = 1 + —t C ctj: 

(l +i)- >1 + ..i, 

also dnrch Mnltiplikation mit v a : 

(v + 1)“ > v*" 1 (v + a) 

and daber: 




a—1 ^ 1 

< j ■—f 


schliefilich 

< 2 ) 


(V + l) a (»- + l ) a - 1 ' (V + 1 )“ ^ v a 

1 _1_ l _v 

(* + l)“ (v + l)““V 

Dnrch Summation tiber v », n +1, • ■ • ft +jp — 1 ergibt aich weiter: 

1 /_i_i_\ 

-ffH * a ““-IV ** 01 " -1 (»+JP)"“V 

fl "p JL 

nnd hieraua fttr p —> oo: 

<»> 

eine Formel, die ftlr a *= 2 mit Gl. (1) CLbereinatimmt, 

1) Dai Auftreten einei GhMAtatoaeioheni iit bei dtesem Grenitibergange 
deflnitiy auigeiohloiien. Denn angenommen, man letstei 

'SI 1 _ 1 . 11 /1 _ 1 \ ■_1_ 1 

**"«— 1' 1 (n+1)*“V «—1 ’ (n+l) - - 1 ’ 

bo wflrde, mit Bendtznng v6n Ungl. (8) ffli ww, daram folgem 

OO 

v L 1 l 

J#.’’ «-»■(«+1)— 1 ' 

wu dem gefandenen RemUate widenpriobt, 
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Neben dieBer oberen Schranke luflfc sich aurh eine ahnliche untere 
fQr den betreffenden Reihenresfc angeben. Gehfc man anB Ton der 
Formel (lib), S. 183 (die sich im abrigen, wie auf S. 192 des nSheren 
auseinandergeBetzt ist, aueh leicht auf irrationale Exponenten tlbertragen 
lafifc) und setzt wiederum: P = 1 + —t c = a> 1, so folgt zunachBfc: 

l 


(i+i)'<i + .. 



» + l 

9 + 1 — a 


(fttr v > a — 1), 


also durch Mulfciplikafcion mit v a und Division mit v + 1: 


a — l 


und daher: 
schliefilich: 

(4) 


(v + 1)' 
1 


(r + l )*- 1 v a_1 


v — (a — l) 


a — 1 


■4>—(“rr- -r-sY 

a —1 V*' a 1 (” + 1) V 


worauB durcb Summation fiber v ■= w +1, n + 2, • ••M+i) ftlr p 
sich ergibt: 

( 6 ) 


oo 


_ i _ 

i v a a —1 (n + l/* -1 


Zu Nr. 2, 3 (S. 439/42). Eine allgemeinere, auf der Vertauschung 
der' Summationsfolge einer iterierfcen Iieihe beruhende Transformations- 
methods, welche die Eulersche als besonderen Fall enfchfilt, gibt 
A. A. Markoff: Differenzenrechnung, deufcsche Ausgabe (Leipzig 1896), 
S. 178/9. 

Zu § 00, Nr C (S. 496). 


Will man fOr den a. a. 0. behandelten Fall: 


«,=(- i) v «„ «, - (-1)' \ (r - o, l, 2, • • • • •). 


wo die a„, positive, mit v —► oo monoton gegeu Null konvergierende 
Zablen bedeuten, ohne Beniitzung der m Nr. 4 und 5 entwiokelfcen all¬ 
gem einen ErgebniBBe nur beweisen, dafi die fOr die Anwendung der 
MultiplikationBregel noiwendige Bedingung: 




0 


in dem vorliegenden Falle aurh hinreichend ist, so kann man nacb dem 
Yorgange von Herra G. H. Hardy (The multiplication of conditionally 
convergent series. Proo. Lond. Math. Soc. (2), 6 [1908J, p. 418) folgen- 
dermafien verfahren. 




Multiplication altemierender Rflihen. — Zahlenpaare. 
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Nach GL (19), S. 488 hat man: 


UV- w m 




Dabei ist jetzt: 

r= \ - \ + • • • + (-1 + (-1)-' + ‘+ • • • • 

und daher: 

y- r._, = (- i)-' +, (\_ r+l - +.), 

folglioh: 

i y- i s 


Hiernach findet man: 

W 

\v„y-K\£2 tt ' b *-" 

0 

w 

also, falls lim to n = lim ^ = 0: 

!!■>« «->«3 . ' 


d. h.: 


lim (U„ y- 1TJ = 0, 

n -> » 


lim. W H = U. V. 

n->« 


Abschnitt HI. 

Zn | 70, Nr. 8 (S. 685/6). 

Znr Bestatigung der in FuBnote 1 (S. 5361 geauBerten Ansiobt fiber 
den boben Grad von WtllldirlichkeU, don die EinfUhrung der komplexen 
Zahlen als Zahlenpaare mit sich bringt, yergleiohe man z. B. H. Burk- 
hardt, EinfOhrung in die Tbeorie der analytischen Fnnktionen (3. Aufl., 
Leipzig 1908), S. 3—8; H. Weber, Enzyklopfidie der elementaren 
Algebra und Analysis (3. Aufl., Leipzig 1909), S. 145; auch D. Enc.I A 4, 
S. 150/151, wo allerdings der Yersuch gemacht wird, die Willkfirlich- 
keit der Multiplikationsformel darch den Hinweis zu beseitigen, daB 
bei der TJntersuchung komplexer Systeme beliebig hoher Ordnung 
mit kommutativer Multiplikation die fragliehe Festsetzung der Multi¬ 
plikationsformel yor anderen yon yornherein ausgezeiohnet erscheint. 
Eine eingehende Begrtlndung der Rechnungsregeln fQr die gemeinen 
komplexen Zahlen auf Grund der Definition duroh Zahlenpaare gibt 
Herr M. Fasch im Anhange (S. 158fit) seines Baches: Ver&nderliche 
and Funktion (Leipzig und Berlin 1914). 
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Zu § 71 (S. 542 ff.). 

Zu Nr. 1 (S. 542/4). Eine zusammenfassende Darstellung ver- 
schiedener Untersuchungen fiber hohere komplexe Zahlen gibt Stolz- 
Graeiner: Theor. Arithmetik, Abt. 11 (Leipzig und Berlin 1915), 
S. 219—273. — 1m fibrigen s. D. Enc. 1 A 4 (S. 147—183): E. Study, 
Theorie der gemeinen und hoheren komplexen GrOfien 

Der hockst merkwflrdige Satz, daB man die Zahlenmenge 
X = g + Tji des „zweidimen8ionalen“ Bereiches: 0 < | < 1, 
umkebrbar eindentig den reellen Zahlen x des „eindimensionalen w Be- 
reicheB: 0 ^ a; < 1 znordnen kann (in geometrischer Ausdrucksweise 
[vgl Bd. 11 dieser VorleBtmgen], daB man die Fonkte eines Quadrates 
von der Seitenlange 1 umkehrbar eindentig auf die Funkte der Strecke 1 
„abbilden“ kann), rfihrt von G. Cantor her (Joum. f Math. 84 [1878J, 
S. 242ff.). Doch ftthrt dieser den fraglichen Beweis in der Art, wie 
er hier in § 103, Nr. 5 (S. 778) mitgeteilt wird, namlich mit Hilfe 
der Darstellung der irrationdlen Zahlen duroh unendliche regelmafiige 
Ketten brilche, nicht, wie im vorliegenden Paragraphen geschieht, mit 
Hilfe der Darstellung der reellen Zahlen durch unendliche j&/stembriiche 
(hier Bpeziell dyudische Briiche), und macht andererseits (a a. 0. S. 255) 
nur ausdrficklich auf die von uns im Anfang von Nr. 4 (S. 548) her- 
vorgehobene Schwierigkeit aufmerksam, welche die entsprechende An- 
wendung von jSfysfembrflchen (bei ihm Bpeziell Dezimalbriiohen) mit 
sich bringen wllrde. Der znr Behebung dieser Schwierigkeit von 
uns in Nr. 4 benutzte Kunstgriff, in dem fraglichen ZuBammenhange 
die Ziffern des unendlichen SyBtembruches zu bestimmten Komplexen 
zuBammenzufassen, statt sie einzeln zu verwenden, rfihrt nacli 
A. Sohoenflies: Die Entwickelung der Lehre von den Punktmannig- 
faltigkeiten (JahreBb. der D. M. V. 8 [1900], S. 23), von J. KSnig her. 

Der im letzten Absatz von Nr. 3 (S. 548) erwahnte „Aguivalenz- 
satz" der Mengenlehre wurde ungefahr gleichzeitig von E. SchrQder 
(vgl. Jahresb. der D.M Y. 5 [1896], S. 81) und F. Bernstein bewiesen. 
Letzterer Beweis auf Grand gelegentlicher Mitteilung zuerBt verfiffent- 
lioht von E. Borel: Lemons but la thlorie des fonctionB [Paris 1898], 
p. 103; Bodann von A. Schoebflies in dem eben erwfihnten Bericht 
fiber Pnnktmengen (a. a. O S. 16). Eine Behr durchBichtige Darstellung 
dieses Beweises, sowie einen zweiten von Herm E.Zermelo (GStt.Nachr. 
1901, S. 34) herrfihrenden Beweis findet man bei F. Hausdorff. 
Grundzflge der Mengenlehre (Leipzig 1914), S. 48/50). 
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Zn § 72, Nr. 4 (S. 557). 

Der in FuBnote 1 mitgeteilte Beweis des Satzes: | a + d 1 ^ | a | + | a' | 
findet Bich bei Cb.-J. de la Yallee Poussin, Goars d’analyse infini- 
t&imale (3 ifimB 6d. 1914), p. 40. 

Zn § 75, Nr. 5 (S. 582). 1 ) 

Der Riemannsche Satz fiber bedingt konvergente Reihen mit 
reellen Gliedem (§ 57, Nr. 2, S 403), des Inhalts, daB eine solohe 
Reihe vermittelst passender Anordnung der Glieder gegen jede beliebig 
vorgeschriebene Summe iconvergieren katm, mit der (a. a. 0. Nr. 3 an- 
gegebenen) Erweiternng, daB man sie auf dieselbe Weise auch nacb 
-J- oo oder — oo divergieren oder zwischen beliebigen Grenzen oszil- 
heren lassen kann, ist in Bogleiob naher anzugebendem Sinne aucli 
auf Reihen mit komplexen Gliedern Obertragbar. Bezeichnet man 
namlich die Gesamtheit der Grenzwerte, deren eine bedingt konver- 
gente Reihe bei alien mSglichen Anordnungen ihrer Glieder fiLhig ist, 
als deren Summenbereich, bo laBt sich zunachst der obige Satz dahin 
aussprechen, daB der Summenbereich einer bedingt konTergenten Reihe 
mit reellen Gliedern aus der Gesamtheit alter reellen Zahlen yon — oo 
bis + °° bestehi Fiir bedingt konvergente Reihen mit komplexen 
Gliedem + ft,*) gilt nun der foigende Satz: Der Summenbereich 
einer Bolchen Reihe ist entweder das game komplexe ZaMengebiet oder 
auch nur eine li/neare Mannigfaltigkeit dieses Zahlengebietes, d. h. die 
Gesamtheit aller Zahlen {; + rji, deren BeBtandteile einer Relation Von 
der Form a| + /3^ + y = 0 (wo a, /5, y bestimmte reelle Zahlen) ge- 
nfigen. DieBer Satz wurde zuerst yon P. Ldyy (Sur les series semi- 
convergentes. Nouv. ann. de math. (4), 5 11905], p. 506) ausge- 
sprochen und im weBentliohen bewiesen; vollstandiger und zugleich 
mit der Ausdehnung auf komplexe Zahlen hftherer Ordnung yon 
E. Steinitz (Bedingt konyergente Reihen und konyexe Systeme. 
Jouro. f. Math. 143 [1913], S. 128f£, s. insbesondere S. 163 —175; 
144 [1914], S. Iff., s. insbesondere S. 36—40) und W. GroB (Bedingt 
konyergente Reihen. Monatsh. f. Math. u. Phys. 28 [1917], S. 221). 

Zu § 70 (S. 583ff). 

Die hier gegebene TJmformung der Kriterien zweiter Art ftir 
Reihen mit komplexen Gliedem, sowie deren Anwendung zur Her- 
leitung der WeierstraBBohen Eriterien ist der Arbeit [24] entnommen. 
Die letzteren finden sioh in WeierstraB’ Abhandlung fiber die ana- 
lytischen Fahdtdten (Journ. f. Math. 51 [1856], S. 28 « Werke 1, S. 185). 

1) Die znm vorletzten Absatz von S. 582 gehOrige Numerierung 5 ist infolge 
eines Drnokversehens weggeblieben, 
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Zn § 78 (S. 594 IF.). 

Zn Nr. 1—4. Es sind wie bereitB in Nr. 1 angedeatet wurde, 
im wesenthchen furiktionentheoretische Zlele, welche den Anlnft dazn 
gegeben baben, einer (uneigentlich) divergenten Reihe einen nach 
irgendweloben besonderen Vorschriffcen ana den Reihengliedem ge- 
bildeten Grenzwert ala Ersatz fiir *die feblende Somme znznordnen. 
Zu einer vorlanfigen Orientierung in dieser Richtung sollen die folgen- 
den Bemerknngen dienen. 

1st 0 < £ < 1, ao hat man (vgl. § 44, Gl. (23), S. 301): 


Zrt-wr-rh 


nnd daher 1 ): 


li“ 5?(-irr=lim T ^i 

Andereraeits geht, wenn man geradezu g 

oo * 

(~ l) r r in die folgende fiber: 

1 - 1 + 1 - 1 +.. 


£ 

a* 

1 aetzt, die Reihe 


Im Anachlnfi an die yorhergehende Gleichung haben daher rersohiedene 

altere Analysten dieser (in den Grenzen 0 nnd 1) osziUierenden Reihe 

ohne weitefes die n Summe u beigelegt, ein Yerfahren, fiber deaaen 

Zulassigkeit im 17. nnd 18. Jahrhnndert zahlreiche Kontroversen atatt- 

fanden (ygL D. Eno. I A 3, Nr. 39; Eno. fr. 14, No. 20). Im fibrigen 

ware tataachlich niehta dagegen einzuwenden, wenn man achleehthin 

00 

defmiert hfitte: 1st 'Scu, divergent, dagegen lim =* s , so soil a 


1) Eine ftbnliohe Sobreibweise, n&mlich: 

l 

lim (1 + d )^mm e, 

J-*o 

wnrde bereits auf S. SOI FuBn. 1) angewendet, Allgemein bedeutet, wenn, wie 
bier, £ von vomberein artf das Inter?all 0S{<1 besohr&nkt wild, die Bchreib- 
weise 

W(£)»& 

{+i 

folgendei: Zn beliebig klein vorgescbriebenem «>0 l&Bt stab. d >■ 0 so be- 
abimmen, dafi: 


wenn: 


l/(0—»l<«. 

i-a<£<i. 




Reduktion („8imnnatioii‘ L ) tmeigentlich divergenter Reihen. 


949 


als „Summe“ der Reihe a y bezeiohnet werden. Damit ware aber 

o 

nichts anderes gewonnen als ein nener Name fflr jenen Grenzwert s, 
w&hrend es sich in Wahrheit in dem vorliegenden Zusammenhange 
nm die Losung der folgenden Anfgabe bandelt: Es soli ein yon der 

oo 

Rechenvorschrift lim wesentlich verschiedenes, anf die Zahlen 

a y (v = 0, 1, 2,.) anznwendendes Grenzverfahren, etwa 

lim S(a Qt a ly • • • a), angegeben werden, das im Falle der Divergent 

Yon 2a nnd der Existenz eines endlicben lim S (a 0 , a t , • • • aj) = s 

y m n->«o 

die Sicherbeit gibt, dafi anch lim y}a y £ y im engeren Sinne existiert, 

i * 1 o 

nnd zwar gleichfalls den Wert 5 besitzt. Zngleiob xnttfite dieses 
Grenzverfahren, das ja die feblende Summe der Reihe 2a r ersetzen 
soil, znr Yermeidnng von Widersprilchen so beschaffen sein, dafi bei 
seiner Anwendnng anf die Glieder ct y einer Jconvergenten Beihe 

oo 

lim S(a 0 , a v • • • o„) mit dem Werte von zusammenfallt, nnd es 

o 

mflfite flberdies von vomberein feststehen, dafi im Falle der Konvergenz 
von 2a t die (keineswegs BelbstverstSndliche) Beziebnng stattfindet: 


( 1 ) 


<0 <0 

0 


: lim s. wo: 8 


Dafi letzteres in der Tat der Fall ifit, wnrde erst von Abel bewiesen 
(Journ. £ Math. 1 [1827], S. 314 = Oeuvres, 6&. Sylow-Lie, 1, p. 228), 
nnd dieses Ergebnis bat G. Frobenins (Jonrn. £ Math. 89 [1880], 
S. 262) dahin verallgemeinert, dafi: 


( 2 ) 



i lim 
«*>«o 


Sq + + • ■ 

n + 1 




1 lim (s^) (in der Sehreibweise 


unseres Textes S. 595, GL (4J bzw. (4) ffir x = 1), sofem der rechts 
stebende Grenzwert im engeren Sinne existiert. Damit ist dann ein 
erstes Grenzverfahren der verlangten Art gefnnden, Liefert dasselbe 
keinen bestimmten Grenzwert, so kOnnen, wie in § 78 Nr. 2 nnd 3 
des n&beren er5rtert wurde, mdglioherweise ftir irgend ein x > 1 die 
(„H81dersohen“ bzw. „CeshroBchen“) Grenzwerte lim (sj bzw. 
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lim im engeren Sinne existieren. In diesem Falle bestehen nun 

die mit GL (2) analogen Beziehungen: 

00 

(2 a) lim T = lim m (8 n ) 


00 / (x) i\\ 

(2 b) lim^-a g 1 2 ' = l im ^ M x) ( = xl lim—*—— Y 

K J 5>iY "+ 00 \ «->•(»»-|-i) x ) 


deren erste zunachst von Herrn Holder (Math. Ann. 20 [1885], S. 536) 
bewiesen wurde, wahrend die zwezte mit Bentltznng der fflr 0 < 5 < 1 
geltenden, leicht zu beweisenden Identitat: 


« / «P \X + 1 CO OB 


au& einem von Herm P. E. Appell (Par. C. R. 87 [1878], p. 690) 
berrilhiendeD Satze*) unmittelbar folgt, welcher besagt, daB: 



x\ lim 

n-> oo 



n 

(«+i) x ' 


wenn der rechts stehende Grenzwert im engeren Sinne existiert. Durch 
den im Text (Nr. 4) mitgeteilten Nachweis der Aquivalens von 
lim ’SdZ x (s M ) und lim ist der, im Vergleich zu dem oben ange- 

n->n »->» 

deuteten Beweia der Beziehung (2b), recht umstandliche Holdersche 
Beweia von (2 a) vollig entbehrlioh geworden. 

DaB aus der Existenz eines endbchen lim stets diejenige einea 

n->oo 

damit gleichwertigen lim S WZ M (s*) folgt, wurde zuerst von Herrn 

W Sohnee (Math. Ann. 67 [1909], S. 110—125) bewiesen, nachdem 
zuvor schon Herr K. Enopp (Grenzwerte von Reihen an der Konver- 
genzgrenze. Dissert. Berlin 1907) das umgekehrte gezeigt hatte. 
Diese Beweise smd indessen. auBerat langwierig, ebenBO ein anderer 
Beweia des fraglichen AquivalenzBatzee von W. Ford (Amer. Joura. 32 
[19101, p. 315—326). Der Beweia des Textes atammt im Prinzip von 
Herrn J. Sohur (Math. Ann. 74 [1918], S. 447—458), mit Bentltznng 
einer von Herrn E. Landau (in der am SohlusBe der FuBnote 2 er- 


1) VgL B. 698/9 G1 (U), (12). 

2) Vgl.auoh: [19], S. 518, 522. Za den dort in der FaBnote S. 622 gemaohten 
Literatarangaben -wire nooh hmznzufOgen: Cesiro, Napoh Bend. (2), 7 [1698], 
p. 187 und: Matbesia (2), 8 [1898], p, 241. — E. Landan, Darstellang und Be- 
grOndnng einiger neaerer Ergebnisae der Fnnktionentheorie. [Berlin 1910], 8. 88 
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wahnten Schrift, S. 30—38) gegebeaen abgekiirzten Darstellung und 
gewissen weiteren von mir in [23] mitgeteilten Yereinfacbnngen. 

Die Erkenntnis, daB es (uneigentlicb) divergent© Reihen ^a 
gibt, welche von keiner noch so hohen Ordnung (durch Mittelwerte 
oder iterierte Summation) reduzibel Bind (vgl. § 78, SchluB von Nr. 3, 
S. 600), sowie eine Eiw&itentng der urspriinglicb an die Abelsche 
Grenzgleicbung (1) anknfipfenden Fragestdlwng m der Richtung, daB 
man darauf ausging (bebufs sogenannter analytischer Fortsetzung), die 
Reibe ^!a x v nicbt nur, wie zuvor, fEir den gerade an der Qrenze des 
jKowmg'ewzgebietes gelegenen Wert x — 1, sondem fOr ganz beliebige, 
dem Divergenzgehieie angehSrige Werte x zu J} reduzieren lt oder, wie 
die allgemein libhch gewordeue Ansdriickeweise lautet, zu „summieren tcl ) 
— diese beiden Umstande baben dazu gefiibrt, die bier betracbteten 
Metboden in mannigfaober Weise umzngestalten bzw. durcb verallge- 
meinerte Arten von Mittelbildungen zu ersetzen. Die einschlagigen 
Arbeiten sind aber im wesentlichen funktionentheoretischer Natur und 
kommen also in dem vorliegenden Zusammenbange nicbt in Betracbt, 
etwa auBgenommen zwei Publikationen neuesten Datums, denen eine 
aritbmetiscbe Weiterbildung der Cesaro -Holdersohen Grenzwerte als 
Grenzwerte abzahlbarer Zablenmengen zugrunde begt. Es sind dies 
die folgenden: A. Kienast, Proof of tbe equivalence of different mean 
values (Proc. Cambrigde Philos. Soc. 20 [1920], p. 74). — J. Mollerup, 
Une mtfthode de sommabilitd par des moyennes ^loigndes (Danske 
Videnskabemes Selskab. Math.-fys, Medd. Ill, 8. [1920]). 

Zu Nr. 5. Die am Soblusse dieser Nummer (S. 606) als hin- 
reichend fGr die Eonvergmz einer reduziblen Reibe angegebene 

Bedingung: Um 

na n = 0 

M->«0 

ist von Herrn Hardy (Proc. London Math. Soo. (2), 8 [1910], p. 304) 
durch die folgende, wesentlich weiteren Spielraum gewBhrende: 

1) let halte dieee Anadrackaweise nioht fCLr besondera glficklicb, da eine voll- 
Bt&ndige und eindeutige Definition dea Begriffea: „Swnme einer divergenten Reihe" 
mir bisher nicbt in exiatieren aobeint. Man apriobt daber gewflhnlich nicbt von 
ammierbaren Reiben aoblecbtbin, eondem von „nach Harm X" oder „nach dor 
Methode Y" stmmierbaren oder man bedient aich zur AbkOrzung wobl gar ao 
wonderaamer Wortbildilngen, wie Xsummierbar, Ysummierbar, w&hxend man naob 
meinem Daffirbalten erwarten Bollte, daB ein bo pr&gnant klmgendea Beiwort wie 
summterbar, Hbnlicb wie konvergent oder divergent, eine Eigenaobaft bezeichnet, 
die einer Reihe entweder znkommt pder mobt zukommt, deren Existenz aich 
aber mobt von bente auf morgen Bndem kann, je nacb der grBfieren oder 
geringeren Geachicklichkeit der Mathematiker, die eicb mit der fragbeben Reihe 
gelegentlich besch&ftigen. 
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lim | na n \ < + oo 
*->■00 


ersetzt worden. Herr Landau (Warschauer Berichte, 1910, S.99ff.) 
hat miter Beschrankung auf reeUe a n diese Bedingung noch dahin er- 
weitert, dafi nur: 

(Ha) lim na m > — oo 


yorausgesetzt zu werden braueht (wahrend dann immerhin noch 
TTrn n a n = + oo sein dfirfte). Dabei ist die Beschrankmig auf redle a n 
heine wesentliche, da ja im Falle a n = a n + /3 n i das entsprechende 
Resultat fiir 2 a „ aus den ^Or ^Sa . geltenden zusammengesetzt 
-werden kann. Auch steht es (da mit der Reihe J5ja y stets auch ^j(—a y ) 
konvergiert und umgekehrt) offenbar frei, in (11a) a n durch (— aj und 
Bomit sohliefilich die Bedingung (11a) durch die folgende zu ersetzen: 

(lib) lim »fl B < + oo. 

Einen yereinfachten Beweis dieses Hardy-Landauschen Satzes 
habe ich in [26] mitgeteilt, der wegen der yerhaltnism&fiig geringen 
Yerbreitnng der Mflnchener Sitznngsberichte zur Yeryollstandigung des 
yorliegenden Paragraphen hier nochmals abgedruokt werden m6ge. 

Aus der Rekursionsformel (4), S. 695 ergibt sich, wenn man x 
durch sc + 1 ersetzt: 

(1) ' m, +1 | s®. («,)+ siz, («,)+■••+ m % («,)) (*=o, i, 2 ,.) 

(wo: GUl 0 = 8 9 *= a 0 + a t + ..+ aj. Daraus folgt umgekehrt, dafi 

(ftlr **0,1,2,.): 

(2) m x (O = ( V + 1) sw , +1 OO - V m x+1 («_,) 

= »„+, (O + *{».+! W - sw.+i 

Andererseits gewinnt man aus der Beziehung: 

m, («,) - 8 , , »+«*+»; *+• • • + = 1 •-V + 1 » 1 •;+;■:+• 

durch x-malige Mittelwertbildung die folgende: 

(8) m, (o - m, +1 (0 + w, +1 (*<»,), 

deren Yergleiohung mit (2) ergibt: 

(4) as, +1 (*-«,) = *1^,(8,)-sw. +1 (s,_ 1 )} (*»o,l,a,••.).*) 


iy Diese Beziehung gilt such noch fflr —1, da sie in diesem Falle mit 

der folgenden snsammenf&llt: 

*«—»(*r— 
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Nun werde angenommen, daB die a y (v = 0,1, 2,.) redl sind 

und der Bedingnng (lib) geniigen. Dann soil unter der weiteren Vor- 
aussetznng, daB die Reihe ^a y reduzibd ist, daB also fQr irgendein 
k > 1 eine Beziehnng von der Form besteht: 


(5) 


lim 8ff, +1 («„)-* 


die Konvergenz von be^iesen werden. 

Hierzn vrtirde offenbar der NachweiB geniigen, daB aus (5) anf 
Grand der Yoranssetznng (Ub) snets folgt, daB auch: 

(Ba) lim S1Z k (s w ) = s, 

«->-oo 

da durch fortgeeetzte Anwendung dieses Ergebninses ftir abnehmende k 
schlieBlicb die Beziehnng: 

lim &IZ 0 («) — s, d, h. lim s n = s, 

n-foo 

00 

also die Konvergenz der Reihe a v gegen die Summe s resultieren wtlrde. 

o 

Urn den obigen Nachweis zn ftihren, hat man infolge der Yorans¬ 
setznng (11b) bei passend gewahltem A > 0 fflr v = 0,1, 2,.zu- 

nlchst: 

va v < A t 

also anch: 

d1Z ± {y a y ) < A 

nnd dnroh Fortsetznng dieser SchlnBweise allgemein: 

m % (va 9 ) < A (fttr x = 0,1, 2,.), 

anders gesohrieben, mit Berilcksichtigung von Gl. (4) nebst der zu- 
gehBrigen Fnfinote: 

(8) v { sn, («,) - sn, (»,_,)) < A (far * = o, l, 2,.). 

Setzt man hier speziell x *=» 7c } so folgt insbesondere, daB ; 

( 7 ) «*;(*,))<r 

Nnn seien n, W irgend zwei nattirliche Zahlen, nnd zwar: 

n' < », 

ferner bedeute v zun&ehst jede ganze Zahl dee Intervals: 

(8) n — n' < v < n, 

so gilt ftlr jedes solche v anf Grand von UngL (7) a fortiori: 

(9) 
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Ersetzt man hier v, bei vorlaufigem AusschluB der Annahme v — n 
ala Anfangswert, der Beihe nach durch v + 1, v + 2, • • * w, bo ergibt 
sicb durch Addition der bo entstehenden n — v Ungleichnngen (bzw. 
im Falle v ■= n — 1 als einzige Ungleiohnng): 


n — v 




( 10 ) 


< n— n 7 ( we 8 en: w — v <Cn' nach (8)), 


nnd diese Ungleichung gilt, wie nnmittelbar ersichtlich, auch fQr den 
ursprQnglich auBgeschloBsenen Fall v «w. Summiert man dieselbe 
nochmals fiber die W Werte v » n — w # +1, » — n' + 2, • • ■ w, bo folgt 
■weiter: 

(O - S} m > W • A 

nnd daher: 

n 

ai) m h (sj < >, ■ 2 (O +^>- A - 


Um neben. dieser oberen Schranke fQr efll k (s b ) eine entsprechende 
imfere zu gewinnen, bedente jetzt zweitens v jede gauze Zahl des 
Intervallfl: 

(12) »<v<w + n'. 


Alsdann hat man fiOr jedes solche v auf Grand von UngL (7) a fortiori'. 

(13) S^ 4 (0-^,(s,_i)<V 

und findet hieraus, wenn man v der Beihe nach dnrch v — 1, v — 2, 
• ■ • n + 1 ersetzt and die bo entstehenden Ungleichnngen zu UngL (18) 
addiert: 

M k (s f )-M ]i (s n )<~-A 

< — • A (wegen: v — n<n *nach (12)), 

nnd daher: 

(14) «r 4 (0 


Snmmiert man diese Ungleichung fiber die n' Werte: v »=» t» + 1, 
n ■+■ 2, • • • n + »' nnd dividiert das Besultat durch n', so ergibt siohn 

(15) m l (O >^5^ W -r • ^ 


alB die gesuohte untere Schranke fQr dH k (sj. 
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Nun ist allgemein ffir p < q: 

J? 00 =J? m > w _ 2 j m > w 

i»+i 0 0 

- (3 +1) W t +, (»„) - (P + !) 9», +1 (a p ), 
anders geschrieben: 

)“(2+i)(w i+1 (s J )-sK; +1 (s,))+(j-i))asi +1 (s,) 

( ) -ft W i-( f +fl{8Bi +> (»,) - su i+i (*,)} ■+ (3 -P) w t +»(»,) • 

Wendet man die erste dieser Formeln anf die recbte Seite you 
UugL (11), die zweite auf diejeuige yon Ungl. (16) bn, so folgt: 

,w+l 


(17) m t (sj 


<=^(swi +1 (0 J)+s^+i(w)+5=5f lA 

>^{w>+i( s .+S)-M t+ M H-SW.+1 (*.+..)- 77 

Nun werde gesetzt: 

»' =a [an], wo; 0 < a < 1, 

sodaB also: 

Da sodann mit Berilcksichtigung von GL (6): 

lim 3K t+l (a ,) - lim S1Z k+l (sj “ s, 

so' folgt aus (17) ftir n —► 00 ; 


(18) 


< s 


i.+ir 


■ A 


♦1 -> PO 


und, da es freisteht, a unbegrenzt zu verkleinern, BchlieBlich in t)ber- 
einstimmung mit der zn beweisenden Gleiobung (5 a): 

lim dtf. (s H ) = 8, 

n->» 

womit der Beweis dee fraglichen Satzes erledigt ist. 


Zu | 79, Nr. 4 und & (8. 611/9). 

Z u Nr. 4. Der erste Teil des Multiplikationssatzes (VI), GL (18)—(21), 
S. 611 hat den eigentlichen AnlttB zur EinfQhrung der Oes&rosohen 
Grenzwerte gegeben (Bur la multiplication des series. Bull so. math. (2) 
24 [1890), p. 114). Er l&Bt sioh dahin verallgemeinern, daB dann, 
wenn und J£b ¥ nicht Convergent, sondem nur von der Ordnung k und 
k' reduzibel sind, die naoh der Oauchyschen Multiplikationsregel ge- 
bildete Reihe 'Sc l mindestens von der Ordnung h + k' +1 reduzibel 
ist (Ceskro a. a,D. S. 120). 
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Zu Nr. 5. Der Satz (VII), S. 612, fmdet sioh bei Hardy in der 
Bchon frtiher (Anm. zn § 66, S. 944) erwahnten Arbeit fiber Multi¬ 
plication bedingt konvergenter Reihen (Froc. Lond. Math. Soc. (2), 6, 
[1908], p. 414, Nr. 8). 


Zn § 80, Nr. 1 (S. 616). 

Die Bcheinbare Schwierigkeit, welche darm liegt, daB man das un- 

endliche Produkt: b Q b t . • • b* .(wo dnrchweg | \ | > 0) anoh dann 

divergent nennt, wenn die Zahlenfolge: 

••*,).. 

nach Null Tconvergiert } wird beseitigt, wenn man sich entscbliefit, ein 
ffir allemal zwiBchen der Konvergenz bzw. Divergenz emer beliebigen 
Zahlenfolge nnd derjenigen ernes sogenannten tmendlichen Algorithms, 
d. h. eines bestimmt vorgeschriebenen, unbegrenzt forizusetzenden Bechnungs- 
verfahrens zn nntemcheiden nnd im letzteren Falle die Kowoergenz etwa 
in folgender Weise defmiert: 

Ein unbegrenzt fortznaetzendes Bechmmgsverfahren , bei 
dem die NuU nicht als bestandig wirkender Faktor anftritt 1 ), 
soli nur dann Convergent heiBen, wenn als Qrenzwert eine soldie 
bestimmte Zahl znm Vorschein kommt, die auch bei begrenzter 
An wen dung der betreffenden RechnuugBYorschrift auftreten 
konnte. 


1) Dieser Znsatz ist nnentbehxlioh, da ja die Null als Faktor eine Aub- 
nahmestellnng einnimmt. Ein Prodakt mit dem Faktor 0 hat immer den Wert 0, 
mag es ein endliohes oder nnendliohes sem. Dnrch das Anftreten ernes einrigen 
best&ndig wirksamen Faktors Null wird jedes weitere Reohnnngsyerfahren illn- 
sorisch. 

Die Zahlenfolge 

0 , (0 ■ 1 ), (0 • 1 • 2 ), ...(0 • I - 2 ... »). 

ist fragios ^convergent nnd hat den Grenzwert 0. Dagegen h&tte es wemg Sinn, 
das nnendliche Produkt: 

0 - 1-2 ...»., 

welches gleichfalla den Orenmoert 0 hat, als ein konvergentes zn bezeiohnen. Fflr 
die FunJctionenlehre ersoheint es iudessen zweckm&Big, auch nnendliche Frodnkte 
mit Nullfaktoien in konvergente nnd divergente zn sondern: Ygl. hierdber § 86, 
S. 660, Fofln. 1. 

Was das Anftreten der NuU als Nenner betrifft, so gilt dies ja sohon bei 
begrenzten Reohnnngsoperationen znn&chet als nnznlftssig. Wenn es dann spftter- 
hin in der Lehre von den FettenbrOchen anf Grand besonderer Konyentionen bei 
endlichen Kettenbrflchen gelegentlioh zngelassen wird (ygl § 88, Nr. 8, S. 678, 
% 90, Nr. 2, S. 085), so liegt kein Grand vor, es bei unendhchen in entspreoben- 
dem Znsammenhange auezuBohlieflen (ygl § 102, Nr. 5, S. 769ff.). 
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Danach wird man also eine unendliche Beihe als Convergent be- 
zeichnen, wenn ihre Partialsummen eine bdiebige endliche ZcM (ein- 
sohliefllich der Null) zam Grenzwert haben, nnd das gleicbe Besultat 
wfirde auf Grand der obigen Definition siob selbst dann ergeben, wenn 
man nacb dem Yorgange von Cesaro nnd Carathdodory (vgL die 
Anmerkong zu § 26 (S. 927, Fufin. 2, 3)) eine Zdhlenfolge mit dem Grenz¬ 
wert '+ oo oder — oo nocb zu den Tconvergenten zahli Dagegen wird 
ein unendlicbes Produld mit von Null verschiedenen Faktoren und dem 
Grenzwerte Null obne irgendwelcben Zweifel als divergent zu gelten 
haben, da ein. endkches Produkt ohne den Faktor Null niemals den 
Wert Null baben kann. Die oben vorgeschlagene Definition fiir die 
Konvergenz eines unbegrenzt fortznsetzenden Becbnangsverfabrens be- 
wahrt sich aucb bei der Anwendung auf unendliche Ketienbrucke , wie 
weiter unten in der Anmerkung zu § 97 noch gezeigt wird (s. S. 961). 

Zu § 81 (S. 621 ff.). 

Gewisse allgemeine Regeln zur Entscbeidung von Konvergenz und 
Divergenz unendlicher Produkte hat zuersb Cauchy angegeben (Anar 
lyse algebrique [1821], Note IX, p. 661 = Oeuvres (2), 3, p. 469). 
Sie rflhren indessen von Coriolis her, wie Cauchy selbst in 
der Einleitung zu dem genannten Buche (p. YII = Oeuvres, 
L c. p. VII) mitteilt. Diese Regeln beruhen auf der Beziehung: 

n n 

Jv J I* = y r lg K und der mit deren Hilfe bewerkstelligten Zu- 

o o 

rQckftihrung der Untersuchung eines unendlichen Produktes auf die- 
jenige einer unendlichen Beihe von Loganthmen und nehmen, zumal 
bei der Ausdehnung ahf komqjletxe b yt nicht unerhebliche Hilfsmittel 
der Analysis (Funktionenlehre) in Anspruch (Cauchy, Anal algdbr. 
p. 672 = Oeuvres, L c. p. 467. Ausffihrlicher z. B. bei Stolz- 
Gmeiner, Einleitung in die Funktionentheorie. II [1906], S. 404 ff.). 
WeierstraB (Journ. f. Math. 51 [1856], S. 18ff. *= Werke 1, S. 183ff.) 
hat gezeigt, dafi man die Fundamentalsatze fiber absolute Konvergenz 
unendlicher Produkte auch ohne derartige Hilfsmittel strong begrilnden 
kfl,Tin. Die im AnschluB hieran in [3] von mir entwiokelte rein 
elementare Theorie der unendlichen Produkte bildet die Grundlage der 
in diesem und den folgenden Paragraphen gegebenen Darstellung. 

Zu § 88 (S. 682 ff.)* 

Auch der Beweis fiir das schliefiliche Zusammenfallen der auf 
Grand ihrer Definitionen zun&chst vollstandig verschiedenartigen Be- 
griffe der dbsoluten und der mbedmgten Konvergenz wird, zumal im 
Falle komplexer Faktoren, gewohnlich mit analytischen Hilfsmitteln 
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gefflhrt, nSmlich entweder mit Beniitzung der Logarithmen komplexer 
Argumente (b. U. Dini, Annali di Mat. (2), 2 [1870], p. 38; Stolz, 
Allg. Arithmetik, 2 [1886], S. 238) oder, was in letzter Lime auf das- 
selbe hinauslauft, mit Hilfe der Darstellung komplexer Zahlen durch 
trigonometrische Funktionen (s. De Pasqnale, Giorn. di Mai (2), 4 
[1897], p. 259; Stolz-Gmeiner, a. a. 0. S. 413). Der hier gegebene 
rein elementare BeweiB fiillt naturgem&B etwaa langer aus, da er die 
Ergebnisse anderer, verhaltnismaBig umfangreicber Untersuchungen 
niokt in Anspruch nimmt. 

Zu § 86 (S. C49). 

Die sehr bemerkenswerte, zahlentheoretische Formel (15) rfihrt 
yon Euler her (Introd. in Anal ini I [Lausannae 1748] Gap. XV, 
p. 225). 

Zu g 86 (S. 660IT.). 

Der Satz am Schlusse Ton. Nr. 1 (S. 652) wurde zuerst von 
Cauchy (Anal algdbr. p. 563 = Oeuvres (2), 3, p. 460) wieder mit 
Hilfe von Logarithmen bewiesen. Eine auf demselben Hilfsmittel 
beruhende Verallgemeinerung habe ich in [2], S. 482 angegeben (s. 
z. B. auoh Stolz-Gmeiner, a. a. 0. S. 436). 

Bezieht sich der obige Satz nur auf solche unendliche Produkte 
Z7(i + r.), bei welchen die (reelle) Beihe ^y i bedingt Tconvergieri, 
bo lassen sich auch im Ealle ihrer Divergent fiber das Verhalten von 
U(1 + Y v ) bestimmte Angaben maohen. Naheres darfiber findet man 
in [3], S. 152 ff. Hier moge nur noch das folgende ganz lehrreiche 
Beispiel Platz finden. Es sei u > 0 und m > a*. Die Beihe: 

yi (t - - -pi —} = 2a Vr—, 

w n 

divergiert dann ffir jedes a > 0 nach + oo. Andererseits hat man: 



V 




Dieses Produkt Iconvergiert also nach 1 fUr den besonderen Wert a = 
es divergiert nach 0 ffir a <j, nach + oo ffir a > A (s. § 82, Nr. I, 
S. 627). 

Zu 6 87 Sr. 2, 8. 6681T. 

Auf die Moglichkeit, das frfiher abgeleitete (8. 821, UngL (12)) 
hier unter (6) (S. 659) angeffihrte Konvergenzkriterium zweiter Art in 
der Weise zu erweitern, wie in UngL (4) angegeben wird, wurde ich 
durch eine briefliohe Mitteilung von Herra H. Grfinholz aufmerk- 
sam gemachi 
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Abschnitt IY. 


Zu § 88, Nr. 4 (S. 677). 

Der von mir gebrauchte Ausdruck „redmierts Form" eines Ketten- 
brnclieB znr Bezeichnnng desjemgen (unter Umstanden sogar sitmhsen) 
Bmchsymbols, welches zustande kommt, wenn man den Kettenbruch 
rein formal durch sukzeBsives Fortachaffen der Nenner von nuten nach 
oben bzw. von rechta nach links „reduziertf‘ (vgL § 90, Nr. 2, S. 685) 
findet sich in der Literatur nur in wesentlich anderer Bedeutung. 
L. Ph. Seidel (Mfinoh. Abh. 2. BX 7 [1855], S. 267) bezeichnet nam- 

lioh damit die Kettenbruchform: 6. — ^ — t 4-I — • • —auf welche 

0 | & i \h | & « 

jeder beliebige Kettenbrnch mit von Null verschiedenen Teilz&hlern ver- 
mittelst Aquivalenz- Transformation gebracht werden kann (vgL § 94, 
Nr. 4, S. 710, FuBn. 1). Dagegen beniltzt M. Stern die Bezeichnnng 
„reduzierter KeMenbruch" (Jotfm. f.,Math. 10 [1833], S. 4) oder „redu- 
zierber Wert 11 (Lekrbuch der algebraischen Analysis [1860], S. 265) in 
demselben Sinne, wie hier die Bezeichnnng „reduzierte Form“ gebrancht 
wild, falls das betreffende Bruchsymbol erne bestimmte Zahl vorstellt 
(d. h. einen von Null verschiedenen Nenner besitzt). 


Zn § 00, Nr. 8 (S. 689). 

Die Rekursionsformel (I) kann anch dazu dienen, um far jedes 
einzelne A y bzw. B y eine independents Darstellung zn erhalten. Schreibt 
man namlich z. B. die Formel fiir A y folgendermaBen: 

a A A «— A = 0 

and lafit ihr diejenigen GUeichungen, die entstehen, wenn man der 
Reihe nach v durch 2,3, • • • (v — 1) ersetzt, auBerdem noch die beiden 
Anfangsgleichnngen von (I) vorangehen (wobei es aus Symmetrierttck- 
sichten zweckmaBig ist, der ersten das Minuszeichen zu geben und 
die zweite in die Form \A^ — A t =— a 1 zu setzen), so erhalt man 
das folgende System von (v + 1) in A 0 , A t , • ■ ■ A y linearen Gleichungen: 

- h 

b i A o~ A i =- a . 

ajAj + bjAj— A, =0 

a * A t+h A i — A i =0 

a n A r—S K A v —1 A r~ 

aui denen sich jede dieser v +1 TTnbekannten, insbesondere A y selbst 
nach bekannter Methode bestimmpn l&Bt. Es erscheint dabei A y in 
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Gestalt einer aus a 1? a 2 , • ■ • a y \ b Q , b v • • ■ b v zasammengesetzten De¬ 
terminants (die auch speziell als A ettenbnwhdetermimmte oder KonU- 
nuante bezeichnet wird). Da die Beniitzung dieses Hilfsmittels nicbt 
nn Rahmen des vorliegenden Baches liegt, andererseits die indetpmdenle 
Darstellung der A y (bzw. der in analoger Weise darsteUbaren B y ) ftir 
die Theone der RettenbrGche nur beschrankte Wichtigkeit besitzt, so 
m8ge bezflglich der weiteien AnBfOhrong der angedeuteten Methode 
auf Herrn 0. Perrons Lehrbuch 1 ): „Die Lehre von den Kettenbrfichen‘ £ 
(Leipzig and Berlin 1913), § 4 (S. 10) verwiesen werden. Daselbst 
wird Gbrigens am Scblusse von § 3 noch eine zweite Methode zur 
mdependenten Darstellung der A yJ B v angegeben. 


Za § 92, Nr. 1 (S. 695/6). 


Yertanscht man in den Formeln (Y) v and q, so folgt zunachst: 


and, wenn man noch q dnrch X — 1 ersetzt: 


A+l-1 “ ^1— a X^X— 8-^2,2-^r—1 
B v +X— 1 = ^2—lAl.l+v—1^“ a X^X— 8^2,2+y—1* 


Diese Formeln erweisen sich als identisch mit den von Herrn Perron 
als „Fimdamentalformeln u (Lehrb S. 14, Gl. (24)) bezeichneten, wenn man 
beachtet, dafi die Zahler and Nenner der redaziertenForm des Kettenbraches: 


•i+i 


h+»-i | 


l*i+i 


^2+r—1 


statt, wie hier , mit: A ll+V __ t von Herrn Perron mit: A 9mmmlti 

if » » )* ^X,l+v—l ” » » » 1,2 

bezeichnet werden. 


Zu g 97, Sr. 1 (S. 724If.). 

Der Begriff der Konvergenz and Divergent ernes unendlichen 

r n i® 

Kettenbruches I — I dtlrfbe sich wohl zaerst bei Stern (Joarn. f. 

Math. 10 [1838], S. 864) dnrch die Konvergenz bzw. (eigentliohe Diver- 

gene) der Reihe: —?+ einigermafien auBreichend defi¬ 

ne “i 

niert finden. Stern lilfit dabei jedoch die M6glichkeit, dafi diese 


1) Weiterhin Vurz ala: „Perron, Lehrb.“ zitiert. 
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Reihe ossilhercn, und zwar insbesondere innerbalb endlicher Grenzen 
oszUlieren kann, aufier acht und bait daber allemal die Konvergenz 
scbon ftir erwiesen, wenn er nur gezeigt bat, dab die Partialsummen 
der Eeibe zwischen zwei endlicben Grenzen bleiben. 1 ) Spater (Journ. 
f. Matb. 37 [1848], S. 265) bat er seine Ansicht wenigstens insoweit 
bericbtigt, daB er die Moglicbkeit des Oszillierens innerbalb endlicher 
Grenzen in Betracbt ziebt. Inzwiscben batte jedocb bereits Seidel 
(Habilit.-Scbrift [Miinchen 1846]: Untersucbungen liber die Eonver- 
genz und Divergenz von Eettenbriicben) die fraglicben Begnffe mit 
genfigender Scbarfe pr&zisiert. 

Mit Rticksicht darauf, daB bei unendlicben ProduTden das Auf- 
treten des Grenzwertes 0 als DivcrgenzfaM angeseben wird, liegt die 
Frage nabe, ob es nicht vielleicbt angemessen sei, die analoge Festr 

-^1 zum mindesten bei durch- 

weg von Null verscbiedenen a y zu treffen. Man erkeunt unmittelbar, 
daB dies nicht zutriffb, sofern man sicb an diejenige Begriffsbestim- 
mung bait, welche in der Anmerkung zu § 80 (S. 956) beztiglich der 
Konvergenz eines unbegrenzt fortzusetzenden JRechnungsverfahrens an- 
gegeben wnrde. Danach ist namlicb das Anftrqten des GfTenz- 

wertes lim ~ = 0 in jedem Falle als Konvergenz zu betracbten, 

n-yoo "n 

da auob endliche Eettenbriiche mit durcbweg von Null verscbie¬ 
denen Zablern a y den Wert 0 baben kOnnen. (Einfacbes Beispiel: 

df I dj I I b 

(E,) ssjy- 1 -!-p- 1 —jy 1 ? wo a v a 8 , l lt ganz beliebige Zahlen, ins¬ 
besondere: + a 8 =]=0, Man findet: A t BS b t a l —b a a l =Q t 

= l 9 b t + a 8 — & a 6 x = a v also: Z # = 0.) 

Herr Perron (Lebrb. S. 21) sagt „unwesenilich u divergent statt 
des bier gebraucbten „aufierwesentlich il divergent und faBt (wohl nach 
dem Yorgange von Saalscbtltz: Journ. f. Math. 120 [1899], S. 139) 
unter der Bezeicbnung „im weiteren Sinne konvergent“ (Lebrb. S. 282) 
diejenigen Eettenbriiche zusammen, welcbe bier (S. 727) als )t hdchstens“ 
aufSerwesenflich divergent bezeichnet werden. 

Zu g 98, Er. 8 (S. 787). 

Den Begriff der uribedingten und bedmgteh Eonvergenz von unend¬ 
licben Eettenbriicben babe icb in [14], S. 299 eingefiihrt. Die dort 

1) In diesem Sinne zu korrigieren ist eine Ungenauigkeit, die eioh in Fufl- 
note 878, S. 187 in meinem Artikel der D. Eno. I A 8 (bzw. der Eno. fr. I 4, 868 
en note, p. 894) flndet. Eb beifit deaelbst: Stern reobnet die innerbalb end¬ 
licher Grenzen ostflAierenden Eettenbrficbe zu den honvergenten. 
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ala Grundlage bentttzte, auf S.' 300 unter (12) angefUhrte Formal geht 
aua (Y f ), § 92, Nr. 3 (S. 698) hervor, wenn man v = m, v-J-p*=*w 
setzt nnd beachtet, daB A n ^ n a. a. 0. diejenige Bedentung bat, welche 
bei der in Formal (Y 7 ) benfltzten BezeicbnungsweiBe n beifien wflrde. 

Zn 1102 (S. 760If.). 

Zu Nr. 2, 3 (S. 764). Die Kriterien (II) nnd (III) rflhren von 
Seidel bar (Habilit.-Sobrift, Mtlnchen 1846), wnrden uqabhangig da- 
yon anob you Stern (Joum. £ Math. 37 [1848] bergeleitei 

Zn Nr. 4 (S. 767). Das Kriterinm (V, A) zuerst bei Stolz (Allg. 
Aritbmetik 2 [1886], S. 284), das Kriterinm (V, B) Yon Seals cb EL tz 
(Joum. £ Math. 120 [1899], S. 138, Fufin.) obne Beweis als hin- 
reichende nnd (falscblicb aucb) notwendige KonYergenzbedingung aus- 
gesprocben, von mir in [16] anf semen ricbtigen Umfang eingescbraukt 
und bewiesen. 

Andere, snkzessiver Yerscharfung fabige Kriterien ftlr Ketten- 
brflohe ans poaitiven Zahlen gab Herr Perron (Mflnch. Sitz.-Ber. 36 
[1905], S. 315; s. ancb Lebrb. S. 240/1, Satz 12,13). 

Zn 1108, Hr. 5 (S. 778/9). 

Der betreffende JLquivalenzbeweis nacb Ch Cantor, Ein Beitrag 
znr Mannigfaltigkeitslebre (Joum. f. Math. 84 [1878], S. 242 fL t s. ins- 
besondere § 2 nnd § 6). 


Zn 1104 (S. 780ff.). 

Zn Nr. 3 (S. 784). Die von mir bier eingefBbrte Bezeicbnnng 
perfelde quadratiscbe Irratdonalitat (bei der das Beiwort perfekt nur 
besagen soil, daB die fraglicben Irrationalitaten vor anderen gewisse 
ansgezeiobnete Eigensobaften voraus baben) war bisber nicbt flblioh. 
Herr Perron (Lebrb. S. 79) bezeicbnet solcbe Irrationalitaten ale 
reduziert , weil sie als Wurzeln sogenannter reduzierter qnadratiBcber 
Formen auftreten. Mir schien diese Bezeicbnnng nicbt recbt zweck- 
m&Big, weil die Partdzipialform ^reduziert? die (falsobe) Yorstellung 
erweckt, als kSnnten andere qnadratiscbe IrrationalUaten fl.berhan.pt 
jpedueiert? werden, d. b. durch irgendeinen Transformationsprozefi in 
solcbe als „reduziertf l bezeicbnete UbergeftLbrt werden. 

Zn Nr. 6 (S. 787 ffi). Der (wesentlich sebwierigere) erste Toil des 
Hauptsatzes rflbrt von Lagrange her (Additions an mdmoire enr la 
resolution des equations numdriqnes. Mem. Berlin, 24. amide [1770] 
» Oeuvres. 2. p. 606, Nr. 34), der zweite findet sick scbon bei Enler 
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(Introd. in AnaL infinit. [1748], Cap. XV11J, p. 314). Der hier gege- 
bene Beweis des ersten Teils ist inT wesentlioben eine vereinfaohte 
Umbildung des Lagrangesoben Beweises (teilweise ahnlioh scbon bei 
Serret, Cours d’algfebre supdrieure 1 [1885], p. 44; anoh bei Perron, 
Lebrb. S. 74). Einen etwas ktlrzeren, aber merklich kiinstlioheren 
Beweis, der von Charves (Bull, sciences math. (2), [1877], p. 41) 
herriihrt, findet man bei Perron, Lehrb. 8. 77. Einen dritten (in 
letzter Linie mit dem Lagrange schen verwandten) Beweis liefert die 
Theorie der quadratischen Formen (s. Lejeune-Diriohlet, Yorl. fiber 
Zahlentbeorie, herausg. von R. Dedekind, 3 Aufl. [Leipzig 1872], 
8. 189 ff.). 

Zn Nr. 7 — 9 (S. 792ff.). Die Satzevon Nr. 7 und 8 stammen von 
Galois (Gergonne Annales 19 [1828/29], p. 204), der erste Teil des 
Satzes von Nr. 9 von Legendre (Theorie des nombres [Paris 1830], 
p. 65). 

Zn « 105 (S. 709 ff.). 

Der Inhalt dieses Paragraphen beruht im wesentlichen anf zwei 
Noten, welcbe von Liouville zuerst in Bd. 18 [1844] der Par. C. R. 
(p. 883; 910) veroffentlioht und mit einigen Ztisatzen in Bd. 16 [1851] 
des Journ. de math. (8. 133) wieder abgedruckt worden sind. 


Zu § 106 (S. 804if.). 


Zn Nr. 2 (8. 806). Die Nebennaherimgsbriiche (s. Gl. (12)) wurden 
unter der Bezeichnung „ mittelbare Naherangsbriiche a zuerst von Stern 
in dem vorliegenden Zusammenbange eingeffihrt (Journ. f. Math. 10 
[1833], 8. 368; auch: Algebr. Anal. 8. 304). Weitere historisehe Notizen 
s D. Enc. I A3, 8. 125, FuBn. 370 (Enc. fr. 1 4, p. 291, note 242). 

Zu Nr. 3 (8. 808). Die Bedingung (1), 8. 804 als hinreiohend 


ffir die Konvergenz des Eettenbruches 




wnrde zuerst von 


Stern angegeben, und zwar ffir ganzzahlige a r , mit unzulfingliohem 
Beweis (wegen Nichtbeachtung der Mdglichkeit des OszillierenB —■ vgl. 
die Anmerkung zu § 97, 8.960/1) schon 1833 (Journ. f. Math. 10, 8.366), 
vollst&ndig erst 1860 in der Algebr. Anal. 8. 301. Ffir den Fall a t = 1 
findet sie sioh schon bei Seidel (Abh.Bajr.Akad., 2. Kl., 7 [1855], 
8.582). 


Zu 8 107, Nr. 1 (S. 812). 

In der Enoyklop&die (D. Ausg. 1A 3, 8. 126) habe ich ffir die 
hier als „ negativ - regelmtiftig “ bezeichneten Eettenbrfiohe die Bsnennung 
„ reduziert - regelrndfiig u (Eno. fir. 1 4, p. 292: fractions continues rdguliferes- 
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reduites) eingefiihrt, da sie eine apezieUe Gattung desjenigen Ketten- 
brucbtypus bilden, welcber nach dem Vorgange von Seidel als rediir 
zierte KeUmbruchform bezeichnet wurde: ygl. die Anmerkung zu § 88 
(S. 959). Da aber hier die Bezeicbnung „reduzierte Form" bestkndig 
in ganz anderer Bedeutung gebraucbt wird, sobien es durchaus unzweek- 
mefiig, das Beiwort „reduziert“ in dem vorliegenden Zusammenbange 
noch beizubehalten, zumal das jetzt eingefiibrte „mgativ u weit charak- 
teristiscber erscheinen dflrfte.. 

2d § 10S (S. S20ff.). 

Das Kriterium am Scblusse voli Nr. 1 (S. 823) wurde fiir den spe- 
ziellen Fall s v — — 1 Ton Stern (a. die Anmerkung zu § 106, Nr. 3) 
abgeleitet, fiir beliebige, aucb komplexe s v mit dem Absolutwert 1 in 
[14] (S. 813) von mir bewiesen. 

Die auf S. 833 am Schlusse von Nr. 7 und im Zusatze zu dieBer 
Nummer angegebenen Konvergenzbedingungen (I)—(III) stammen von 
H. Tietze (Math. Ann. 70 [1901], s. insbesondere S. 257, Satz 6). Sein 
Beweis berubt auf einer yon F. Klein (GSttinger Nachr. 1895, S. 257) 
herrlihrenden geometrisohen Deutung der NaherungBbrtiche eines Ketten- 
bruohes. Die liier beniitzte, auf der Extension des betreflenden Ketten- 
bruobes berubende Beweismethode findet sicb bei Perron, Lebrb. S. 242. 

Die Bekauptung, dafi scbon die den Kritenen (1) — (Ill) zugrunde 
liegenden Naup^bedingungen, namlich: 

£,= l f, ^ ™m: *, +1 - — 1, 

ohm die auf die Diyergenz der in (I)—(HI) angegebenen Reihen be- 

rs,«,T 

zilgliohe iJusofiefoedingung, fiir die Konvergenz des Kettenbrucbes 1-^—1 

hmreichend seien, findet sicb mit der Bescbrankung auf ganzedhlige a y} j3 y 
scbon bei Stern (Journ. f. Matb. 10 [1833], S. 386, letzter Absatz). 
Mit dieser Bescbrankung ist sie aucb tats&chlich richtig, da ja in 
diesem Falle die Reibe 2 a v eo diyergiert, das Kriterium (1) also 
vdlstandig erftlllt ist Der yon Stern gegebene Beweis leidet aber 
wieder an dem bereits zuvor (Anm. zu g 97, § 106) bezeicbneten Febler. 

Konvergenzkriterien fiir den Fall s v = (— l)* 1 (ftlr sog. alternierende 
Kettenbrtlcbe) gaben A. Gmeiner (Monatsb. f. Matb. 1903, 9. 261 
und Wiener Sitz.-Ber. 1908, S. 27; s. aucb Stolz-Gmeiner, Einl. in 
die Funktionentheorie, U, S. 633 fif) und, in allgemeinerer, die eben ge- 
nanntenKriterien als Spezialfalle umfassender Form, O. Perron (Milncb. 
Sitz.-Ber. 1911, S. 205; b. aucb Lebrb. S. 246). 
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Zu % 109 (S. 885ff.). 

Die Irrationalitat des Wertes regehn&fiiger unendlicher Kettenbrtlche 
war schon Enler bekannt (vgl. De fractionibus oontinuis diasertatio. 
Comment. Aoad. Petrop. IX ad annum 1737, p. 108). Den Gtedanken, anch 
andere als regelm&Bige Kettenbrtlche zu Irrationalitatsbeweiflen zubentltzen, 
verdankt man Lambert, der auf diesem Wege, und zwar mit einer 
filr die damalige Zeit (1767) geradezu erstaunliohen Strenge des Kon- 
vergenzbeweises zuerst die Irrationalitat von % erwieeen hat (Histoire 
de l'Acaddmie royale [Berlin, amide 1761], p.265—322). Nfthores 
hierttber findet man in [15], S. 326 fF. 

Legendre (Elements de gdomdtrie, 4 iSmo dd. [1806], note IV) hat 
den naoh ihm benannten Irrationalit&tssatz folgendermaBen ausge- 
eprochen: 

Bedenten m, n 7 m' t n' etc. ganze positive oder negative Zahlen 
von der Art, daB —t —s» . echte Briiche sind, so hat 

der Kettenbruoh + ^~r + t-tt + ■ ■ • • • einen irrationalen 
Wert. 

Sein Beweis, der wesentlich auf der Voraussetzung der Konvergenz, 
ja Bogar der unbedingten Konvergenz der betreffenden Kettenbrtlche be- 
ruht, mnBte vollig unverbindlich bleiben, solange diese nicht erwiesen 
war, was selbst ftir die besonderen Falle durchweg positiver bzw. durch- 

weg negativer m, m', m", . (bei durchweg positiven n, »', n", .) 

erst um die Mitte des vorigen Jahrhunderts geschah (vgl die Anmer- 
kungen zu § 102, S. 962 und § 106, S. 963), fUr den allgemeinen Fall 

beliebig bezeiohneter m, m, m", . erst durch den Satz von § 108, 

Nr. 1 erledigt wurde. 

"(f ■ ® 

DaB f&r die Irrationalitat des Kettenbruches , falls die a y , $ ¥ 

LPvJi 

durchweg ganze positive Zahlen bedeuten, sohon die Bedingung fi y ^cc y 
(Btatt fl v > a v + 1) ausreichend ist, wurde zuerst von Stern (Journ. f. 
Math. 11 [1834], S. 38, II) gezeigt, zunachst freilioh auf der Grand- 
lage eines unzuliLnglichen KonvergenzbeweiseB (Journ. f. Math. 10 [1838], 
S. 365), der aber spater (1848) durch das in der Anmerkung zu § 102, 
Nr. 2 (S. 962) erwahnte Konvergenzkriterium die erforderliohe Vollstfln- 
digkeit gewann. 

Spaterhin hat Stolz, wie es scheint vdllig unabhlngig von Stern, 
den gleichen Satz bewiesen (s. AUg. Arithm. 2 [1886], S. 297). 

Auoh die FasBung des Irrationalitatseatzes von Nr. 2 (S. 839) 
(welche den Legendresohen und Stern-Stolzschen als spezielle FBlle 

82 * 
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enthalt) findefc sich mit unzulanglichem Konvergenzbeweia bereits bei 
Stern (Jonrn. f. Math. 11 [1834], S. 40, erster Absatz), wurde aber 
erst von Tietze vermittelst seines Konvergenzkriteriums (1) (b, dieAn- 
merkung zn § 108) sichergestellt 

Zn § 111 (S. 846JL). 

Die Divergenzbedingung 1) des Satzes (I), S. 846, einsohlieBlich 
der in Fufin. 1 angegebenen Yerallgemeinerung, stammt nach Perron 
(Lehrb. § 49, S. 233, Satz 4) Ton K. E. Broman (Om konvergensen och 
divergensen af kedjebr&k. Dissert. Upsala 1877); die Divergenzbedin- 
gnng 2) fiir reelle b y von Stern (Algebr. Anal. S. 297), fUr komplexe b 
von Stolz (Allg. Arithm. 2, S. 279). 

Die Grondlage ftlr den tibrigen lnbalt dieses Paragraphen bildet 
die Abhandlung von E. B. van Yleok: On the convergence of conti¬ 
nued fractions with complex elements (Transact Am. Math. Soc. 2 [1901]), 
und zwar entspricht im wesentlichen Satz (II) des vorliegenden Textes 
(S. 849/60) dem dortigen Theorem 1 (a. a. 0. S. 221/2), der auf die Yor- 
aussetznngen la), lb) bezttgliche Teil des Satzes (IY) (S. 868) dem 
Theorem 6 (a. a. 0. S. 229) und der auf die Yoraussetzung 2) beztlg¬ 
liche Teil des namliohen Satzes dem Theorem 3 (a. a. 0. S. 223). Die 
Beweise warden nach dem Yorgange von J. L. W- V. Jensen (Bidrag 
til kaedenbrpkemes Teori. Festskrifb til H. GL Zeuthen. E0benhaven 1909, 
p. 80) verrollstandigt and verein&cht. Die von Jensen geforderte Be- 
dingung, daB mindestens fflr evnen Index v gleichzeitig b y 0, 6 y+1 ^0, 
wurde nach Perron (Lehrb. S. 264) durch die geriqgere ersetzt, daB 
mindestens ein 6 Jy+1 =4“ 0. 

Betreffs der geometrischen Deutung des an die Aquivalenzformel (88) 
(S. 859) anzukntlpfenden Konvergenzkriteriums findet man das Nahere 
am Sohlusse der oben angefUhrten Jensenschen Arbp}t wnH bei Per¬ 
ron, Lehrb. S. 268, Satz 34. 


Zn § 112, 118 (S. 860IF.). 

Den Hauptsatz von § 112, Nr. 1 (S. 860), § 113, Nr. 1 (S. 872/3) 
habe ich frtther in [20], S. 369 (mit dem TJntersohiede in der Bezeich- 
nung, daB dort — an Stelle von steht) aus dem zuvor (m [14], 

S. 312 *)) bewiesenen „Differenzen‘ < kriterium | \ \ — | a v \ > 1 abgeleitet, 
wShrend hier die umgekehrte Reihenfolge (mit dem Wege fiber die 
zweite Hauptform) eingeachlagen wurde. Die Yeranlassung zu dieser 


1) Infolge einei Drackfehlers steht a. a. O : 
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veranderten Anordntmg ist aus [25], § 1, Nr. X zu ersehen, and ihre 
Zweckmafiigkeit scheint mir durch den Erfolg bestatigt zu warden. 
Jener Hauptsatz gewinnt dabei erst die ihxn zukommende zentrale 
Stellung, wahrend das Differenzenkriterium nor als gleichberechtigtes 
Glied einer Gruppe speziellerer Kriterien erscheint. 

Zu § 112, Nr. 1 (S. 860). Der in Fufinote 2) angefilhrte Spezialfall des 
Hanptsatzes liefert ein von E. B. Tan Vleck (Transact. Am. Math. Soc. 2 
[1901], p. 481) abgeleitetes KonTergenzkriterium, wenn gesetzt wird 
= 1 und im ttbrigen: fr y = 1 — r vf wo: 0 < r y < 1. (Vgl. [18], 
S. 378.) 

Zu § 113, Nr. 1 (S. 872). Das Kriterium (I) findet Bich fttr reeUe 
negative a v and positive b y ohne Beweis (und mit der Einschrankung: 
Existenz eines bestimmten limfi^) sohon bei 0. J. Malmstdn: Ofvere. 

Vetensk.- Akad. ForhandL 5 [Stockholm 1848], p. 391; anch: Cambr. 
Dublin math. Joum. 5 [I860], p. 288/4. 

Zu § 118, Nr. 2 (S. 874). Die nnter (E) angegebene KonVergenz- 


bedingung | b a ~ < 1 findet sich fttr reeUe negative a y and posi¬ 
tive b y schon bei Stern: Gottinger Nachr 1868, S. 163. Fttr beliebige a yi b y 
worde sie (mit Ansschlafi des Grenzfalles der Gleiohheit) von Helge 
von Koch anf Grand funktionentheoretischer Betraohtangen und mit 
Bentitzang anendlicher Determinanten bewiesen (Bull. Soc. math, de 
France 23 [1895], p. 37). Erweiterte Formen dieses Kriteriums hat 
0. Szdsz angegeben (Mttnch. Sitz.-Ber. 1912, S. 314 ff. and 1915, S. 281 ff.). 

Zu § 113, Nr. 3 (S. 876). Das Kriterium (F) findet sich in der 
Form der Fufinote 1 bei M. von Pidoll (Beitrage zur Lehre von der 
Konvergenz anendlicher KettenbrtLche. Dissert. Mlinchen 1912). Doch 
ist es nioht, wie dort behaaptet wird, vollstEndig Equivalent mit dem 
Hhuptsatze von Nr. 1, sondem, wie sohon die hier in Nr. 3 gegebene 
Herleitung zeigt, ein besonderer Fall jenes Hanptsatzes, der ja nur eine 

f aber keinerlei Einzelvorsohriften fttr die 


Yorschrift fttr die 
lal, \h I enthElt. 


to? —t 


Mit Bentitzung der Kontraktion des Kettenbruohes 

[t] ( v ^- §96, Gl. (9), S. 720) leitet Herr von Pidoll aus dem eben 
erw&hnten Kriterium, sowie aus dem nrsprttngliohen Hanptsatze noch 
verschiedene andere Kriterienformen ab (a. a. 0. S. 14—18). 


Zu 1114 (8. 880ff.)» 

Die notwendigen und hinreiohenden Bedingungen fttr die Konver¬ 
genz periodischer Kettenbrttche mit komplexen Gliedern wurden zuerst 
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von 0, Stolz (Allg. Arithm. II [1886], S. 299 und Innsbr. Bar. 1887/8, 
S. XVIII), sodann mit gewisBen Vervollstandigungen (durch paBsende 
Modifikation einer von G. Landsberg fQr periodiscbe Eettenbrticbe 
ana reellen rationalen Zablen angewendeten Methode) von mir abgeleitet 
(s [18], S. 468). Bine dritte Methode, bei der insbesondere gewisse 
bei Stolz g&nzlich unvermittelt anftretende nnd nur nachtraglich veri- 
fizierte Grundformeln eine naturgemaBe Herleitnng erfahren, bat Herv 
Perron angegeben (Mtinch. Sitz.-Ber. 35 [1906], S. 495). In alien drei 
Bearbeitungen dea vorliegenden Gegenstandes enthalten die Eonvergenz- 
bedingnngen als weBentlichen Bestandteil die (lm allgememen) irrcttio- 
nalen Wurzeln der qnadratisoben Gleicbung (I) (S. 882), wie am Schlusse 
yon Nr. 6 (S. 898) zu ersehen iBt Die am Schlusse von Nr 9 (S. 899) 
mitgeteilte merklicb vervollkommnete, namlioh nnr von rationalen Ver- 
bindnngen der Eettenbrnobglieder abhSngende Form der Eonveigenz- 
bedingungen bat Herr von Pidoll (Dissert. S. 19ff.) abgeleitet. Die 
bier gegebene, lm wesentlichen in [24] von mir verbffentliohte Dar- 
stellung beruht auf Vereinfacbnng und gleicbzeitiger Vervollstandigung 
der frtther von mir bentltzten Methode und liefert anfier der Herleitung 
der genannten durcbaus verschiedenen Bedingnngsformen zugleicb eine 
vollkommene EinBicht m deren inneien Zusammenhang. 

Die am Schlusse der Hauptsatze von Nr. 6 und 9 erwahnte be- 
sondere Art der Oscillation wurde zuerst von T. N. Thiele (Tidskr for 
Math. (4), 3 [1879], S. 70) bemerkt. 

Der ftir regelmafiige periodische Eettenbrttche in § 104, Nr. 8 
(S. 793/5) bewiesene Galoissche Satz fiber den Zusammenhang eines 
rem periodischen Eettenbrnches mit dem durch Inversion der Perioden 
darauB hervorgebenden lkBt Bich auch auf periodische Eettenbrttche 
mit beliebigen Gliedem ttbertragen: s. [18], S. 482. 

Zu g 115 (S. 908 ff.). 

Die Eonvergenz bzw. koohstens auBerwesentliche Divergenz cin- 
gliedrig limitdr periodischer Kettenbrtiohe von der Form wurde 

zuerst von E. B. van Vie ck bewiesen (Transact. Am. Math. Soc. 4 [1904], 
p. 253), auf der Grundlage eines Poincardsohen Satzes ttber das infini- 
tare Verhalten der Lb sun gen einer linearen Rekursionsformel. Einen 
in [22] von mir gegebenen direkteren und einfacheren Beweis hatte 
loh in dem vorliegenden Zusammenbange nur soweit verwerten konnen, 

um zu zeigen, daB ein Eettenbruch von der Form 1 , wo lima —a, 

hochstens aufierwesent&ich divergieti, wkhrend a. a. 0. mit Bentttzung 
fwiktionentheoretischer Hilfsmittel nachgewiesen wird, daB fiir Kettenbrtlcbe 
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von der Form "1 , wo lim a. — cl , die Kowoergewt in einem genau 

zu umsohreibenden Sinne die Hegel, die (aufierwesentliche) Divergent 
eine in bestimmtem Umfange auf eine endliche Anzahl von Fallen be- 
sohraukte Ausnahvne ist. An die Stelle dieses Ergebnisses hatfce hier der 

direkte Nachweis zu trefcen, dafi unter gewissen genau anzngebenden 

ra -i» . 

Bedingungen der Kettenbruch Iwirklich allemal honvergiert. 

Non bat Herr Perron flir Kettenbrtlohe von der allgemeinerenForm 

ra “I® 

einen Satz bewiesen (Lehrb. 9. 280, Satz 40; s. auch: von Pidoll, 

- v -*l „ 

)issert. 8. 36), welcher in seiner U bertragung auf die hier zunachst 
behandelte Kettenbruchform besagt, dafi solcbe KettenbrQche, auch 
venn nicht geradezu: lim a v = a ist, sondern nur die a v flir hinlELnglioh 

r -»■*> 

grofie v in einer gewissen Ndhe einer bestimmten Zahl a liegen, ganz 
analogs Konvergenzeigenschaften besitzen, vie die limitar periodischen, 
welche dann lediglich einen speziellen Typus dieses allgemeineren bilden. 
Fassung und Beweis dieses Satzes habe ich in [25] merkliob verein- 
faoht; Herr 0. Sz6bz (Mtinch. Sitz.-Ber. 1919, 8. 395) hat sodann noch 
eine weitere Vervollkommnung daran vorgenommen, welche der hier 
gegebenen Darstellung zugrunde liegt. tTbrigens erscheinen dieft Be- 
traohtungen tlber „nahezu periodische" Kettenbrllche als spezieller Fall 
allgemeinerer Untersuchungen, welche Herr Szdsz unter dem Titel: 
jjtJber die Erhaltting der Konvergenz unendlioher Kettenbrllche bei 
independenter VerSnderlichkeit aller ihrer Elements “ vertiffentlicht hat 
(Journ. f. Math. 147 [1917], S. 132—160). 
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Die ZLffern beziehen eioh auf die Seitenzahlen, nnd 2 war: 

1—292 anf Abteilnng I, 

208—614 „ „ II, 

515—969 „ „ m. 

F. bedentet FuBnote 


AbA sobe Transformation (— parti ell e 
Summation) 309 F., 416, 496; fflr kom- 
plexe Zablen 692. 

Absch&Usungsformeln fflr Potenzen mit 
rationalem Ezponenten 178; mit be- 
liebigem reellen Exponenten 192/8; 
fflr 208, 668; fflr Ig (1 + a) 206; fflr 
gewiaae Reibenreste 488, 446, 048. 

Absobttex Betrag (Abaolutwert) rationaler 
Zablen 70, reeller 148, komplezer 562, 
von Snmmen, Differenzen, Produkten, 
Qnotienten rationaler Zablen 74/6, 
reeller 148, komplezer 668/8; —e Di¬ 
verges, Konvergenz z. Divergent, Kon¬ 
vergenz. 

Abs&hlbare Zahlenmengen 161; zweifacb, 
p-faob 251/8; niobt-abz&hlbaie 159. 

AbztifdbarJceit der rationalen Zahlen 151; 
der algebraiBohen 167. 

Addition natflrlicher Zahlen 9; poeitiver 
Brflobe 48, von DifferenzenBymbolen 
55,57; rationaler Zablen 71 (74), reeller 
188, imagin&rer 617; einer reellen nnd 
einer imaginfiren Zahl 628/4, kom¬ 
plezer Zahlen 526/7. 

AquivaJenz von Mengen 150; einer ge- 
wissen reellen und komplezen Zahlen- 
menge 646/61, 778/B, 819; von end- 
liohen Eettenbrfloben 698 F, 706/9; 
von endliohen Kettenbrflohen nnd 
Snmmen bzw. Produkten 712/4, 716/6; 
von unendlichen Eettenbrflchen 727/8; 
von nnendlioben Kettenbrflohen und 
Reihen bzw Produkten 728/80, 782/8. 

Aquwdlenzsatg der Mengenlebre 648,946. 

Agutvdlent - Transformation von Ketten- 
brflehen 710/1, 727; —Zeichen^z 706. 

Algebraisch grflfler, kleiner 70; — e Glei- 
obnng 168, 618; —e Zablen 166, 780; 
—er Obarakter einer Irrational* ahl 
nacb Lioqville 790. 


Algorithmen, nnendliobe 668/9; ihre Kon¬ 
vergenz nnd Diverges 066; b anob 
nnter Enklid. 

Allgemeines Glted einer Eeibe 817, 

Anfangsglied eines Eettenbrnches 678. 

Anzabl einer Menge 18, 160. 

Arithmetiachw Mittel 805, 461, 604/5. 

AssoetattonsgesAs d er Addition bzw.Multi- 
plikation fflr natflrliobe Zablen 10, 28 
bzw. 28, 80; fflr Brflcbe 46 bzw. 48; 
fflr Differenzensymbole 60 bzw. 64; fflr 
rationale Zablen 71 bzw. 72, fflr be- 
liebige reelle 189, fflr nnaginflre 617 
bzw. 619/20, fflr komplexe 627 bzw. 628. 

Basis einer Potenz 77; ernes Zahlen- 
Bjatems 95; eines Logazitbrnensystems 
196; des natflrlicben Logarithm en- 
systemB (Zahl e) 107/9. 

Bertrandsohe Kriterien 842, 886 

Binom 88; —laiformA (Newtonsche) 
-a bmomiBcber Satz 79, 88, 586; —tol- 
kocffizienten 88, 571; -ische Beihc 691, 
667 

Bonnet-De Morgamohe Kriterien 886 , 
608. 

Br&che , eigentliohe, nneigentbobe, echte, 
nneobte 41; rednzierte 44; Dezimal— 
96, 119; dy&disohe 119/20; systema¬ 
tic che b. SystembrUche. 

Bruchsymbok 88; als rednzierte Form von 
Eettenbrflchen 684. 

CbrdantBohe Formel 641F. 

Oasus trreducibilis (der kubisoben Glei- 
cbnngen) 641. 

CoucAj/Bober DoppAreihensatt 411, 679; 
Grenzwertsate 280, 686; verallgemei- 
neiter 229, 281; anf nnendliche Reihen 
angewendet 806/10; —sobe Kriterien 
era ter Art 886, 842; — scbes Funded 
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mentcdkriterium erater Art 842/8, zweiter 
Art 886, 765; —ache Midtiplikations- 
regel fflr abaolut konyergente Eeiben 
412, 680; Ubertragung auf Ftllle be- 
dingter Konvergenz 484, 488ff, 611/2, 
insbeaondere auf alternierende Reihen 
497, 944. 

Cesaroeche Grenewerte 600 F. 

Dekadtsche Schreibweise 6, 920; — ea 
Zahlensystem 91. 

Determinants (■=> Diakriminante) einer 
quadratiachen Form 811/2. 

DezimalbrUche 96, 119. 

Diagonalen- Anordnung einer Doppel- 
folge 260, einer Somme unendkch vieler 
Reihen 816, 410; emer Doppelreihe 
469/66, 679, 608/10; einea Doppelpro- 
duktea 648/6. 

Different nattlrlicher Zahlen 81, im 
tibngen a. Subtrdktion \ —ensynibole 
64; —enfortndn fflr die N&herunga- 
brQche yon Kettenbriichen 697. 

Utophantiaohe Gleichungen (lineare) 767. 

Diakriminante einer quadratiaohen Glei- 
chung 642, 884. 

Distributionsgesete der Moltiplikation fQr 
nattlrliohe Zahlen 27, Brflche 48, 
Diffezenzenaymbole 66, 64, reelle 

Zahlen 189, komple^e 627/8. 

Distributive Operation 601F. 

Divergent yon Zahlenfolgen i eigentliohe 
164, 929, uneigentliohe 220; yon 
Doppelfolgen: eigentliohe 267/9, unei¬ 
gentliohe 266; gleiohm&flige,mngleioh- 
m&fiige 276; komplexer Zahlenfolgen 
661, eigentliohe 666; reeller Reihen: 
eigentliohe, uneigentliohe 294; aohw&- 
oheze, gleiohartige 824/6; abaolute 
406, komplexer Reihen 674, eigent¬ 
liohe 676, abaolnte688, 690; derRetfte 
der reziproken Primtahlen 660; un- 
endlioher Produkte 616; onendlioher 
Eettenbriiche ; auflerweaentliohe 726, 
weaentliche 727, hOohatena aufler- 
weaentliohe 727, 789; onendlioher Al- 
gorithmen 967. 

Divergenekritenen a. Kriterien\ —mafi 

d« Bdw 2 ^,-TT? 

847/9; —sahranke (Niohtexiatenz einer 
allgemeingEkltigen) 866. 

Dividendus, Divisor 88. 

Division nathrlioher Zahlen 88, positives 
rationaler 68, beliebiger rationaler 
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72 (74), reeller 140, imagindrer 622, 
komplexer 680. 

Doppelfolgen 248; konyergente 265, 
eigentlioh divergente 267, uneigent- 
lich divergente 266, monotone (nie- 
mala zu- oder abnehmende) 267/8; 
komplexe 666 

Doppdvndex 240. 

DoppeTlxmes 264, 460, 667; nnterer, 
oberer 261; angewendet zux Formu- 
lierung der Eon vergenzb ed in gong fdr 
unendliohe Reihen 267/8. 

DoppelproduMe, unendliohe 641. 

Doppelreihen, reelle. konyergente, eigent- 
lich und uneigentlich divergente 460/1; 
abaolut konvergente 466; unbedingt 
konyergente 472; bedmgt konyer¬ 
gente 476; lomplexe 607, abaolut 
konyergente 608; unbedingt und be- 
dingt konyergente 609 

Dyadischea Zahlensystem 96/6; — e 

Brdche 119/20, 222/8. 

Etgentlich divergent a. Divergent. 

JStnAetfa/afttor(Richtungakoeffizient, Oha- 
zaktenatik) einer komplexen Zahl 662. 

Element einer Menge 16, 261; einea 
Eettenbruches 978; einer Kombination 
oder Fermntation 85. 

Eukltdieoher Algorithmus 86, 669, 817. 

Eulenche (Maecheronisehe) Konstantey 
207, 800, 846; -Reihentransfoimation 
442. 

Exponent , ganzzahliger poaitiver 77, 
negatiyer 81; rationaler 177; beliebig 
reeller 188 

Extension einea Eettenbrucha 720; znr 
Erweiterung einea Eonvergenzkri- 
teriuma 828. 

Fahtoren 26; -folge, unendliohe (— un- 
endliohea Produkt) 616. 

Fdkultdt 86. 

Folge, geordnete 7, 19; im flbrigen a. 
Zahlenfolgen, 

Fundamentalt der Analysis (■» all- 
gemeinea Eonyergenzprinzip) 167. 

R'undamentalzeicihen 4; («• Ziffern) 6, 96. 

Function , ganze Qradea in x (Poly- 

nom) 158; ganze (rationale) beliebig 
yieltfr Zahlen 676, 876, 69,9 

dfaZcwaoher Sate flbei. periodxaohe Eetten- 
brflohe 794. 

Gammafunktion 86 F. 
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<?au/tache Knterten 886. 

Geometnsche Pi'ogression , unendliohe 801, 
676. 

Gleidhm&flige (ungleiohm&Bige) Konver- 
genz tmd JDtvergenz der Zeilen (Ko- 
lonnen) einer Doppelfolge 276 (Bei- 
spiele 276/8); BeschrS/nktheit and Un- 
beschrtinJctheit 279/80 (Beispiele 281/8). 

Gletchung , algebraisohe 168, 648; tran- 
szendente 648; lineare Diophantische 
(unbestiminte) 767. 

Grenze, obere und untere einer beliebigen 
Zahlenfolge 209. 

Grenzgebiete der Konvergem und Ihver¬ 
genz 368, —mtervciU 220, 290 F.; 

—wert 160; uneigentlicher + oo 164; 
un weiteren Sinne 166; Existenzbe- 
dingnng (Fundamentalsatz der Ana¬ 
lysis a allgemeines Konvergenzprinzip) 
167; endlicher einer Doppelfolge 263; 
einer komplexen Zahlenfolge 661; un 
weitesten Sinne 666; —werte yon der 

Form lun wo lima»=bm&|.=ioo 

oo v-yso r->oo 

Oder a 0, 224; —wertsiltze: Oauohy- 
& cher und Yerallgemeinenmgen 229/81- 
fflr komplexe Zahlen 668/78, 

Hdufungszdhl (Grenzzabl) 220, 666. 

Harmonische Reihe 299, mit alternieren- 
den Vorzeiohen 414 

Haziptdiagonale einer Doppelfolge 262, 
277, 290 F.; -nfolge 286. 

Hauptformen eines Kettenbruches erste 
710; zweite 711; negatiye orate 711F. 

Hauptlimtte8 (Unbestimmtheitsgrenzen) 
einer Zahlenfolge 218, 220; einer Dop¬ 
pelfolge 281. 

Hauptwert einer Quadratwurzel 689. 

HSlderzdhe Grenzwerte 600 F. 

Hypergeometrische Reihe 888, 690, 667, 

Identitdt 90; —seats fhr endliohe regel- 
mhfiige Kettenbrfiche 768; fflr unend- 
liohe 774; fflr negativ-regelm&Bige 816; 
—szeichen = 690. 

Imagindre Zahlen 616; —er BeBtandteil 
624; — e Einheit 684, 644 

Indizes (Stellenzeiger) 22. 

Induction, vollst&ndige 11F., 24, 621. 

InfinitSr kleiner, gleich, giOfier, ahnlioh 
287. 

Irrationailit&t der Zahl t 206, 781, ge- 
wisser Kettenbrflche 886/9; -en, qua- 
dratische s. Quadr. Irrationahtdten. 


Irratumalzahlen 186; Darstellung duroh 
nicbt-penodische SyatembrUche 146 
(TJmkehrung^ s. 186); umkehrbar ein- 
deutige Beziehung zu den regel- 
m&Bigen unendlichen Kettenbnlohen 
776/8. 

Irreduzibihtiit von N&herungsbriiohen 
701. 

Itenerte Logariihmen 241, Zeilen- und 
Kolonnenlvmtes 270/1; lhre Bezie- 
hungen zum Doppellimes 288 ff, 667/8; 
-er Limes zur Formulieiung der 
Konvergenzbedingung fflr unendliohe 
Reihen 296 ; —e Reihen 461; — e Mtt- 
tehcerte (fc-fache Mittelbildung) 697; 
—e Summation 699; —e nneniihche 
Trodukte 697. 

KeUmbrilche, endliche regelm&Bige 671, 
762; aus beliebigen Elementen bzw 
Zahlen 678, 684; elementare 677, 
durchweg elementare 679; mit vor- 
gesohriebenen NkherungsbrAohen 707; 
unendliche 724; benachbarte 786; 
regelmilBige 778; negativ-regelmhflige 
812, 968; (rein, unrein) penodische 
regelm&flige 780, 790; unendliohe aus 
komplexen Zahlen 840 ff; (rein, un¬ 
rein) periodische 881, 902; naheza 
und limitllr penodische 908 ff 

Koefjfcztenten 88. 

Kolonnen einer Doppelfolge 248, 269 

Kombinatumen von n Elementen 86. 

Kommutationsgesetz der Addition bzw 
Multip^kation .far natflrliche Zahlen 
11, 28 bzw. 26, 80; fOr Brfiohe 46 
bzw 48; fflr Differenzensymbole 60 
bzw. 61, 64; fflr rationale Zahlen' 71 
bzw 72, fflr beliebige reelle 189, fflr 
unagin&re 617 bzw 619 21, fflr kom¬ 
plexe 627 bzw. 628 

Komplexe Zahlen 624; gewflhnliohe 
(gemeine) 644. 

Komponenten einer komplexen Zahl 662. 

Kongruenz (in der Zahlentheorie) 690 F 

Kovjugiert komplex 628; — e quadrati- 
sohe Irrationalitflten 782. 

Kontraktion eines Eettenbruohes 717, 

Konvergem reeller Zdhlenfolgen gegen 
Null, stSxkere (ebenso starke, Bohwtl- 
ohere) 288; reeller Doppdfolgen: 
gleichm&Bige (ungleichm&Bige) 276, 
weller Reihen: absolute und nicht- 
absolute 402/8, sohw&chere und gleioh- 
ortige 880/1, unbedingte 811, unbe- 
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dingte unci bedingte 4U6, effektive 
418; reeller Doppelreihen: absolute 
469, unbedingte 471, bedingte 476; 
komplexer Reihen absolute and un- 
beduigte 676, bedingte 682, 668, 947; 
effektivo 698; unendliober Produkte 
absolute uud unbedingte 626, 686, 
bodingto 660; unendlicher Ketten- 
bntche : unbedingte und bedingte 
737/8; peiiodisobei Kettenbrflche: 
unbedingte und bedingte 889/00. 

Konvergembedmgung, notwendige und 
binreiohende (= Definition) fiir ratio¬ 
nale Zablenfolgen 126, fiir reelle 
162, 218, fflr komplexe 669/60; fdL 
reelle Doppelfolgen 266, fflr kom- 
pleie 667, fQr reelle Eeihen 294, 
(audere Forrnen: 296/6, 307, 809/10), 
fiir komplexe 674/6; ftlr reelle Dop- 
pelxeihen 460; fiir reduzible Eeihen 
606, 961/2, fiir unendliobe Produkte 
616, Doppelprodukte 642; fiir unend- 
liohe Kettenbrflche 724/6, boi Weg- 
lassung yon Aufangagliedom 736; 

-knterien : a. Knterien; -pnnsip, all- 
gemeines 167; -schranke 867 

Komdinaten (» Kompouonten) einer 
komplexen Zabl 662 F. 

Knterien fiir Divergenz und Konvergene 
von Reihen mit positiven Gliedem ■ 
allgemeine Form erster Art 819, 886, 
deagl. zweiter Art 821, 377, Versohhr- 
fung 668, Kritenenpaare, diajunktive 
Kriterien und Kriterienakalen erster 
Ait 886/9; diajunktivo Kriterien und 
Kriterienakalen zweiter Art 880/2, ge- 
brUuchliohate Form 386; s. auob untor 
Bertrand, Bonnot-De Morgan, 
Cauchy, G-aufi, Kunimer, Eaabe; 
Yon Doppelreihen init nicht-negativen 
Gliedem 604, 608; von Reihen mit 
absolut genomwonen Komplexen Glie- 
dorn 668/8(a aucbunterWeierstrafl); 
fflr effektiie bzw. bedingte Konvergene 
reeller Reihen 418/24; fflr Divergent 
und bedingte Konvergene bomploxer 
Reihen 669/60; fflr Divergent und Kon- 
vergmz positivgltedriger Kettenbrilche 
der eraton Hauptform 761/4 und be-* 
liebiger Form 764/70; fflr KottenbrUohe 
aus positiven und negativon Zablen 812, 
828, 829, 888; fflr komplexe Ketten- 
bMche der era ten Hauptform 816, 868; 
der zwoitea Hauptform 860, 869; be- 
lieblger Form 872/4, 876/8. 


Kummet Bohes Konvergenzknterium 879, 
analogea Kiitenum eiater Art 844, 
—Bohe Reihentransformation 448. 

Legendre sche Ndherungsformel fflr die 
Hflufigkeit der Pnmzahlen 849; — acber 
IiratuynahUitssatz fflr Kettenbrflche 
889 F., verallgomeinerter 886/9. 

Leibnizsche Eeibe 448. 

Limes einer reellen Zdhlenfolgp 160, 
oberer, unterer (= Hauptlimites) 213, 
einer Doppelfolge (= DoppellimeB) 264, 
unterer, oberer (a Hauptlimites) 261, 
einfaoher und iteriorter der Zeilen 
(Kolonnen) 269/71; einer komplexen 
Zahlenfolge 660; +oo und — oo 164, 
oo (obne Vorzeioben) 662 

Linear 168. 

Ltotmlleachei Bats flber den algebra- 
isnhen bzw. transzendenten Charaktei 
irrationalei' Zablen 799, 801. 

Ldsung (= Wurzel) einer algebraiachen 
Gleichung 198, —spaar einer liueareu 
Diopbantisoben Gleichung 767. 

Loganthmcn 196; Briggaobe 197; natflr- 
liobe (Neperacbe) 197, 206, itenerte 
289. 

Ludolfsdhe Zalil n 448 F., 447 F 

Mdchtigkeit einer Menge 160, 646. 

Manmgfaltigkeit (zweifach unendliobe) 
626 

Maximum and Minimum, realea und 
ideales 209. 

Menge 16; geordnete 1; endliohe 19, 
abzflhlbare 161; zweifach, p - fach ab- 
zBMbare 261, 268; flberall diobte 162. 

Mmuendus, Minus, Minuemchen 81, 68. 

Modulus eines Logoritbrnenayatema 196 

Monotone (*■ niemala ab- bzw. zuneb- 
mende) Zahlenfolgen 180, 217, 226; 
Doppelfolgen 268 

MultipUkandus, Multiplikator 26. 

MulUplikation natflrliober Zablen 24; 
poaitiver Brflobe 48; Yon Differenzen- 
aymbolen 66/7; rationaler Zablen 71 
(74), reeller 188, imogin&rer 619/20, 
komplexer 628; unendlioher Eeihen 
a. Oauchj/sohe MultipHkationsi'egel, 
—aprozefiy nnbegrenzt fortaetzbarer 
619, 966. 

N&herungsbrilche durohweg elementarei 
Kettenbrflche 679/81; beliebiger Ket- 
tenbrflobe 689, regolmMiger 766/7, 
negativ-regelmllfliger 818/4; gewiaaei 
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Kettenbrfiche mit negatdven Teilz&h- 
lern -and poaitiven Teilnennem 805/6. 

Nebennaherungsbriiche 806. 

Negative rationale Zahlen 66, reelle 180. 

.Aewfonsohe FormeU (—binomisoher Bats) 

88 . 

Normierte guadratische Irrationafotat 782. 

Nidi-. Einfilhrung and Rechnungsregeln 
67/9; als unagin&re Zahl 616; ala 
Teilzdhler von EettenbrUohen 701/8, 
746/6, 861/2; als Teilnenner 769/78; 
—t oerden von hflherer (gleioher, me- 
derer) Ordnnng 288 

Nvmensch gleioh (grtiBer, kleiner) 70, 
—e Eerecftnww0unendlicherReihen487; 
—e Koeffizienten 699; —er Teller 700 

Operation , diatnbutive 601F., —en, ra¬ 
tionale 188; — en, vertausohbare 601; 
—szeichen 8, 68 F 

O 80 tUierende (= unbestimmte) Beihen 
294, 676, 610, 981/2; unendliche JPro- 
dukte 619; periodisohe Kettetibrtlche 
898, 900, 968. 

ParticUreihen (Teilreihen) 812, 406. 

Partialrest einer Eeihe 294, 426 

Partnede Summation (—Abelache Trans¬ 
formation) 416 F. 

Perfekte quadrat-ache Irrationalitdt 684, 
962 

Periode, bei Sysfcembnlohen 108; bei 
Ketten.br3.chen 780, 880, eingliedenge 
796, 888 F, 887 F., 899 F., 908; in¬ 
verse 794; symmetrise he 795. 

Pertodisch s. Systernbniche, Ketten- 
bnlche. 

Permutationen 16; von n Elementen 85. 

Polynom n*®* Grades 168. 

Potenzen rationaler bzw. reeller Zahlen 
mit g a n zz ah l igem Exponenten 77, 
141; positiver Zahlen mit rationalem 
bzw. reellem Exponenten 11 178, 186; 
b. anch Absch&tzungsform eln. 

Pnmzahlen > absolute 84, 849, 648, rela¬ 
tive 86. 

Produkt 26, s. lm hbrigen Multxplika- 
tion; —e, nnendliohe 616 a ff ; zweifach 
unendliohe 687/9; s. im flbrigen Diver- 
genz , Konvergenz. 

Punktgitter, quadratisohes 267 F. 

Quadrat 77; — ische Form 611, 616, 
962; — isohe Gletehung 642, 781, 882; 
—ische Irratiowdzahlen 780, Irratio- 


nalitdten (normierte, konjugierte, per¬ 
fekte) 782, 784, —wurzel aus einer 
komplexen Zahl 687/9. 

Quotient 88, unvollst&ndiger 86, s. im 
flbrigen Division, bei Kettenbrttoben: 
vollstSndiger, unvollstiLndiger 777 F. 

Maabe aches Knterium. 

Badikand, Badieterung 121. 

Rationale Zahlen absolute (positive) 
49, negative 68, behebige 78; -e 
Bechnungsoperattonen 74; — er Aus- 
druck (begrenzter) 188, 167; ganzer 
rationaler Ausdruck 676. 

Bationai-konvergente Zahlenfolgen 114 

BedukUdn von KettenbrGLohen, direkte 
und rekursonsohe 682, 686/9. 

Beduzibihtdt divergenter Eeihen durch 
fc-faohe Mittelbildung 696/7, durch 
iterierte Summation 699; der Diago- 
nalreihe einer Doppelreihe 610. 

Beduzterte Form einesBruches 44; eines 
Kettenbruches 677, 684. 

Reelle Zahlen 186; — er Bestandteil 
(Teil) einer komplexen Zahl 624, 681. 

BeOie (unendhche), geometrische (Pro¬ 
gression) 801; harmoniaohe 299, mik 
alternierenden Vorzeiohen 414; Leib¬ 
niz sohe 448; hypergeometnsohe 888, 
590, 667; —n mit reellen Gliedern 
298, altemierende 418, mit kom¬ 
plexen Ghedem 670; s. im ttbrigen 
Divergenz, Konvergenz; — nverglei- 
chung 817. 

Belativ prim (teilerfremd) 86. 

Best , Divisions- 86; einer unendliohen 
Reihe 295, 880. 

Bekwsxdnsformel 10, 24, 77 F.; fttr die 
N&herungszBhler und -nenner eines 
Kettenbruchea 682, [689; —n, verall- 
gemeinerte 696/6. 

Beziproke Zahl 62; — er Wert einer 
komplexen Zahl 681, eines Ketten- 
bruohea 682. 

Richtwngakoeffizimt (— Einheitsfaktor) 
einer komplexen Zahl 652 F. 

JStsmatwsohe PrimzMformel 849; 
—soher Satz fiber Herstellung einer 
Eeihe nut vorgeBchnebener Summe 
408, 947. 

Sehrahken der Divergenz und Konver¬ 
genz 868. 

Subtrahends 81. 
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8 ubtrdktton natfl.rIioh.er Zahlen 31, po- 
sitiver tationaler 68; beliebiger Dif¬ 
fer enzenaymb ole 64; beliebiger ra¬ 
tionale? Zahlen 72 (74), reeller 140, 
imagin&rer 618, komplexer 627. 

Summanden 10. 

Summc natflrlicher Zahlen 10, 14, im 
flbngen a. Addition, einer nnendliohen 
Beihe 294, 674, einer Doppelreibe 
460, 607. 

Summenfolge (= nnendliohe Beihe) 298. 

Symbol [a] grOfite in 0 enthaltene 
gauze Zahl 866 

Systembniche 96; unbegienzt fortaetz- 
bare 101; periodiaohe (.rein, unrein) 
108, ihre Beziehnng zu den ratio- 
nalen Zahlen 106; nioht-penodiaohe 
120, zur Daratellung von Irrational- 
zahlen 146, von tranazendenten Zah¬ 
len 808 

Tetlbruch, Teilnenner, Tetlzdhler einea 
Bettenbruohes 678 

Tetter, grOflter gemeinaamer 86; gemein- 
aamer numeriaohor (bei N&herunga- 
brflohen) 700. 

TeZlfolge (einer Doppelfolge): weaent- 
liohe, regul&re 267, 278; geradlinige 
267 P., 286; paraboliaohe, parallele 
267 P. 

Teilkettenbruch 678. 

Teilmenge 160, 647 

Teitprodukt 681, herauagehobenea 682. 

Teilreihe 677. 

Tragweite der Kritenen erater Art 868 ff., 
zweiler Art 890ff 

Transzendente Zahlen 160, 801; — e Glei- 
ohung 648. 

Transformation unendlicher Beihen : 437 
(a.auoh Abelaohe, Eulerache, hum¬ 
mer ache); endlieher bzw. unendlioher 
Kettehbmiche in hquivalente 704, 727; 
in flqmvalente Summon bzw. Beihen 
und umgekehrt 712, 728/9; in flqui- 
Yolente Produkte und umgekehrt 716/6, 
782/8. 

Typische Farmen der d v 324, 829; der 
Cv 880. 

Umordnung einer Zahlenfolge 129, 186; 
einer nnendliohen Beihe 811/6, 864, 
407, einer Doppelreihe 471. 

Unbeschrdnktheit, gleichmlflige der Zeilen 
(Kolonnen) einer Doppelfolge 280. 


Unbesttmmte Formen (you Qnotienten) 
224/6, — e nnendliohe Beihen 294, 
981; —e unendliohe Produkte 619. 

Unbestimmtheitsgrenzen («■» Hauptlimitea) 
218. 

Unetgentitch divergent a Divergent, —e 
Zahl oo 664/6. 

Unendhch ala „uneigentlioher“ Grenz- 
wert oo oder — oo 164; von ver- 
achiedener (niederer, hOherer) oder 
gleicher Ordnung288; ohneVorzeichen 
662; —keitaakalen. abnehmende 241, 
zunehmende 212. 

Ungleiehmafltge Konvergenz uaf. a Glmch- 
mdfiige. 

Vielfaches einer Zahl 88 

Vter Spestes mit ration alen Zahlen 74, 
nut reellen 134, mit komplexen 682. 

„Wahrer“ Wert einea nnendliohen Sy- 
atembruohea 119; einer unbestimmten 
(Qnotienten-) Form 224. 

Weierstrafi&che Bezeichnnng fflr den ab- 
solnten Betrag 70, fflr den reellen Toil 
einer komplexen Zahl 661; —ache 
Kriterien 690 F. 

Wert einea nnendliohen Prodaktea 617; 
einea endlichen bzw nnendliohen 
Kettenbruches 677, 726 

Wwzel (mm LOanng) einer algebraiaohen 
Gleiohung 168; aua einer positiven 
rationalen bzw. reellen Zahl 172/4 (b. 
auoh Quadratwurzel ); —exponent 121. 

Zahl e ala Grenzwert 198; ala nnendliohe 
Beihe 800; ala unendlioher Ketten- 
bruoh 780, 782; ihre Trrationalit&t 
206, 781; a auoh Abschtttzungsformel. 

Zahlen, Begriff und allgememe Eigen- 
aohaften 1/8; natflrliohe 7; abaolnte 
(poaitive) rationale 49; reziproke 62, 
negative rationale 68; rationale 
(aohleohthin) 78; reelle 186; nxatio- 
nale 186 (ala Syatembrflohe 146, ala 
Eettenbrflohe 778); tranazendente 160, 
801; imaginftre 616; komplexe 624; 
zwei- und n-dimenaionale 661F. 

Zahlenfblgen , xational-konvergente 114; 
null-konvergente 116; konvergente 
rationale 126, reelle 166; herana- 
gehobene 129, zuaammengesetzte 188; 
eigentlioh bzw.uneigentlich divergente 
164, 220; ein- und zweifaoh unendliohe 
248 (a. auoh Doppelfolgen), p-faoh un¬ 
endliohe 262; komplexe 669. 
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Zdhiewpaar ala Doppelindex 248; ala 
komplexe ZaJil 686 F., 945. 
ZaJHensystem mit beliebiger Basis 96; 

dekadiaches, dyadisohes 96. 
Zahleeichen 8, 7. 

Zetlen einer Doppelfolge 248, 269. 


Zeilenltmes (Kolonnenlimes) emer Doppel¬ 
folge (nnterer, oberer) 270; itezierter 
270. 

Zift&m (arabiache) 6, 16; —komplex649. 
Ztoeickm enstonaler B ereich von komplexen 
Zahlen 646 


Berichtignng einiger Druckfehler. 

S. 182, Eolumnentitel, lies: Nr. 2 (statt: Nr. 1). 

S. 208, Textzeile 2 von unten, lies: S 171 (statt• S. 172). 

S. 861, Kolumnentitel, lies: Nr. 7 (statt: Nr. 6) 

S. 862, Fufinote 1, lies: §86, Nr. 8, B 660 (statt: §88, Nr. 8). 

S 366, Textzeile 7 von unten, das Wort „vriederum u zu streicben. 
S. 867, FuBnote 1, lies: §86, Nr. 8, S 661 (statt: §86, Nr. 1). 

S. 878, Ungl. (4), aetze: ^ 0 (statt: >- 0). 

B. 621, Textzeile 10 von oben, lies: S. 24 (statt: S 21) 




